INGENIERIA DE TELECOMUNICACION PRACTICA 10

M

Extremos condicionados

En el siguiente ejercicio vamos a hallar el valor maximo o minimo de una funciéon sometida a
una restriccion.

El método sobre el que vamos a trabajar es debido a uno de los matematicos mas grandes del
siglo XVIII, Joseph Lagrange. El desarrollé este método en un articulo de mecanica cuando
tenia 19 afios.

Consideremos la funcidn f(x,y) y queremos calcular los maximos y minimos suponiendo que

los puntos (x,y) estan ligados mediante la condicién g(x,y)=s. Supongamos ademas que
las funciones f y g son diferenciables.

Lagrange demostré que si f tiene un extremo (maximo o minimo) sujeto a la restriccién
g(x,y)=s en el punto (x,,y,) vy las parciales de g en (x,,y,) no son nulas, entonces existe
un escalar 4 de manera que se cumple:

fx(xo’yo):ﬂ’gx(xa’ya)
fy('xo’yo):ﬂ’gy(xo’yo)

Este resultado se conoce con el nombre de TEOREMA DE LAGRANGE y el niumero A se le
conoce con el nombre de multiplicador de Lagrange.

Laboratorio: Extremos Lagrange 1
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Escalal il Superficie |5l hd El gradiente de £ix,¥) en 0 ea: (-3.17 ,-1.03)

El gradiente de Gix,¥) en 0 es: (3.17,1)

- %

£{1.58 ,0.51 j= 27.25

Curva de nivel fix,¥) = k con k= : 22.74

f= [30-x%2-y2 | 6= xrz4v-3 | wdespG= |-xr2+3 |

%, 0.51)

Ejemplo 1: Consideremos z= f(x,y)=9-x"—y* suponiendo que (x,y) deben cumplir la

condicién x+ y=3. Calcularemos el valor maximo de f suponiendo esta restriccidn.

1 FORMA 1:

r Dado que x+y=3, la funcion que debemos optimizar es

z=f(x3-x)=9-x*—(3-x)"=—2x" +6x. {Cudl es el valor de x que hace a z
maximo?

#  ¢Cudl es el valor de (x,y) cumpliendo x+y=3 que hace z=f(x,y)=9-x"—y
maximo?
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FORMA 2:
Situate en el applet Multiplicadores de Lagrange

Introduce los siguientes valores:

o f:9-x72-y~2 (feslaexpresion de f(x,y))

e G:x+y-3 (G debes escribir g(x,y)—s)
Observa que:

l.enla parte derecha del applet se representa el plano z=0. En él se
muestra en azul la curva restriccion: g(x,y)=s, en nuestro caso,

x+y-3=0.
2. segun el Teorema de Lagrante, el valor maximo de f se alcanza en

un punto (x,,y,) en el que se debe cumplir que:

Vf(x,,y,)=AVg(x,.y,)
Para encontrar estos puntos graficamente haz lo siguiente:

1. Mueve el punto Q por los puntos de la condicién g(x,y)=0 (curva verde de
la derecha del applet)
2. Busca las coordenadas del punto en el que el vector Vf(xo,yo) (vector

rojo) es proporcional a Vg(x,,y,) (vector azul)

Anota estas coordenadas porque este punto puede ser el maximo o minimo de
f(xy)=9-x>—y* condicionado a x+y-3=0.

¢COmo saber si es maximo o minimo? Basta comparar con otro punto sobre la restriccion.

Laboratorio: Extremos Lagrange 2
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EscalaZ Superfici
SRS uperticie |3l 4 El gradiente de £{(x,v) en 0 es: [-2.77,5.34

El gradiente de Gix,¥) en 0 es: [2.77,5.34)

\

1.38 , 2.66 )

Plano z=0

Funto 0: 0.x = 4138 Ly = 2256
£{1.38 , 2.66 |= 35.18

Curva de niwel £(x,¥) = k con k= i‘35-13

Restriccion x*2+y"~2=r~Z con r= iIS.UD

ii= A4 22
Introduce:

o f:30-x"N2+y~N2

e 13

Ejemplo 2: Consideremos z= f(x,y)=30-x"+y’ suponiendo que (x,y) deben cumplir la

condicién x>+ y> =9. Calcularemos los valores extremos de f suponiendo esta restriccion.

Mueve el punto de la parte derecha del applet por la curva restriccion y encuentra las
coordenadas de los puntos que podrian ser los maximos o minimos de esta funcion sometida

a la restriccion x° +y> =0,

Realiza después los calculos a mano para ver si obtienes los mismos valores que has obtenido
graficamente.
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Extremos absolutos en conjuntos cerrados y acotados

Ejemplo 3: Consideremos z:f(x,y)=x+y y calculemos los maximos y minimos en la

regiéon D :{(x,y)/x2 +y? <1, y2> O} que es cerrada y acotada.

Como la funcion es diferenciable lo que haremos sera:

buscar los puntos del interior de D que tienen plano tangente horizontal

ver si hay ademas hay algun extremo relativo en la frontera de D

De entre todos estos puntos elegiremos como maximo absoluto en D el que tome el
valor mas grande de f y como minimo absoluto en D el que tome el valor mas
pequefio.

3 rd Haz una representacion grafica de la funcién y de la regién D.

8 Abre el fichero Ejercicio3.dpg con el programa DPGraph para observar la superficie en el recinto
D. En el grafico que se muestra se ha representado la grafica de f, el plano z=0 y el cilindro de
seccion horizontal D.

r Calcula los puntos dentro de D que tienen plano tangente horizontal.
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¢Como puedes saber si estos puntos son maximos o minimos?

p Considera ahora la frontera de D que esta formada por:

{(x0)/-1<x<ho](x1=27) 12 x<1)

o En el segmento {(x,0)/—1<x<1}la funcién es z=f(x,0)=x que alcanza el

valor maximo en x=1 y el valor minimo en x=-1. Observa graficamente este
hecho en el fichero ejercicio3.dpg

o En el arco de circunferencia {(x,\/l—xz)/—ISxSI} la funcidn es

zzf(x,\/l—xz):x+\/1—x2. Deriva esta expresién respecto de x para

obtener en el intervalo —1< x <1 los valores maximos y minimos de z.

Con todos los valores que hayas obtenido rellena la siguiente tabla:

Posibles extremos absolutos Valor de la funcion

Conclusion: El maximo absoluto es:
El minimo absoluto es:
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