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AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS

Existen numerosas leyes fisicas en las que se sabe de antemano que dos magnitudes x

e y se relacionan a través de una ecuacion lineal

y =ax+b

donde las constantes b (ordenada en el origen) y a (pendiente) dependen del tipo de sistema

que se estudia y, a menudo, son los parametros que se pretende encontrar.

EJEMPLO: La fuerza F de traccién sobre un muelle y el alargamiento | que experimenta

éste estan ligadas a través de una ley lineal:

| = (1/K)F

con ordenada en el origen cero y donde el inverso de la pendiente (K) es una caracteristica
propia de cada muelle: la llamada constante elastica del mismo.

El método mas efectivo para determinar los
parametros a y b se conoce como técnica de minimos o
cuadrados.

Consiste en someter el sistema a diferentes |
condiciones, fijando para ello distintos valores de la
variable independiente x, y anotando en cada caso el 2097
correspondiente valor medido para la variable .

dependiente y. De este modo se dispone de una serie 1500 —

de puntos (x4,¥1), .... (Xn,¥n) que, representados i

graficamente, deberian caer sobre una linea recta. Sin /|

embargo, los errores experimentales siempre presentes

hacen que no se hallen perfectamente alineados (ver ) i

Fig. 1). El método de minimos cuadrados determina los Jm 200 ' 4,'30 ' G,Ix, ' Slm ' 1.;@3

valores de los parametros a y b de la recta que mejor se Fie |
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ajusta a los datos experimentales. Sin detallar el procedimiento, se dara aqui simplemente el

resultado:

_ n(ZXiYi )_ (zxi XZYi )

n (Exiz )‘ (=x, f

b= (EYi )_ a(ZXi )

a

(1)

(2)

donde n es el numero de medidas y X representa la suma de todos los datos que se indican.
Los errores en las medidas, se traduciran en errores en los resultados de a y b. Se
describe a continuacion un método para calcular estos errores. En principio, el método de
minimos cuadrados asume que, al fijar las condiciones experimentales, los valores y; de la
variable independiente se conocen con precision absoluta (esto generalmente no es asi, pero lo
aceptamos como esencial en el método). Sin embargo, las mediciones de la variable x, iran
afectadas de sus errores correspondientes, si ¢ es el valor maximo de todos estos errores,

entonces se tiene:

3)
Ab=—2

n

La pendiente de la recta se escribira a = Aa, y la ordenada en el origen b+ Ab.
El coeficiente de correlacion es otro parametro para el estudio de una distribucion
bidimensional, que nos indica el grado de dependencia entre las variables x e y. El coeficiente

de correlacién r es un niumero que se obtiene mediante la férmula:

n(ZXiYi )_ (EXi XZYi )

T RE ) 26,) ey )Gy )

Su valor puede variar entre 1y -1.

4
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Sir =-1 todos los puntos se encuentran sobre la recta existiendo una correlacion que es
perfecta e inversa.

Sir =0 no existe ninguna relacion entre las variables.

Sir =1 todos los puntos se encuentran sobre la recta existiendo una correlacion que es

perfecta y directa.

Ejemplo: Supongamos un muelle sometido a traccién, se ha cargado el muelle con
diferentes pesos (F, variable independiente o y ) y se han anotado los alargamientos (I variable

dependiente o x)

Cargas Lecturas
sucesivas F(y;) sucesivas (x;)
L

gramos mm

200 60

400 120

500 150

700 210

900 260

1000 290

Los distintos datos que se necesitan son:

n 6
zX; 1090
=x; 236300
Sy 3700
sy’ 2750000
SXYi 806000
€ 0,2

con lo cual aplicando las expresiones [1], [2], [3] v [4]

b =-18,4153; a =3,4959 ; Ab =0,08164966; Aa =0,00102217; r = 0,9995

Redondeando en la forma usual b =-18,42 + 0,08 mm; a =3,50 + 0,00 mm/Kp
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No se debe olvidar que se persigue el valor de la constante elastica del muelle:

~
Il
S
Il

1200 ~

1000

Constante elastica

800

/

Cargas (g) 600

/

400

/

200

50 100 150 200 250 300
Alargamientos (mm)

350
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Ajuste por minimos cuadrados mediante EXCEL

A continuaciéon vamos a indicar un procedimiento basado en la utilizacion de la hoja de

calculo EXCEL, que nos facilita y agiliza todos los calculos anteriores.

Una vez abierta la hoja de calculo introducimos en la primera columna los valores de la
variable independiente (deformaciones) y en la segunda columna los de la variable dependiente

(fuerza), esto es, los valores de x en la primera y los valores de y en la segunda columna, a

continuacion seleccionamos todas las celdas, este sera el aspecto de nuestra hoja:

B3 Microsoft Excel - Pro1

] Archivo Edidon Ver Insertar Formato Heamientss Datos Ventana 2 Escr
0 5 cerer el o (3 )G G 9 R Q & T Ao B S0 - N K S| ESET%mE B.%
08 - &

A [ B [T ¢ T o [ E [ F [ 6 [ H [ v T J T K T L [ ™M [ N [0 TF
| 1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle
2
| 3 | Cargas
| 4 | sucesivas
5] Al=1-1
6 60 2
7 4
8 5 [ 1
9 7
1 9
1 1000
[ 12|
| 13|
| 14|
| 15
| 16|
(17|
[ 24]
25
| 26|
| 27 |
| 28 | -
[24]
W« » n\ Galibre / Esferdmetro / Muele  Grafica muelle { Péndulo { Grifica péndulo £ KATER £ Gravedad { Grafica gravedad / |< 3
iDbujo~ li |Autoformas> \ N [JO Al 4l @& &-Z-A-=S== @ 3
Listo

24 Inicio | Practicas 2004-2005 | & practicas B McosoftExcel -Pro1 | (B Ajuste por minimos ... ES @ [ LS dr M) L %) [ 12:44

Hacemos clic sobre el asistente para graficos como se muestra en la siguiente

pantalla, nos aparece el siguiente cuadro de dialogo:
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B3 Microsoft Excel - PrO1

En el tipo de grafico elegimos XY (Dispersion) y en Subtipo de graficos elegimos la

opcién seleccionada en negro. Una vez seleccionadas nuestras opciones pulsamos

I Siguiente > I i L
nos aparecera la siguiente pantalla:
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(3] Archivo Edidén Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2 Escriba una pregunta
P0G e il s (3 5 @B 0 MR8 e &= 2me ;v -0 <N & s |EE]=E % o0 € B % 3
AB v F =Muelle!D8
A [ B8 T ¢ [ o [ E [ F [ 6 [ H [ 17 [ J [ Kk [ L [T ™M [ N T 0 ]
| 1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle
3 | Cargas
51 A= “‘“:"'“ Asistente para graficos - paso 1 de 4: tipo de grafico
6] 60 200 Tipos esténdar | Tipos |
120 400
150 500 Tipo de réfico: Subtipo de grafico:
210 700
260 900
290 1000
o
Gl Dispersién con puntos de datos
| 21| conectados por lineas.
=l
23
(26
25 |
26
o
28|
29|
30
Ed
E
33
| 34|
W« > M\ Gaibre { Esferé A Muele , Grafica muelle { Péndulo { Grafica péndulo { KATER { Gravedad / Gréfica gravedad / 1= m |
iDbujo~ l5 |Auoformas~ \ N 0O A 4 2 (8] (& [ & - - A - Zaa@
L= [Ajuste por minimos cuadrados 2 - Miarosoft Word Suma=4750

K3

+4 Inicio fa Practicas 2004-2005 & Practicas 3 Microsoft Excel -Pro1 |G Ajuste por minimos cui.. ES @ L Ldg W . % [ 12:46
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B3 Microsoft Excel - PrO1

)52 o 00 € S 0%

] Z o od) @B o (N L SIE
A =MuellelD8
A | B [ & | D | E F G H 1 J K | L [ M [

3 o estatico del muell -
1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle (RSSO P

| 3 | Rango de datos | Serie |
5| A=l -
60 1000
120 /
150 so0 —
210 ™
260 o =g
290 200
5 o
13 o m %0 % o a0 o oo
4
B Rango de datos:
1 19| Series en: O Fias
= ® Columnas

Cancelar <atrss [ Siguiente > ] [ Enalizar

glals]<|sn[s]NRRER
|

i« > W Calbre smetro { Muelle ), Grafica muelle { Péndulo £ Grafica péndulo_{ KATER { Gravedad {_Grafica gravedad /. @ i 2
§mm'¢\mm'\\ﬂou&z:7@&|®h#v =ad

Sefialar

+4 Inicio fa Practicas 2004-2005 & Practicas B Microsoft Excel - Pro1 T Ajuste por minimos cu...

I Siguiente = I - .
volvemos a pulsar, aparece el siguiente cuadro de dialogo:
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B3 Microsoft Excel - PrO1

i3] Archivo Edidén Ver Insertar Formato Heramentss Datos Ventana 2
f g cerat gl sair R Ga B o) 0 o 202 LZ L@ B Ao N & s | =) S 00 €
b # =Muelle!D8
A [ 8B T ¢ [ o [ E [ F [ 6 [ H [ 1 [T J T K T L T ™M ]
| 1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle
|3 | Cargas
| 4 sucesivas
5| al=1 f
60 200
120 400
150 500
g;g ;gg Asistente para graficos - paso 3 de 4: opciones de grafico
- 1000 Titdos | Eje | Lineas dedivision | Leyenda | Rotulos de datos |
13 Titulo del gréfico:
14 | Grfica del muelle
15| Eie de yalores (0 =
Z
o Eje de valores (V): 8 4
9] doo S
L i = b Z
1 <2 | ‘ - — ‘ 200
[ 99| o
122 St 0 w0 200 00 400
| 24|
25
26
27 [[cancelar ] [ <awas ] (Siguiente >] [ Einalizar ]
28 a
129
130
31
32|
33
| 34| 9
W < » W Galibre / Esfer A Muelle , Grafica muelle { Péndulo { Gréfica péndulo { KATER / Gravedad /_Grifica gravedad / 1= m s
§Diy)o',;\Agmfonm'\\[:]Oﬂ.dl;::&]j|®hjv B Za@
Listo Suma=4750

+4 Inicio fa® Précticas 2004-2005 & Pricticas B3 Microsoft Excel - Pro1 @} Ajuste por minimos cu... ) Al %) O 12:48

Si queremos (podemos dejarlo en blanco) pasamos a rellenar Titulo del grafico, Eje de

. I Siguiente = I oo
valores (X) Eje de valores (Y) y pulsamos nos aparece el siguiente cuadro:
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B3 Microsoft Excel - PrO1

i Archivo Edicén Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2
PN G e W s 3 0@ GB 0 MR8 e sz 2me ;v -0 <N & s |EE= % o € B %
- A& =MuellelD8

A [ 8B T ¢ [ o [ E [ F [ 6 [ H [ v [T J T K T L [ ™M [ N [ o [ZF
| 1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle 1
1 3| Cargas
| 4 sucesivas
5| A=l f

60 200

120 400

150 500

210 700

260 900

290 1000

1000 |

o
= Asistente para graficos - paso 4 de 4: ubicacién del grafico @@
19 Colocar gréfico:
21 .| O nunahoja nueva: [Gréfico |
|22 -
23] _
24 @ O comoghjetoen:  [EETETITT SN
25
26
27 Siguente
28| L
29
30
31
E
33
| 34| v
W4 n\ Galibre £ 6 A Muele 3, Grafica muelle { Péndulo { Gréfica péndulo £ KATER / Gravedad / Grafica gravedad / 1= I 3
iDbujo~ lg | Autoformas~ N\ N (1O A 4l 2 8] (& & - & - P
Listo

i5 Inicio fa Practicas 2004-2005 & Practicas B Microsoft Excel - Pro1 T Ajuste por minimos cu...

podemos marcar o bien En una hoja nueva (ponemos el titulo ) 0 Como objeto en, si elegimos

esta opcion el grafico se inserta en la hoja que estamos trabajando. Eligiendo En una hoja

nueva nos aparece el grafico, en una nueva hoja, de la siguiente forma:
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B3 Microsoft Excel - Pro1

] Archivo Edidon Ver Insertar Formato Heamientas Gréfico Ventana 2

§0 5 corar b soie (3] 84 ) G @820 o MR D 0 e = o 01 @ [} e

Area del gréfico = &

[ Pemisson(Accesonorestingd)l | E [ F | 6 [ A [ 1 [ J | K [ L [ ™M [ N [ o0 [ =

| 1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle

2
| 3 | Cargas
| 4 | sucesivas

5] Al=1-1 f

6 0 20

7 40

8 501

9 701 x

1 90 .

7 1000 Grafica del muelle
[ 12|

1 1200
4] 1000

1
{16 o 800 —

1 g _
| 19| 400

2
21 200
(2] 0 _ _ _ _ _ _

gi 0 50 100 150 200 250 300 350
z Deformaciones
| 26| ]

27
| 28 | -
29
| 30
| 31
| 32|
| 33|
| 34| 5
i« < » W\ Calbre / Esfersmetro { Muele ), Grafica muelle { Péndulo / Gréfica péndulo / KATER / Gravedad /_Grafica gravedad // 1< s
ipbuo s |awofomas- N\ NOO A @l - L-A-===adfl

Listo

+4 Inicio fa Practicas 2004-2005 @ Practicas B Micosoft Excel - Pro1 O Ajuste por minimos cu... ES @ i LS 4 M) am\ %) 1 12:50

Este grafico nos muestra los puntos dispuestos en el plano XY, ahora vamos a buscar

la recta de ajuste, para ello, hacemos click en Grafico y luego en Agregar linea de tendencia:
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B3 Microsoft Excel - Pro1

Archivo Edidén Ver Insertr Formato Herramientas Gréfico Ventana 2 Esoibaunapregunta v o B X
B0 5 cemar [ saiv (3 )| E) 0 B0 MRS 0 AT MO ! S Clx &S 53 % 000 € o 8 &
Serie 1 - A =SERIES(;'Grafica muelle15A$6:5A511;'Grafica muelle$B56:58511:1)
A [ B [ ¢ [ o [ E [ F T 6 [ ®w [ v [ J [ k [T © [ m [ N [ o [3F

| 1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle 1
2

K Cargas

4 sucesivas

5| Al=I-lp f

6 60 20

| 7 | 20 40

8 5 501

9 70!

: %0 Grafica del muelle

1 1000
2]
113 1200
14 1000 5

1 2
6| 300 T
&1 g ot
8 5 50 o |2 Formato de serie de datos... [o=seriet]
_;_ 400 Tipo de gréfico...
21| 200 Datos de origen...
22 0 T T T Agregar linea de tendenda...
0 50 100 150 F I —
Deformaciones

R N S S SN NN
[RS8 3| 3R s| 5| RS

K3

-

Calibre / Esferémetro / Muelle ), Grafica muelle { Péndulo { Grifica péndulo /KATER / Gravedad { Grifica gravedad / 1< S|
i Dbwjo~ s | Auoformas N\ N (1O A 4l £ @ ] & - 2 A - zaaf
Listo

f& Practicas 2004-2005 xcel - T Ajuste por minimos cu...

Apareciendo el siguiente cuadro de dialogo:
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B3 Microsoft Excel - PrO1

i3] Archivo Edidén Ver Insertar Formato Herramientss Gréfio Ventana 2 Escriba una pregunta v .8 X
P05 cemar | sair 13 )| B o B e QL -2l e S @9 o g € <8 % -
Serie 1 Punto... v A =SERIES(;'Grafica muelle15A$6:5A511;'Grafica muelle$B56:58511:1)
A [ B [ ¢ [ o [ E [ F T 6 [ ®w [ v [ J [ k [T [ m [ N [ o [3F
1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle =
1 3| i Cargas
4 sucesivas
5| Al=I-lp f
60 20
20 401
5 501
70!
90 As i de tendenci
1000 gregar linea de tendencia
1 1200 Tipo Opciones
Tipo de tendenda o
1000 =
800
g
ETX £ 600 riel
1 10| o
|1 400
200
|22 0 -
1 23| 0 50
24
25 |
26| |
27|
| 28 | =
29|
30
31
£
33
34 g
W« » n\ Galibre / Esferdmetro / Muele  Grafica muelle { Péndulo { Grifica péndulo £ KATER £ Gravedad { Grafica gravedad / 1< I 3
iDbujo~ L+ | Autoformas~ \ N [1 O Al ol 2 @] [ &g A=

@Y Ajuste por minimos cu.

B3 Microsoft Excel - Pr01

i3] Archivo Edidén Ver Insertar Formato Herramientss Gréfio Ventana 2 Escriba una pregunta v .8 X
B0 5 cerar I sl (3 B DB MBS 0 s 0 e B -k 568 o g £ <8 %8 | 35 o)
Serie 1 Linea ... v A

A [ B [ ¢ [ o [ E [ F [ 6 [ H [ 17 [ J [ k [ L [T ™M [ N T 0 ]
1 |Datos para la grafica del estudio estatico del muelle

| 3 | i Cargas

t | sucesivas

5| Al=l-l f
60

20 401
5 50

1000 Grafica del muelle

1200
1 1:22 Area de trazado | / [
600 /

19 400 /
1] 200 —

Cargas

0 T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350
Deformaciones

4cticas 2004-2005 @Y Ajuste por minimos cu.
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Marcamos Presentar ecuacion en el grafico y Presentar el valor de R cuadrado en
el grafico, después de hacer clic sobre Aceptar nos aparece la recta de ajuste, su ecuacién

correspondiente y el coeficiente de correlacion al cuadrado.

Podemos también, aun sin dibujar la recta de ajuste, calcular el valor de la pendiente, la
ordenada en el origen y el coeficiente de correlaciéon, para ello, nos situamos en una celda en
blanco y escribimos:
=PENDIENTE(B6:B11;A6:A11), nos aparece el valor de la pendiente, elegimos otra celda en
blanco y escribimos:
= INTERSECCION EJE(B6:B11;A6:A11), aparece el valor de la ordenada.
=COEF.DE.CORREL(B6:B11;A6:A11), coeficiente de correlacion.

Este sera el aspecto de nuestra hoja:

Constante elastica

y = 3.4959x - 18.415 )
R?=0.999

800

Cargas () 600 /

400 /

200 -

0 50 100 150 200 250 300 350

Alargamientos (mm)

1200

1000

Pendiente = 3,49586417 + 0,00102217
Coeficiente de correlaciéon = 0,9994979
Ordenada en el origen = -18,4153243 + 0,08164966

Ajuste por minimos cuadrados 19




