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CINEMATICA DEL SOLIDO RIGIDO

Los movimientos han de conservar las distancias entre los puntos



CINEMATICA DEL SOLIDO RiGIDO

Los movimientos han de conservar las distancias entre los puntos

1) Traslacion: todos los puntos se mueven igual

A

dr,

A No hay cambio de orientacion
(cualquier segmento se mantiene paralelo)
dr A PI
CI
T, e

P C\/ A Vp =V,  ap =adj,

Todos los puntos hacen la misma trayectoria
que puede ser rectilinea o curvilinea



Traslacion curvilinea:
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2) Rotacion en torno a un eje que pasa por un punto del solido

eje de rotacion

eje de rotacién

—

S~a

* Los puntos que estan en el eje de rotacion no se desplazan

*Los demds se mueven en planos perpendiculares al eje describiendo arcos
de circunferencia con centro en ¢l eje y mismo angulo



Velocidad de P en una rotacion pura

P hace una trayectoria circular, su velocidad
es tangente a la misma y su modulo es el
radio - velocidad angular:

do
vp = HP® siendo o=—
dt
Si la velocidad se refiere al A (punto del eje de rotacion): vp = APseng -®
Y definiendo la velocidad angular del sélido en torno a un eje como ® =0,




Aceleracion en la rotacion

En el movimiento circular, la aceleracion de P:

a, = HP-a a, =”’HP (dirigida hacia H)

dow . i .
o= m la aceleracion angular del movimiento circular
t

Definiendo la aceleracion angular del sélido:

_ _ do
o=0td, =—
dt
Y refiriendo las componentes de la
aceleracion al punto A (en lugar de H):




3) Movimiento general del solido= traslacion con A+ rotacion respecto a eje por A

Campo de velocidades del solido rigido: Vp =V, + @O A AP

Campo de aceleraciones del solido rigido: dp =d, +OAAP+® A (0) A E)




Cinematica del movimiento plano del sélido rigido

=1

Un sdlido tiene un movimiento plano
cuando  sus  puntos se  mueven
manteniéndose en planos paralelos a uno
determinado (plano director)

plano
director

Velocidades y aceleraciones estan contenidas en el plano
Eje de rotacion perpendicular al plano:

® ,0 L plano

Los puntos en la misma perpendicular al plano, se mueven de la misma forma:
V, =V, + 0@ ‘A=v, (yaquem]|AA)

- - oo .
v, = V's encualquier instante, a, =a'y

Basta estudiar el movimiento de un plano representativo



Si ese plano es el xy: ®=0k y d=ok

Se representan mediante un giro orientado
® AB

« Campo de velocidades en el plano

Cilculo de ® A AB :
‘ o, ik
B 0 0 o|=-0di+tod]
d, d, d, 0

O bien ® AB

90’ {;B:{;A'I'(DAB ﬁL




» Campo de aceleraciones en el plano:

dg=d, +0AAB+®A(DAAB)=d, +0AAB-0" AB
Ya que ®A(® A AB)= (@:-ABJ® —(@+®)AB= -0’ AB

Calculo de términos de rotacion:

o. AB

ui\/v
Y

dg =d, +0AB i, ~@°AB




Traslacion en el movimiento plano

Si hay dos puntos del sélido con la misma velocidad, w=0

SiVA=VB, VBZVA‘F(DABﬁL:{;A_)(D:O

Y todos los puntos del solido tienen la misma velocidad

Si hay dos puntos del sélido con la misma aceleraciéon, el movimiento es de
traslacion: w=0 o=0

) =0

Sid, =dp ,dg =8, +0AB G, ~0°AB =4, >0=0AB i, ~©’AB ﬁ”{L) 0
o=

Todos los puntos tienen la misma velocidad y la misma aceleracion



Rotacion pura en el movimiento plano

Si existe un punto fijo en el so6lido el movimiento es solo de rotacion y todos

los puntos del s6lido hacen trayectorias circulares con centro en ese punto

Ejemplo: y Il X
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Ejemplo de traslacion:

Hallar la velocidad y aceleracion del cdg del 10 fa‘?/s

bloque de la figura, si el movimiento de las
barras AB y CD (misma longitud y angulo de
inclinacion) que lo sujetan, es conocido.

> W20 m/s
\ CD siempre paralelaa AB — misma ® y o

10 rad/s ~ = - -
. VD = VB ap = 4ag

BeAB — Vg = y{ +®sp A AB=0,gABi; =200,
Vg = 20(—sen301 + cos 30 j)

200 dp = —12(—sen301 +cos 30 j) - 10>2(—cos 301 — sen30 j)

1 rad/s?
Bloque:

B y D misma velocidad y aceleracion — ®yjoque =0 5 Olpioque =0

VG:VD:VB aG:aD:aB

=10 rad/s



Centro instantaneo de rotacion (c.i.r.)

Se llama centro instantdneo de rotacion (c.i.r.) a un punto, respecto al cual el
movimiento del solido es una rotacion pura en ese instante: Veir =0

Sielcirestienel puntol: vV, =)71/+6)/\f6;=(?)/\ﬂ

La velocidad de cualquier punto se calcula como el producto ¢y - distancia al cir

Determinacion del cir en un instante:

* Si se conoce un punto del s6lido que en ese instante tiene
velocidad O, ese es el cir

* Si se conocen las velocidades de 2 puntos del solido, se
trazan perpendiculares a las dos velocidades y el punto de
corte es el cir. Ese punto puede estar dentro o fuera del
cuerpo. Determinando IA o IB geométricamente:

va=0IA — (0=V—A
IA

El sentido de la rotacion coherente con la v conocida



Centro instantaneo de rotacion (c.i.r.)

Se llama centro instantdneo de rotacion (c.i.r.) a un punto, respecto al cual el
movimiento del solido es una rotacion pura en ese instante: Veir =0

Sielcirestienel puntol: vV, =)71/+6)/\f6;=(?)/\f4

La velocidad de cualquier punto se calcula como el producto  ® - distancia al cir

Determinacion del cir en un instante:

* Si se conoce un punto del s6lido que en ese instante tiene
velocidad O, ese es el cir

* Si se conocen las velocidades de 2 puntos del solido, se
trazan perpendiculares a las dos velocidades y el punto de
corte es el cir. Ese punto puede estar dentro o fuera del
cuerpo. Determinando IA o IB geométricamente:

va=0IA — (0=V—A
IA

El sentido de la rotacion coherente con la v conocida



*El cir esta asociado a un soOlido. Permite visualizar de forma inmediata las
velocidades del solido

*La aceleracion del cir no es cero (en general)

Ejemplo: Una barra se mueve con sus extremos apoyados en suelo y pared. El

extremo A tiene una velocidad conocida, v,. Hallar la velocidad angular de la barra y
la velocidad de B

La velocidad de B es vertical. Trazando perpendiculares a vg y a v, localizamos el cir

oy

Vo =0 IA=wb — (o:%"

\%
ve = IB=-—22a
B b

W



4 dm

©)

cir en el infinito

-

W=



Sistemas de referencia moviles:

Algunas veces el movimiento del s6lido serd mas ficil de analizar para un
observador en movimiento.
Observador moviéndose con ®, y 0.,

Ve al s6lido S moverse con @, y 0.,

¢, Relacion con ® y o absolutas del solido?
L de, - N
(ol:—lk:(oa W =—k=wmy,, deS
dt dt
de do, deo L.
« 0=0,+6, 1 dt1+dtreu):oor+ooa
Wygps = Op + O,
Derivando respecto al tiempo: Ol = O, + O,

En el espacio esta ultima es distinta: @



De momento nuestras herramientas se reducen a
A,BESélldO VB =Va +mAAB

dg =4, +0A AB—0’AB

Conociendo v y a de un punto del sélido, asi como ®ya& podemos saber
velocidad y aceleracion de cualquier otro punto.

A veces no se dispone de toda esa informacion o bien hay varios sdlidos que
estan unidos entre si y sus movimientos estian relacionados.

La relacion en los movimientos llega a través de los puntos de enlace o contacto.
Vamos a ver como se analizan



Solidos en contacto: enlaces

Los enlaces suponen restricciones al movimiento de algunos puntos de los sélidos

Articulacion: punto comun a dos s6lidos que no S2
impide la rotacion de uno respecto al otro. Es un Sl
punto. que se puede usar con los camp/qs de o, a,
velocidades y aceleraciones de ambos solidos,

para relacionarlos.

? Articulacion a punto fijo:
Ese punto tiene v,=0 y a,=0

S



Deslizadera, ranura y apoyo simple : el punto A se mueve a lo largo del eje de
la deslizadera, de la ranura o en la direccion del suelo del apoyo




67) Dos barras de 50 cm de longitud estan conectadas como se muestra. Si B
se mueve con velocidad constante de 36 cm/s hacia la pared, determinar en el
instante mostrado, a) las velocidades angulares de cada barra y la velocidad

del pasador D b) las aceleraciones angulares de las barras ¢) indicar donde se
encuentra el cir de cada barra.

50

cotas en cm

...............................................................................................................................................................................




En velocidades:

. . A
Situamos el cir de la barra AB T G

trazando perpendiculares a las 20
velocidades de Ay B

Respecto al cir (I), las 20
velocidades de Ay B: |

VA

WaB _
30 A I (cir

40

R
okl 4 AN A
-~
o g X
) N el
JZN
Pt
e 7
. P2 o
- P
-, P i
. -
AB)" .~
-
-
-
-, -
. -
. -
-
s~ -
- -
- -
- -
- -
- -
-
-,
-
- -
- -
- -
- -
- -

50

3
vg =IBw,; — m,; =4—g=0.9 rad /s

M,y =— 09k
v, =IAm,, =3009=27cm/s v, =27]

Como C es el punto medio de la barra:

Vo =—(Vp+7,)= %(—36Y+27]) =

~181+13.5]



Campo de velocidades en la barra CD:

Supongo que D se mueve hacia abajo y ﬁf@}ff Va
que la barra CD gira en sentido horario,

como la AB. TA

Vp = Ve + ®Ocp ACD %

—vpj=(-181+135])+(-0cpk) A (401 +30j) 20

36 cm/s

40

50

x)0= —18+30 Oy  Ocp=0.6rad/s .

y)—VD =135-40 (DCD Vp = 10.5 cm/s




¢) Situamos el cir de la otra barra a
partir de la velocidad de C y de D H
(vertical) | Va Ocp

H es el cir de la barra CD ——A o 30 A cir AB)

pp=_D 105 _ 175 0m Mo
ocp 06 . 65 N RS -

vp = HD o¢cp 20 i 30
i

H estd a 50 cm de alturay a 37.5 20
cm de la pared vertical | 36 cm/s B




Aceleraciones:

» Campo de aceleraciones en la barra AB:

A hace un movimiento rectilineo vertical, su
aceleracion es vertical.

Supongoa, =a,j O,z =0,k

8, ] =—400,51 — 300, j+0.9% (307 - 407)

x) 0 =400, +24.3 — o, = 0.6075 rad/s’

UAB y)a, =300, — 324 — a, =-50.625 cm/s’
0.9 rad/s

30 B C punto medio de Ay B:
dg = a —l(aA+aB)=—25.31253



» Campo de aceleraciones en la barra CD:

Supongo ap =apj O¢p = Ocpk

a-=25.31 cm/s?

ap, j = —253125 = 300, 1 — 4001, j — 0.67 (401 + 30

x) 0 =-300p, — 144 — oy =—0.48 rad/s’
y) a, =—25.3125— 400, —10.8

ap =—1691 cm/s’



Podria haber resuelto en velocidades la barra CD geomeétricamente, determinando
y utilizando el cir:

A partir de V. =187 +13.5] N

calculo 0:

tge=% —07550=3687° | Y

CH:sen(90 - 8) = 30 0

CH = % =375 _L 36 cm/s

Sitho el cir:
HD =40 — CH-cos(90 —8) = 40 —37.50.6 =17.5cm

Calculo la velocidad angular:

ve V18241352
CH 375

=0.6rad/s

Ve = CHogp = V18% +13.5° Ocp =



Solidos apoyados: contactos permanentes

Sean dos sélidos que se mueven manteniéndose en contacto. Se dice entonces
que el contacto es permanente, y en ese caso los movimientos de ambos estan
relacionados.

La velocidad de los puntos en contacto, se

pueden descomponer segun la direccion
normal, n, y tangente, t, en el contacto:

direcciomnormal

QESl — VQ:VQH_'_th

PESZ — vP:VPn‘Fth

Si el contacto es permanente

VPn = VQn

Si P desliza respecto a Q, no hay relacion entre componentes tangenciales



Si P no desliza en Q, ambos puntos se mueven también igual en direccion
tangente Vp =V con lo que

direccion tangente




Solido S2 moviéndose sobre un suelo fijo (S1)

direccidon normal

QeSlfijo — Vo=0

PESZ —> VP:an'Fth

Contacto permanente  vp, =0

a) Deslizaen Q : vpe 70 Vp = Vpy

| La velocidad de P es en la direccion tangente en el contacto

b) No desliza en Q : Vpe=0 —> Vp=0 P=c.i.r.

La velocidad del punto P es cero, siendo ese punto el c.i.r. de S2. El s6lido rueda
sin deslizar sobre el suelo (r.s.d.)




Disco rodando sobre un suelo horizontal

* Si el disco desliza y rueda

- e
y=r

| .
VSOOI ed S . S S

El centro del disco hace una trayectoria rectilinea paralela al suelo, a una altura
constante

VO:VOi 50=aoi

De la velocidad del punto de contacto con el suelo, I, sabemos que es sOlo en

direccion tangente. La velocidad y aceleracion angular pueden tener cualquier valor
y sentido.



Si el disco rueda sin deslizar ( r.s.d): el punto I es el cir (v;=0)

Vo = I0w=rw

T--- S
y=r . - .
| (sentidos de vy O coherentes)
LS c.i.r. LSS
a En aceleraciones:
. dVO - dw - e
e - g =———1=r—1=roi
dt dt
Y P (sentidos de a5y O coherentes)

Para hallar la aceleracion de cualquier otro punto se usa el campo de
aceleraciones con el centro del disco, por ejemplo la de I:

aj=ag + 0 AOI— 0?0l = roii — roii + 0] a; = 1]

Como se ve la aceleracion del cir, en general no es cero



Movimiento de algunos puntos del disco

Velocidades Aceleraciones
(Campo de veloc. con el cir o con O) (Campo de aceleraciones con O)

.Y si el suelo es curvo? La trayectoria del centro del disco es curvilinea y tiene
aceleracion tangencial y normal

oo



*Que un disco ruede sin deslizar significa que lo que avanza por el suelo, también
lo ha girado, de forma que la longitud de arco girada= distancia recorrida por el
suelo

I"@ = XO

Derivando respecto al tiempo:
) do  dxg
dt dt

— I (D:VO

Yoo
*Las ruedas dentadas r.s.d. por construccion Y A

*En las poleas los tramos de
hilo rectos son suelos rectos
que se van generando a
medida que el disco se
desenrolla.

Siempre r.s.d. sobre los hilos

CIr

suelo fijo




*Disco que r. s. d. sobre un suelo que se mueve:

Los puntos de contacto Py Q tienen la misma velocidad

Los puntos P y Q tienen la misma aceleracion en
la direccion tangente, ya que los dientes de abajo
arrastran a los de arriba en esa direccion

Las aceleraciones normales no son iguales y
dependen del sélido a que pertenezcan




Forma general de analizar dos solidos S1 y
S2 que se mueven apoyados uno en otro. En el
dibujo se muestran los valores absolutos de
velocidades y aceleraciones de cada uno

a
oGy A

Se elige un observador auxiliar en uno de los solidos.
Ese observador se mueve como el sélido en que se v
encuentra

1B

(Da:(l)l 0 Ota=OC1

(DI'
arB<\ %
B
Q
Ese sefior ve a S2 girando con o, y o, y al >
punto B moviéndose con v 5 y a,g
w,=0, X

Ota=(11 aA



Se aplican las expresiones de Coriolis al punto B:
Vg =V, tV_p con Vg =Vy+0O, AAB
dp =arp tass Tacor B siendo

— = — P 2—>

a'cor B = 2(Da A VrB

Y las relaciones entre velocidades y aceleraciones angulares absolutas y relativas:

B, =@, +0, G, =0, +0i,



Ejemplo:

1A ) AB=5 rad/s

o, =12 rad/s?

Hallar velocidad y aceleracion angular de DC T ..
sabiendo las de la barra AB. I'm

y <4

hx 1m

Velocidad y aceleracion absolutas de C

dc :%+&AD—C—(02D—C==OG—OL\/§§—(02(\B T+j):
=(a-0*V3)i+(-0n/3-0?)]



Elijo un observador auxiliar en la barra AB, por tanto

(T)a:(_{)AB:_Sk 6(21 (_iAB:—IZk

Para ese sefor , el punto C de la otra barra tiene un movimiento sencillo: rectilineo a lo largo de
AB con v, y a_ en esa direccion. Aplico Coriolis a ese punto en velocidades:

~ :° (

Vic = Vi (cos 30i — sen30§)

1Va e = 9K +®, AAC=-5k A(2cos30i —2sen30]) =

relativo

N

. A\
Como si la barra !
fuese un suelo fijo

=10 (—sen3OY — COoS 303)

\

Ve = Vre tVa

Rellenando esta ecuacion y escribiendo las 2 ecs
escalares:

J3

X)w=v,——35
2 by, =104/3 m/s =10 rad/s

1
y)—o 3=—vr5—5\/§

Como si C estuviese pegado a la
barra en su movimiento



Aplicando Coriolis en aceleraciones: ac =a;. +d, o +acor
dc =(—100v/3)7 +(-an/3-100)

Ar. =2, (cos 30i — sen30§)

—_—

dy . = 3 +0, AAC—0; AC =

=24 (—sen30¥ — COs 303) -5° (‘/gI B 3)

door =20, Ay =2:510/3(—sen301 - cos 30 ) =
= -50/31 —150]

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

\/g 3
x)a—100ﬁ=ar7—12—25x/§—50x/§ 2 =842 m/s?

N

1 _ 2
y)—o 3—100=—alr5—12\6+25—150J o= 24 rad/s




Cinematica cuando se  disefian
estructuras estaticas, ;para que?

Entre otras cosas para evaluar si algin
movimiento es posible sin mas que
dibujar velocidades de algunos puntos

Esta en cambio puede iniciar una rotacion Tras la cual el movimiento se bloquearia

En este tipo de sistemas las fuerzas en los elementos se hacen muy grandes y se rompen se
llaman sistemas criticos y es importante detectarlos



Hay varios métodos de estatica, (en esta asignatura hemos visto el de trabajos virtuales), en que
se utilizan desplazamientos hipotéticos de algunos puntos de un sistema en equilibrio en torno a
dicha posicion.

En lugar de dibujar u obtener desplazamientos se puede hacer con velocidades ya que la
diferencia entre ellos es el elemento de tiempo en que se hacen. Y la misma relacion hay entre
desplazamiento angular y velocidad angular de rotacion.

OXp = Vg, Ot
8L, = V.0t B B 80 = ot
Oyp = Vp, Ot
100 N
: B l ¢
Vamos a ver con un ejemplo como se resuelve ° 2m 2m .%
un problema de trabajos virtuales usando G 000 _
cinematica . 3m
: : M
Nos piden calcular M para que el sistema \\§
de la figura esté en equilibrio
A (O}




Supongo que la escuadra gira con ®, y la barra
con M, : ambas estan relacionadas

Determino la velocidad de B como punto de la

escuadra
Vg=3V2 0 - -
v . v =32 0, V5 =-30,1+30,]
B’
90° X%
Como B también es de la barra CB y C sélo se
mueve  horizontalmente  puedo  hallar
M raficamente el cir de CB y relacionar las dos
P Y g y
w,_ I rotaciones:
45°
AGR
e 3M Vg = 32 ®, = 42 ®, - 0, =0.750,
La componente vertical de la velocidad de G Vo, = _(VBy +ch): 1.50,

(punto medio barra):

Teorema trabajos virtuales:

SW =0 — —100v, 8t + Mo, 8t = 0 (150 + M),8t = 0 — M = 150 N'm
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