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Vibraciones

Por vibracion mecanica se entiende el movimiento oscilatorio de una particula, s6lido
o sistema de sélidos en torno a una posicion de equilibrio.

Nos limitaremos a un solo grado de libertad

* Vibraciones libres. Movimiento armonico simple
* Vibraciones amortiguadas
* Vibraciones forzadas. Resonancia



1eq

Vibraciones libres. Movimiento armonico simple

Bloque que cuelga de un resorte de constante elastica k

_|_ posicién de

equilibrio

posicion de
T equilibrio
i mg= k(leq-lo)
Em T
i Desplazando el bloque de su posicion de
i equilibrio una distancia x:
Akx+k(leg 1)
I A YF=ma
(a) X | .
| — ) Img—k(leq —1, +X)I—mx
X —kx
A Ve
+X 1 I :

| ' mX+kx=0

_______

Ec diferencial del movimiento



mi+kx=0 ec. diferencial de 2° orden con coeficientes constantes

La solucion es una combinacion de exponenciales

—_ 7\41t 7\/2t b yd . . ~ .
x=Ce™" +Cse siendo A; y A,, las raices del polinomio caracteristico
El polinomio caracteristico es el obtenido sustituyendo en la ec. diferencial

% A2 X—A Xx—=1

k : / k
En nuestro caso mA2+k=0> A =—— 5 A==i|—
m m
Definiendo: K = A- B-
: W, =.[— X = Asen®,t+ bB-cosm,t
m
Derivando respecto al t: V=X=Am,cos®,t—Bm, senw,t

2

a=X= —Aoorz1 senm, t — B(Dﬁ "COSM, t=—m; X

A'y B son constantes a determinar a partir de las condiciones iniciales del problema



Otra forma de expresar la solucion: X = xmsen(wnt + <b)

—Xm _ o

A =X, cosd

B =x,,send

X,, Amplitud o valor maximo del de
o, = frecuencia angular o pulsacién natural de la vibracién; en rad/s

¢ angulo de fase o desfase
2T

T es el periodo o tiempo en que hace una oscilacion completa: T=—
Q)

Frecuencia, f, es el nimero de oscilaciones por unidad de tiempo:

f=1/T unidades SI: Hz (hercios o ciclos/s)



Muelles en paralelo

Sistema en la posicion de equilibrio: Muelle unico equivalente:

_____________________________ 55
k, 0 00 : "
o e
R
000
k 2220 .. 7 = R
1 ]
| Xeq : ! Xeq

Separado ligeramente de la posicion de equilibrio: ambos muelles se estiran la

misma longitud




Muelles en serie @WWMW

F F F
k,Ax; =k, Ax, =k . Ax=F AX = AX, + AX m __m_ _m
1 1 2 2 e m 1 2 K K K
e 1 2

11,1

k., k; ko




Un bloque de 25 kg se sostiene mediante la disposicion de que se muestra. Si el bloque se
desplaza verticalmente de su posicion de equilibrio hacia abajo, determinense: a) el periodo
y frecuencia del movimiento resultante y b) la velocidad y aceleracion maximas del bloque

st la amplitud del movimiento es 30 mm

Muelle equivalente : k,
Yequil
LI U IR
kg 6 24 [
ke =k +3=78kN/m ky | | y

Ecuacion del movimiento al desplazarlo )
una distancia (y) de la posicion de my +key =0
equilibrio (2% ley de Newton)



y+kaey=0 —y =y, cos(mt)

ke 7800 N /m
W= = = 17.66 rad/s : .,
\/m \/ 25 kg Frecuencia angular o pulsacion
Frecuencia f=2 — 281 Hz Periodo T=2_7t — 036 s
2T o

b) Derivando respecto al tiempo la coordenada y(t) hallamos la velocidad y
aceleracion del bloque en cualquier instante

Y = Yo cos(ot) y = -y, sen(ot) y= —yO(D2 cos(ot)

Vmix = yom 0.03:17.66 = 0.53 m/s (cuando pasa por la posicion de equilibrio)
Amax = Yo® =0.03 - 17.66° =9.36 m/s* (en los extremos de y=%Y,)



Péndulo simple
LS
O,
I A Y
Ij\n
19 ‘o T t

> F :mat) —mg senf=m a,

>F,=ma,) T-mg cos@=m a,

Cinematica:
2
d d-o
V:L4(l):]_4’—e at=LOL=L—2
dt dt

d’e
Y. F, =mat) —mg senf =m Ld—2
t

Ecs dinamica

-Eng)
L PR

0=0(t) ec del movimiento



LO+gsenf=0

Para dngulos 8 muy pequefios, el sen 0 = 0 (en radianes)

0+ %9 =0 Ec. de movimiento arménico simple
0+ (Dr219 —0 siendo o, = g F{ecuenci.a angular del
\L péndulo simple

Solucion para el desplazamiento angular : 0= Omsen(u)nt + (1))

De periodo: T=2_n S T= zn\/g
W, L



Péndulo fisico: Solido oscilando en torno a un punto fijo

Teorema del momento angular:

Mg = Iooc) — mgd -send = 1,0

Para dngulos O muy pequefios, el sen 0 = 0 (en radianes) 0+

Movimiento armoénico simple con frecuencia natural:

I
W, = mgdg periodo: T=2m S
" I d
0 mgdg




Dos barras uniformes, cada una de masa 12 kg y longitud L=800 mm, se sueldan para
formar la “T” del dibujo. La constante de cada resorte es k=500 N/m y al extremo A se le
da un pequeiio desplazamiento y se suelta. Calcular la frecuencia del movimiento
resultante.

AN 3
m=24 kg
L
120 +12:0 4 §©
oG = =0.2m
24
S
| 1 k
o =12 0.82 12 0.8% = 3.2 kg'm? %

‘P 0.5 Lﬂl% 0.5 Lﬂ‘



Se desplaza ligeramente de la posicion de

0G=0.2 m equilibrio
0.40 mg= 2352 N
y=U. .
\N:@\\l y= 0.4sen6~0.460
ky El teorema del momento angular
respecto al punto fijo O: o =0

Mg = Iooc) mg OG sen® — 2ky-0.4 cos0 = 150

Para O pequefio: sen0=0 cosO=1 y = 0.40

47 0-160 0 =320 0+3530=0

®=+353=594rad/s  pulsacion Frecuencia f= 22 =0.94 Hz
T



m,g=3 N

M,=0) F_=T=3

T=3N

Ejemplo :

Hallar el periodo natural de oscilacion del
sistema cuando apartamos al bloque A hacia
debajo de su posicion de equilibrio

1
mA:9—38=0.306 kg m, =9—58=1.53kg

En la posicion de equilibrio:

Polea:Mg =0) Tr-F,,1=0—->T=F,

Bloque : Y F, = O) mpg=T

MpAL = Feq



Sistema desplazado una distancia y del equilibrio Esquema de fuerzas

o=0
Fy=k(lo+y)
y= I'é =Feqtky l T
T ‘1|;, At
m,g=3 N (eqo.) ) |y T :E:E:E
y y :’:\’
1 ?’ v
__|,_??;??? m,g=3 N
1 . .
Polea: M = IOOC) Tr—F,_r= (Empﬂ )9 Eliminando T
— %—O.Smplﬁ—%—ky:mAS}
Bloque:ZFy:ma) muyg—T=m,¥ 7
. k 2T
(mA"'O-Smp)Y"‘ky:O — 0, = =8.64rad/s T=""=0.73s

n



Vibracion de una viga

Una viga sobre la que actia una carga sufre una deformacion.
El desplazamiento de sus puntos se calcula a partir de la resistencia de materiales,

siendo proporcional a la carga aplicada.

Si la carga Q ha producido un desplazamiento del punto en que se ha colocado d,
significa que la viga ha respondido con una fuerza recuperadora que la iguala.
Podemos calcular entonces la constante recuperadora k:

Q

—k=—

est

Q=kd

est

Separando el sistema de esa posicion de equilibrio, la viga vibrara en torno a ella en
un movimiento armoénico simple de frecuencia natural



Aplicacion de la conservacion de la energia en vibraciones

Otra forma de encontrar la ec. diferencial del

.. . . : o

movimiento armoénico si todas las fuerzas son 1 KA AAAA i

conservativas ; : !
..................... X e

En + Epot = cte

X = Asen(a)nt+¢) X =—A0, cos((ont+¢)

Derivando respecto al t : X(mx + kX) =0->mX+kx=0

Este procedimiento se puede aplicar a cualquier sistema conservativo haciendo
desplazamiento del sistema respecto a su posicion de equilibrio.



Como ejemplo, para el sistema bloque-polea anterior:

1 o2 1 5 1 2 11 5\
E. =—m +—I~,0"=—m +—| —mr~ |0
cin y Ay > O > Ay 2(2

1
E ot = Ek(l— I, + Y)2 — M, gy

En la posicion de equilibrio y=0, la E,; es minima:

dE
pot _ _
( 3 )y:o =0—k(l-1,)=mug g3 N y(e?;
La energia mecanica es constante:
d|E., +E
( Cmdt pOt)=0 — [(mA +0.5m)y+k(l—lo+y)—mAg]y:O

(mA +O.5m)§7+ky=0




Una barra de 800g esté atornillada a un disco de 1.2 kg. Un resorte de constante k= 12 N/m
une el centro del disco y la pared. Si el disco rueda sin deslizar, determinar el periodo de
pequefias oscilaciones del sistema.

Radio del disco=250 mm; AB=600 mm

r=250 mm k

— A Wﬁ

600 mm‘




y
\ Desplazamientos pequenos:
X p—
1
03 cosd send = 0 cos@zl—ae2
Disco:
Rueda sin deslizar sobre el suelo: w=0 v,=r0=0256 E,=0

1 1 1 a2 11 . .
E.=—m vi +-[ 0% = —1.2-(0.259)2 + —(—1.2-0.252 )92 = 0.056256>
2 2 2 2\ 2

Barra: giracomo el disco =26

d .
XG = XA — AG senf =0250—-030 v, = % =-0.05 6

1 d .
yG = —AG cost—OB(l——Ozj Voy = =3 =036
2 dt ] vgy =0(2) < vgx =0O(1)

(VG = VGx




1 1 1 oy 1( 1 . ]
E. =—myvG +=Igo’ = —0.8(0.002592)+—(—0.8-O.62)62 =0.013 &2
2 2 2 2\12

1
E, = -mygAG cosd = —mbgAG(l - 592 j = cte +1.1766°

Resorte elastico: E, = lksz = l12(0.256)2 = 0.37567
P2 2
La energia total: E = 0.069256% +1.5516>

La energia mecanica es constante del movimiento:
dE

- 0 — 0.0692520 6+1.551206=0

(0.1385 0+3.102 9) 0 =0 0.138560+3.1020=0 Ec. del movimiento vibratorio

: : 2
3.102 =4/73rad/s periodo T=""21335s
0.1385 ®

De frecuencia angular ®=




Vibraciones libres amortiguadas

Los sistemas reales no se mantienen indefinidamente en vibracion, ya que siempre hay
rozamientos que hacen que pierdan energia hasta que se paran.

De entre los tipos de fuerzas de rozamiento que puede haber, vamos a considerar
unicamente el rozamiento fluido o amortiguamiento viscoso, que tiene lugar cuando un
cuerpo se mueve dentro de un fluido.

Este tipo de rozamiento puede ser de origen natural e inevitable como el debido
movimientos en el aire o en agua, o bien puede ser buscado a propdsito para eliminar
vibraciones indeseadas

Nos limitaremos a amortiguadores lineales: la fuerza de amortiguacion se opone a la
velocidad y es directamente proporcional al médulo de la velocidad con que se extiende o
comprime el amortiguador

O[] B F=—cv

siendo c : constante de amortiguamiento viscoso (unidades S.I. — N-s/m)




: — . ,
k m | : X I
o 1 | m
g
: | | kx JI(— \J
......................... S | "
> —>
X X N
2% Ley de Newton: YF =ma,) —kx—ck=mXk
Ec. diferencial del movimiento: mx+cx+kx=0
(de 2° orden con coeficientes constantes)
Polinomio caracteristico:
2 —ctve? —4mk
mA° +cA+k=0—>A,,= 5
’ m

Vamos a escribir estas raices en funcion de las siguientes variables:
k iy :

®, =,/— pulsacion natural del sistema
m

C

C
(= = o razén de amortiguamiento (adimensional)
2Vmk  2mo,




7\‘1,2=_C(0n imnVCZ —1

El valor de c tal que la raiz es cero se llama coeficiente de amortiguamiento critico, c_:

La solucién X = Clexlt + Czek2t

Se comporta de forma muy distinta segiin ¢ sea mayor, menor o igual que c,



* Sistema sobreamortiguado (o fuerte): c>c, (o §>1)

0<y{*-1<{ — A\, realesy negativas — x(t) exponencial decreciente

No hay movimiento vibratorio

* Sistema con amortiguamiento critico c=c, ( —1)

A=A, =—0, 1 raiz doble

La solucion es de la forma x(t)=(B+Ct)e™ ™!

(se puede  comprobar
sustituyendo en la ec.

No oscilatoria, cae rdpidamente a 0
diferencial)

Tiene interés en ingenieria porque el sistema regresa a su posicion de equilibrio,
sin oscilar, en el menor tiempo posible.



« Sistemas subamortiguados (o débil) c<c, (C<1)

M or=—Co. +im 1> » ) _ - _-
125750, |n—c. La solucién quedaria: x(t)=e C(”nt(Cleﬂ‘”dt+C2e “”dt)

Vibraciones con amplitud exponencialmente

t
sen ((Ddt + ¢) decreciente en el tiempo

critico .
sobreamortiguado

% 27 . . . . ébi
P Ty = — periodo de la vibracién amortiguada débil
/ ()] d

/
—xp r

Ed. McGraw- Hill



Vibraciones forzadas

Se llaman asi cuando hay una

————— 1 fuerza periddica aplicada al
| F_sen wt . .
K | ! - sistema o0 una perturbacion
|
|

periddica de alguna distancia
L — —
-
X & ' F_sen wt

mX +cx+kx =F, sen ot : lmg |

0 kx <

—
x N

La solucion general es: X(t) = Xp +Xp
X;, . solucion ec. homogénea mX+cx+kx=0

X, : solucion particular de la ec. completa



X;, seria la solucion del movimiento libre amortiguado y en cualquier caso representaria
un movimiento transitorio que desapareceria al cabo de un tiempo.

Una solucién particular en cambio es la vibracion estacionaria:

Xp = xosen(a)t - (p)

Sustituyendo en la ec. diferencial se obtiene que es solucion si:

E, cw
S e
\/(k - mu)z) +(co)
Teniendo en cuenta que:
: : C k
la frecuencia natural de la vibracion libre O, =,[—
m

Y el coef. de amortiguamiento critico es C, =2mQ



Xo = 1;0 - ! Amplitud de la vibracion
2 . .
\/[1_((’)/(’% )2} +[2(c/cr)((x)/(0n )] estacionaria
2(c/c.)lo/®
tg@= (C Cr)( 2n) Desfase entre la vibracion estacionaria y la libre
1-(0/w,) amortiguada

siendo c¢/c, el factor de amortiguamiento

o/, larazon entre la frecuencia de la fuerza aplicada y la natural del oscilador

Como se puede ver de la expresion de la amplitud, en ausencia de amortiguacion (c=0),
si la frecuencia angular de la fuerza aplicada coincide con la natural, la amplitud se
hace infinita. Se dice entonces que hay resonancia




(Fy 1K)

0

Ed. McGraw- Hill

\

o =1.00

0




Una vibracion forzada puede provenir del exterior (por ejemplo, un suelo que se mueva
como ocurre en los terremotos) o interior como ocurre cuando en una maquina hay una
rotacion descompensada.

Desequilibrio de una pieza giratoria de una maquina:

_ . d? (X +rcosu)t)
—cX —kx = MX + m 3
£ dt

kx & (M+mdes)5i+cx+kx = m, r° cos mt

Es la misma ec. forzada que hemos visto antes con

_ 2 -
F0 = My, JO m=M+m



Un remolque y su carga tienen una masa de 250 kg. El remolque se sostiene por medio de
dos resortes de constante k=10 kN/m y se arrastra sobre un camino aproximadamente
senoidal, siendo su oscilacion vertical de minimo a maximo de 80 mm y la distancia entre
dos maximos de 5 m. Determinar a) a que velocidad ocurrira la resonancia y b) la amplitud
de la vibracion a una velocidad de 50 km/h.

Remolque con dos ruedas y 2 muelles en paralelo, muelle equivalente con k.= 2k

Si en lugar de un muelle hubiese un enlace rigido, el movimiento del remolque tendria
una amplitud de 40 mm



y » v Suelo horizontal:
T Vv movimiento oscilatorio en torno a la

kb Ty
) posicion de equilibrio
yequi yequi
- my=-k.y —- my+k,y=0

yo=cte

Suelo senoidal:

La variacion de la longitud del muelle es el
resultado del desplazamiento del carrito (y) y
de la oscilacion del suelo (y):

—key = —ke(y-ye)

my:—ke(y—yc) — my+key=keyosen ot

Caracteristicas de la sinusoide del suelo: T= S_2m W =



a) Valor de v para el que ocurre la resonancia

my +k.y = k.y,senmt

k 21
O, =,[— = 0000 N/m _ 8.95 rad/s
m 250 kg
: 21V
La resonancia ocurre cuando: 0, =0—>3895= = — v="7.12 m/s =25.6 km/h
b) Amplitud de la vibracion para v=50 km/h W = % =1745 rad /s
Ypart = Asen(o)t—ﬁ{) con@=0yaquec=0
20103
A= it - KeYo 0042010° 0014 m=14 mm

k. -mo?| [2010° -2501745> —_—

\/(ke — mo? )2 +c’o’



En la figura se muestra un modelo simplificado de lavadora. Un bulto de ropa mojada
forma una masa de m=10 kg dentro de la maquina y ocasiona un desequilibrio giratorio.
La masa giratoria es de 20 kg (ropa incluida) y el radio del tambor es de 25 cm. La
lavadora tiene una constante del resorte equivalente a k=1000 N/m y una razén de
amortiguamiento de 0.05. Si durante el ciclo de lavado, el tambor rota a 250 rpm,
determinar la amplitud del movimiento y la magnitud de la fuerza transmitida a los lados
de la lavadora.

M=10 kg m=10 kg m=M-+m=20 kg



k/2 0.5k 0.5cy
y $30.5ky Li‘J c/2 A y lcy
® m 1O |

o Nl —> _A . :ersen wt

y . -
Ayt © y yT A N,
R I I

0.5ky 0.5cy

Movimiento en el eje y en torno a la posicion de equilibrio:

YM=Y2 M=V

Ym = YMm T T senmt — ym =y-—r u)zsenu)t

2 ley de Newton aplicada al conjunto:

MYM + mym = _ky - C}"

(M +m)§ +cy + ky = mro’sen ot




Andlogamente en la direccion x :

MXM + me = Nl - N2 O'iky O.iCy
XM =X 1\I1 — X m—Irsenu)t
. . 2
Xy =Xy +T cosmt — X, =X—1 ®° cosmt y‘r ‘T\I
vt 2
) 2 | |
(M+m)%x =N, —N, + mro- cos ot 0.5ky 0.5¢3
) T Suponiendo que la lavadora no avanza en la direccion x:
0.5ky 0.5cy
X=0—-N, -N,; = mro” cos ot = 1713 .48 cos ot
—
N, N,
0.5ky 0.5cy .-
t 1 (para calcularlas separadamente habria que utilizar la

...................................................... ecuacion del momento, pero harian falta cotas que no
sabemos)



Solucion estacionaria: y = Asen(wt—¢) y = Awcos(wt—o)

k 1 2
W, = = \/ 000 =+/50 rad/s  ®=250 rpm-—n=26.18 rad/s
m, 20 60

F, = mro® = 100.2526.18% = 171348 N

E=—— =005—c=0.1mw, =0.1 20550 = 14.14
2m,m,
F .
A= > = 171338 =0.135 m
\/(k—mTfoz) +’w’ \/(103 -20(26.18)° ) +(14.1426.18)’
cw 14.14(26.18)
tgp= = — —=-0.029 - ¢ = ~0.029 rad = ~1.7°
k—-m®~ 10° -20(26.18)

Fuerzas maximas sobre la carcasa: cuando una es maxima la otra es O

ky o =A10° =135N ¢y, =cA®=50 N



Las resonancias son importantes en ingenieria porque pueden tener efectos
destructivos y los disefios han de procurar evitarlos.

Algunas son de origen natural: terremotos, vientos
Otras se generan por su uso

TREs—— T

Si el ritmo de los pasos coincide con
la frecuencia natural del solido, la
| ¥ . amplitud resultante es grande

I




Pasarela del milenio

La alta vibracion con el transito de gente el dia de
su inauguracion hizo que se revisase el disefio para
incorporar amortiguadores

Wikipedia
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Centro Nyedermeyer

La vibracion de la pasarela es
claramente apreciable para los
paseantes. El apoyo esta en un
extremo




No todos los efectos de la resonancias son destructivos

En multitud de aplicaciones interesa seleccionar y amplificar, entre muchas, una
frecuencia particular

Resonancias eléctricas (Sintonizacion de frecuencias de radio o TV)
Opticas (laseres)

Acusticas (musica, aplicaciones médicas como destruccion de piedras)
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