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DE CANTABRIA

En cualquier instante, un punto A perteneciente al sistema @ tiene una velocidad: w A
VA1/0 == Vp1/0 + (1)1/0XPA - {VP]./O = O, pOlO} = VAl/O = (1)1/0><PA tui‘m - /
Derivando, se obtiene la aceleracion: i -
dwl/O PA + dPA ( )
a = —X Wy o0X— (*
A1/0 dt /077 1 .
Considerando el sistema @, ligado al punto matematico P, que se mueve sobre las curvas g o BASE 2
polares: '
dPA
Va2 = 5 dPA
Vai/o0 = Va1/2 T Vazjo = dt = = Va1/0 — Vp2/0
VAZ/O = sz/o + (1)2/0 XPA, {(1)2/0 = O, 2 I O} dt

\—G_J

gue se sustituye en el ecuacion de aceleracion y haciendo A - P
dw1/0 _ —
Ap1/0 = XPP + wq1/0X (010X PP —Vpy,0) =|ap1/0 = —W1/0XVpy/o
dt -

Siendo vp; /o la velocidad de cambio de polo, también denominada u.
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Por lo tanto, la aceleracion del punto del plano movil que coincide con el CIR es un vector: |ap; /o = —®1 /0 XU

- MédUIO: apl/o == _(J.)l/ou
- Direccion: L u
- Sentido: El que hace que se separen la base y la ruleta, siempre de |la base a la ruleta.

Casos particulares:

Ow A 0 Carat Cooara

POUETA

PoLETA

a? ve

Contacto Contacto Contacto

Convexo-convexo Convexo-concavo Convexo-concavo
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Introduccidn: @
{ &~ : Se definen tres planos:
¥ & B —— (©Plano fijo.
| -’-'/[,"Z’::';.Y’,:{Q 6/ A :“\W (DPlano mévil, contiene al punto A de trayectoria conocida.
“':“‘.__.:' T:‘:QM‘“ @Plano movil con tg y normal a la trayectoria del punto A.
) ® |
El punto A pertenece tanto a @ como a @ = Va1/0 = Vazjo = {VA2/1 = O}, /L “ pd
entonces A = Py, fﬂﬂ’f/‘ Al N
P,y € n debido a: @ -
E [oec@e

* V41,0 €s tangente a la trayectoria de A.

* P;y debeser L vy, que esla normal.

P,, € n debido a que tanto P;, como P;, € n (Teorema Aronhold-Kennedy). ’ / " A

Como P, € n significa que P, es la ruleta del movimiento de @ sobre @ | /
TAECR
El P,, asi obtenido es también el centro de curvatura de la trayectoria de A, — e A

es decir, como la interseccién de normales infinitamente proximas. oy ¥€,.20,
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Introduccion: L
’ ‘ TRAEEToRA D R

P, se obtiene conociendo la trayectoria de otro , ;
punto B en el mismo instante. . A

Como P, es el centro de curvatura de la / -
TRAY BaoRA

trayectoria de A y ademas el polo del movimiento

. oFr
de @ sobre @, la base del movimiento de @ . A
sobre @ es también la evoluta de la trayectoria
del punto A.

Evoluta (de una curva): Lugar geométrico de los
centros de curvatura de la curva.

Conclusion: El centro de curvatura de la trayectoria de un punto es el polo del plano
asociado a la normal a la trayectoria, gque se mueve con ese punto.




6.2 Teorema de Hartmann.

Enunciado: Los siguientes puntos estan alineados:
- El extremo del vector velocidad de un punto.

- El centro de curvatura de la trayectoria de ese
punto.

- El extremo de la componente paralela a la
velocidad del punto del vector velocidad de cambio

de polo.

Aplicacion: conocida la velocidad de un punto, el polo
del movimiento y la velocidad de cambio de polo, se
puede obtener el centro de curvatura de la trayectoria
del punto.

A continuacion se va a demostrar este teorema de dos
maneras diferentes.
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Enunciado: El centro de curvatura P,, el polo P;, y el punto A pertenecen a la recta normal.
Demostracion: Se aplica una extension del Teorema de Burmester: Si tres puntos pertenecientes a un mismo sistema de

referencia estan alineados, los extremos de sus vectores velocidad también lo estan. Asi mismo, también estan alineados
los extremos de las componentes normales del vector velocidad.

Esto es una consecuencia de que todos los puntos posean la misma
) proyeccion sobre la recta que los une. Ademas, esto se sigue cumpliendo
o | aunque los puntos no pertenezcan al mismo sistema de referenciay
exista la posibilidad de movimiento relativo. Es suficiente con que se
encuentren alineados.
Vg2/0 = VB2/1 T VB1/0

A
Por lo tanto, vg, /4 no introduce componente normal y se cumplira el

Teorema: Los extremos de las componentes 1 a la linea ABC de las
velocidades vy, Vg y V. estan alineados.
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Los elementos A, u, y P,y estan alineados.

A Vpoo €S paralela a la recta normal, dado que tiene que ser tangente a la
DASE /e base y ruleta del movimiento de @ sobre @ y como la recta n es la
ruleta, tiene que ser paralela a esta ultima.

Aplicando la propiedad anterior al centro de curvatura P, = 0,4, el polo
P;oy el punto A = P;,. Al estar alineados, también lo estaran las
componentes normales a la linea que los une de sus velocidades (la linea
que los une es la recta normal a la trayectoria del punto A).
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Para esta segunda demostracion se parte de la idea de que el punto A al moverse sobre su trayectoria posee una
componente de aceleracion paralela a la tangente y otra paralela a la normal.

Dato: V410
Primero se calcula la velocidad Vo1, 0/ siendo O1 el centro de la

circunferencia osculadora correspondiente a la ruleta.

Circunferencia osculadora: Circunferencia equivalente a la base o a la ruleta
en un instante. Para el analisis instantaneo de movimiento, poseen un
contacto de 3er orden con las correspondientes curvas polares (coinciden
hasta la 22 derivada 3 puntos de contacto infinitamente préoximos)

Ahora se calcula la velocidad de cambio de polo u. Los puntos O, Py O,
estan alineados. O, es el centro de curvaturade O, y P.

’.’:.

‘-n.\ A4,,, = Apy g + al/oxPA + (.)1/0><((01/0><PA) — Proyectando || PA
X .
/‘ N Lu
1 a,lﬁlxli;q = a}'f;‘:‘ + w? ,oPA, sabiendo que ap , = {_ -
Y \ 19 — .
(o f % % N alll];gl = —]pCOSd' + C”%/OPA (%)

L J
0. . 10



6.2 Teorema de Hartmann. Demostracion 2

\'&
A n A1/0
ComoPA 1 v, = at4 =a = —
A A1/0 A1/0 P A1/0

Sustituyendo en la ecuacion (*):

2 _ 2
Vaijo _ _Jcos + a)f/OPA . { Jp = wy U } . w3 oPA? o + w%/OPA -
Pa1/0 Va1/0 = Wq/0PA Pa1/0
Haciendo u’ = u cosy, y uniendo el extremo de v, /o con el de u’ y cortando con AP se obtiene C:
Sk '\ u P CP
N . Tarro =7 => U = Wy PAa
Sustituyendo en (**):
K wy/oPA? CP PA CP CA—CP PA
W —PA1/0 =—a)1/0PAC—A+a)1/OPA:>pA1/O:1—CA: A :CA:)
P
= |Pa170 = CA
Para calcular la posicion del centro de curvatura se traza la interseccion entre:
- Lalinea extremo de los vectores v4; 0 y U'.
By - La normal a la trayectoria del punto A.

11
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6.3 Formula de Euler-Savary %

Se trata realmente de la expresion analitica del Teorema de Hartman:

*/C‘ \ C

La velocidad de 0; sera: vy, = w1,0"

Ademas, se puede establecer |a siguiente relacion para la velocidad de cambio de polo:
u Vo
_ 1

To g + Iy

Sustituyendo v, y despejando u se obtiene:

1 (1)1/0 1 1
u = (1)1/07"17"0 = =— 4+ — (*)
g +1q u o N

% = wq,9PA
Considerando ahora el punto A = { Al{O _1/0
U =using
Por semejanza de triangulos se obtiene una expresion valida paraV A € @/@:
u' Va1y0 _ using  wq0PA using = w1 0PA  wq)0
CP  CA CP_ CA CP  CP+PA  u
_CP+PA W10

. 1 1y .
= cppa M=, T (ﬁ ﬁ) sing (++)
lgualando (x¥) = (*x), se obtiene la formula de Euler-Savary:

(1+1)_ _1+1
cp tpa)Sne =t

- {CA = CP + PA} -

12




6.3 Formula de Euler-Savary

Para la formula de Euler-Savary hay que considerar un sentido positivo para todos los segmentos CP, PA, 1y, 1. Por
ejemplo: + del punto al polo.

En el caso de contacto convexo-céncavo, la formula se recalcula de la siguiente manera:

El punto Oy es el centro de curvatura de la trayectoria de 0.

( Vo, = W1/07" o 1 1
1/0
9. u . (1)1/07"1 = / = — — — (*)
f o u TO &}
| TO I‘O - I‘1

Por otra parte, el punto A:

(1)1/0 _ OAP—PA

v = wq,9PA u'
A:;s{ Al{O .1/0 }:)
u =using

u  04PPA

lgualando (*) = (%)

_ Va0 _using  w;g,0PA

0,P 0,A 0,P 0,4
using wq/0PA
= =
o,P  0,P—PA
Wi/0

sing =

1

To

—— ( i 1P>Sin¢

&1

13



@ rueda por el exterior de @
79 > 0
1 >0

3

@ rueda por el interior de @
19 <0
1 >0

6.3 Formula de Euler-Savary. Signos

@ rueda por el exterior de @
19 > 0
<0

Comentario: Todos los puntos pertenecientes a la tangente en el polo a
las poloidas (t,,) tienen en P el centro de curvatura de su trayectoria, es
A decir, u no tiene componente 1 a t,,.
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6.3 Formula de Euler-Savary. Circunferencia de inflexiones. %

Se buscan los puntos pertenecientes al plano movil @ cuya aceleracion normal es nula por encontrarse en el instante
considerado en un punto de inflexion de su trayectoria, es decir, en un punto de radio de curvatura infinito.

Por tanto, haciendo CP = oo y llamando r = PA se sustituye en la expresidon de Euler-Savary:

1
_+;>Sin¢:—+—:—zcte:—=> r=551nc}')

1 1 w 1

R 1 U )

. . . . . . . s u . .
Circunferencia de inflexiones: Es una circunferencia de diametro 6 = " tangente a la velocidad de cambio de polo.

/S‘J'

s T - B
\

\

Los puntos pertenecientes a esta circunferencia Unicamente poseen
aceleracion tangencial y por lo tanto, la velocidad y aceleracion de los
mismos es 1 a la linea que los une con el polo y por tanto en la direccion
de la linea que los une con el punto | (Arco capaz de 909).

El polo o centro de inflexiones es el punto |, cuya velocidad sera:
u
Vr1/0 = W1/00 = {5 = ;} Vi =u

Es decir, que coincide con la velocidad de cambio de polo.

La inversion del movimiento (fijando la ruleta y moviendo la base),
implica que la base gire con una velocidad —wy /¢ para que la velocidad

de cambio de polo mantenga el sentido. De esta manera la nueva
circunferencia de inflexiones es la simétrica a la antigua respecto de u.

15
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. Los puntos A y C relacionados mediate Euler-Savary se denominan puntos conjugados. Cada uno de
/’-\ ellos es el centro de curvatura del otro en el correspondiente movimiento relativo:
[ | — (1+1>_¢ 1
\ | — 4+ —]sin¢g = <
K./ A TR
e Sin
“}i, \ (AP PC) ¢ =
i Como sin ¢’ = sin(180 — ¢) =sin ¢, C es el centro de curvatura del punto A y viceversa para el
. movimiento invertido.
e &

Ahora se determinaran cuales son los puntos conjugados de una circunferencia tangente a las
poloidas, que vendra representada mediante la expresion PA = d, sin ¢. Sustituyendo en la
expresion de Euler-Savary:
1 1 _ 1 1 1 1 1
(CP + d; sinqb) sing = 5 = C—Psmd) = g_d_o d1 = CP =d;sin¢g =
= PC = —d; sin¢ = d; sin(w + ¢)

Que es otra circunferencia, pero invertida, cuya relacion de diametros entre ésta y la anterior esT

1 N 1 1
do d4 B
: : : : : 1,1 1 1
Si se trata de la circunferencia de inflexiones, entonces d; = o = — t— = T =3
0 0

16



6.3 Formula de Euler-Savary. Simplificacion. @

A: punto perteneciente al plano movil.

W' Interseccion entre la circunferencia de inflexiones y AP.

P: Polo del movimiento.

C: Centro de curvatura de la trayectoria del punto A.
Se puede plantear:

(PlA clp) sing = (Pj\L/v 1)Sm¢

_ Dado que:
... CP=CA—PA}:>1_I_ r 1
PW = PA - WA PA CA-PA PA-WA
Operando:
\ (CA — PA)(PA — WA) + PA(PA — WA) = PA(CA — PA) =
\ = CAPA — CAWA — PA? + PAWA + PA2 —PAWA =PACA - PA? =
\ € = |CA WA = PA?

Como PA > 0 siempre = C y W (centro de curvatura y punto de corte con la

circunferencia de inflexiones), siempre se encuentran al mismo lado del
punto.



6.4 Construcciones graficas

Dada la circunferencia de inflexiones, hallar el centro de curvatura de un punto.

&

AR

Datos: C.I.; A; P
Pasos:
APNCIl. - W

1

2. Dos rectas cualesquieraporAyP -1, N1rp = B.
3. Recta WB.

4. PorP || WBNAB-D.

5. PorD||PBNPA - C.

Como
PA DA

APD~AWD}:> WA BA(_PA _CA

APB ~ ACD CA DA WA PA
PA BA

Que es la formula de Euler-Savary.

= CA WA = PA?

También se podria partir del centro de curvatura y obtener W, trazando rectas
arbitrarias CD y AD realizando el resto de la construccion.

18
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Hallar 3 puntos € C.l. dados los centros de curvatura de 2 puntos. 3/
\
\
Datos: A, O,, B, O A
Pasos:
\ _*7““-0(;DA w&

1. AO,NBOg > P

2. ABN 0,0 - Q | |
. A B . ‘
E'}'i _t":'-\.*;cr‘u‘[‘;f-?ﬂ(_;'c"m
: 9 T we\(F
\

Recta QP — Eje de colineacion.
4. PorP || 0405 NAB - Z.

~-; \

| L (NAO, S W o R}
5. Por Z || eje de colineacion {n BO, — WB} € Circunferencia de inflexiones.
NOTA: El eje de colineacidn corresponde a los puntos A y B. Para otros puntos o »

cualesquiera, el eje de colineacion sera diferente.

19
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La bisectriz del angulo que forman las normales a la
trayectoria de dos puntos coincide con la bisectriz del
7 - angulo que forman la direccion de la velocidad de cambio
2/ de polo (o tangente polar) y el eje de colineacion.

Partiendo de la construccion anterior:
- /, Datos: A, Oy, B, Og

Las normales a la trayectoria son AO4 y BOg.

J"i‘" o r \ Pasos:
) NS A wea] t 1. AO,NBOg > P
/o,".‘ , / 2 AB N OAOB - Q
y 3. Recta QP - Eje de colineacion.
70 « ~/ 4. PorP || 0,05 NAB - 7.
a . o A0, -
. o . . ., [(MAOQ4 = Wy
/ i 5. Por Z | eje de colineacién { }
/, / J NBO; — W,
s o Circunferencia de inflexiones.
w_&//

20



6.5 Teorema de Bobillier. Demostracion.

Como W, y Wy € C.I., se verifica:
tPPWB == tPWAWB =a
tp eslatangenteaCl.enPy

ambos angulos abarcan el mismo
arco PWg de la C.I.

/

' ,\P‘%\' ’ r
o
i X
VO
go‘)

Por tanto, tp PO = QPWj,.

Es decir, la bisectriz del angulo
0,PO0jg es igual que la del angulo
QPtp

21
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Es una aplicacion del Teorema de Bobillier: Dados dos Py
puntos A y B y sus correspondientes centros de curvatura /
(puntos conjugados), determinar el centro de curvatura ) HQac.
de otro punto C. ) /

Datos: A, Oa, B, O, C
Pasos:
AO,NBOg - P
ABN 0,05 = Qyp.
Recta QP — Eje de colineacién AB.
PC aqui estara el punto requerido — O,
Teorema Bobillier Q,zPB = f = tpPA > ¢,

Teorema Bobillier tp PC = o = Q4cPA — Eje de
colineacion AC.
7. ACN Eje de colineacion AC = Qy¢-

8. PCﬂOAQAC - OC

o v bk wnN e




UC 6.5 Teorema de Bobillier. Construccion de Aronhold. Aplicaciones. é’/%

A /\‘/'?z..

Datos: 4,04,B, 0Og = 04 > ®

Datos: A, O4, B, O, C

Incognitas: O

23



6.5 Teorema de Bobillier. Construccion de Aronhold. Aplicaciones.

Datos: A,04,— ©,B, Og — o0

Datos: A, 04, B, Og = o, C

Incognitas: O,

24
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Al igual que en la circunferencia de inflexiones, que es el lugar
geomeétrico de los puntos cuya aceleracion normal es nula, se pueden
buscar los puntos cuya aceleraciéon tangencial sea nula.

La aceleraciéon de un punto sera:
aA2/1 = ap2/1 + 0(2/1><PA + (1)2/1X((1)2/1XPA)

Proyectando en la direccion perpendicular a PA:

aj,, = ap cosy+ar. Haciendoag,, =0
W U=W28 ,
w
w?ScosY+ar=0=>r= —?5cos¢

Que es la ecuacion de una circunferencia que pasa por P y tiene su diametro sobre la tangente polar ¢, de valor:

(1)2

b=—56
a

El punto Q del dibujo es la interseccion entre la C.lI. y la C.B., es decir, tiene aceleracién nula.

Circunferencia de inflexiones (a™ = 0): Las C.I. son distintas para cada instante, pero su didmetro y orientacidn son
independientes de la aceleracion angular y del sentido de |la velocidad angular.

Circunferencia de Bresse (a® = 0): Su didmetro depende de la magnitud y orientacion de la aceleracién angular.

Circunferencia cuspidal (invirtiendo el movimiento): Fijando la ruleta y moviendo la base se obtiene una nueva C.I. del
mismo diametro que la anterior, que es simétrica a la C.l. respecto a la

25



UC

DE CANTABRIA NG
Wl

Definiciones:

Envolvente (de una curva perteneciente al plano movil): Curva perteneciente al plano fijo que en todo instante posee
una tangente comun en un punto con la curva movil. A estas dos curvas también se las denomina perfiles conjugados.

Evoluta (de una curva): Lugar geométrico de los centros de curvatura de una curva.

Evolvente: Curva cuya evoluta es una circunferencia.

<

El polo del movimiento relativo entre dos perfiles conjugados
debera encontrarse en la normal comun a ambas curvas en el
punto de contacto.

En caso contrario, o bien la curva movil penetraria en la curva
fija, o bien se separaria de ella: vp || £, siendo ¢, la tangente a
los perfiles.

? - ‘T‘]b 1 T 13 a T -"-i “-‘ :?: ‘-. .\
Base y ruleta: Caso particular de los perfiles conjugados. En este caso, el polo del movimiento relativo se encuentra en el
punto de contacto entre los perfiles, por lo que el movimiento de |a ruleta sobre |la base es de rodadura pura.

Para otros perfiles conjugados: Caso general: el polo del movimiento relativo no coincide con el punto de contacto entre
los dos perfiles, por lo que el movimiento relativo es una combinacion de rodadura y deslizamiento.

: : L , o\
wa 6.7 Perfiles conjugados: generalizacion de la formula de Euler-Savary. &z

26



wad 6.7 Perfiles conjugados: generalizacion de la formula de Euler-Savary.
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Velocidad de deslizamiento: Velocidad del punto perteneciente a la curva

movil que esta en contacto con la envolvente. Es distinta de la velocidad de
cambio de polo.

Vp1/0 #+ 0

Si @ eslaruletay @ es la base: vp; 9 = 0, dadoque P =CIRyvp =u

Generalizacion de Euler-Savary:

Se va a considerar el caso general de rodadura y deslizamiento de dos perfiles (uno fijo y otro movil)

El movimiento entre estos dos perfiles también puede obtenerse mediante el movimiento de rodadura entre las
correspondientes base y ruleta.

Por lo tanto, existen dos perfiles que ruedan y deslizan y sus correspondientes curvas polares que solamente ruedan.

En este caso, también se definen tres planos distintos:
- Plano @: Plano fijo donde se encuentran la base y el perfil fijo.
- Plano @: plano movil, donde se encuentran la ruleta y el perfil movil.

- Plano @: Constituido por la tangente y la normal en el punto de contacto entre el perfil fijo y el movil.

27
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6.7 Perfiles conjugados: generalizacion de |la formula de Euler-Savary. %

EvOLUTA —» C.C. S

(> EVeloA DEL PERFIL WMol

&

>
g.:)

RUAR #IA 2 B
'\
F ol
>
 rarrr————
ENVOLIEINTE = PERFIL Fi30 A
F | "C‘\ .
/. .y
it "\\%
2
LS T
/ DE LA BAELLELTE
\ \\
—_— \v_» (rw L‘Vg‘}"'
A %25,
m

Se denomina I1;; a la curva polar fija del movimiento del
plano i respecto al plano j:

I1,,: Polar fija (base) del movimiento del plano (1)
respecto al plano @

I1,,: Polar fija (base) del movimiento del plano (2)
respecto al plano @ Es el lugar geométrico de los puntos
pertenecientes al plano @ gue han sido CIR del plano @
Va a coincidir con la evoluta del perfil fijo.

Para obtener P, se halla la interseccion de la normal en
dos posiciones infinitamente proximas. Entonces, P
también sera el centro de curvatura de la trayectoria del
punto en el plano fijo.

28
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DE CANTABRIA

lf" X P, es un punto perteneciente a (2) cuya posicién no varia en dos instantes distintos,
(Ez I g , por lo que es el CIR del movimiento de @ sobre @ Ademas, se puede considerar
—_ e como e punto de interseccion de las normales al perfil fijo en dos puntos
e ~ infinitamente préximos, en cuyo caso sera el centro de curvatura de dicho perfil en el
4‘\\\ ) ¥ p y
NN punto A.

N SN\ . . .
= A - . A medida que se desarrolla el movimiento, el punto de contacto (A) entre los perfiles
~ (&7 fijo y movil se desplaza de forma que su trayectoria en el plano fijo @ coincide con el

| ) perfil fijo.

Por lo tanto, I1,, es también la evoluta (lugar geométrico de los centros de curvatura
de una curva) del perfil fijo. De forma que P, es el CIR y el centro de curvatura del
perfil fijo (o envolvente).

[1,: Polar fija del movimiento del plano @ respecto al plano @ Si se invierte el
movimiento de los planos @ Y @ (de forma que @ pasaria a ser el sistema fijoy

® Tap @ el movil), se puede aplicar un razonamiento similar al empleado con I1,,, llegando
a la siguiente conclusion: I1,; es la evoluta del perfil movil y se mueve con él.

Los tres polos, P, P,g y P, tienen que encontrarse alineados (Teorema de Aronhold) de forma que también lo estaran
los extremos de las componentes normales de sus correspondientes vectores velocidad (como puntos matematicos).
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En la figura de la derecha:
* Vpy/o tiene que ser || a la tangente a I1,, por lo tanto es || a n.

* Vpi0/0 €N principio puede tener cualquier direccion (|l a t,). o

Vp210 = Vp211 T Vp2110
~tr— 1PaPs==1n

Ua
A /A Aplicando el Teorema de Hartman al
' punto A4, los siguientes puntos estan
alineados:

* El extremo del vector velocidad de
un punto: VA11/0 = Vpyq 1/0
 El centro de curvatura de su

* Oa2 Ao trayectoria (en principio /|
desconocido).

1) * Y el extremo de la componente
| paralela a la velocidad del punto, e |
M - - ¢_-‘ . .
de vector velocidad de cambio de =
&y

polo (ugg').
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Ya se sabia que P, = A4, P,yg = Ay y P, estan alineados y también los extremos de sus componentes de velocidad en
la direccidon perpendicular a la linea que los une, por lo tanto, como la componente perpendicular correspondiente a

P,1 (V4gr) esigual a v, y se sabe que esta alineada con la componente perpendicular de u, /o, entonces A, es centro
de curvatura de la trayectoria de A;.

Ademas, Ay y A4 son los centros de curvatura de los perfiles conjugados. Si se invierte el movimiento, A; sera el centro
de curvatura de la trayectoria de Aj.

Conclusidn: Los centros de curvatura de los perfiles conjugados estan relacionados mediante la férmula de Euler-

Savary.

NOTA: Si el radio de curvatura de la curva movil se hace infinitamente pequeno, entonces ésta degenera en un punto,
con lo que la formula de Euler-Savary sera la estandar.

Es posible, entonces, generalizar la férmula de Euler-Savary para cualquier plano movil

\H PA =z CcoverrL ) .,
R N A4 es el centro de curvatura del perfil y también el
N centro de curvatura de la trayectoria de 4.
~feen, y
< : A es el centro de curvatura de la envolvente y también

% el centro de curvatura de la trayectoria de A;.

L
S TR PEV- g
\

P; es el polo del movimiento.

\"\[_* AT ( 1 1 ) .
gl o sin¢g = cte =

_I_
A0P10 PlOAl

1
o

6.7 Perfiles conjugados: generalizacion de la férmula de Euler-Savary. &z
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La formula de Euler-Savary se aplica para conocer el movimiento de un elemento concreto de un mecanismo.
Los problemas que pueden presentarse para una posicion dada son los siguientes:

1. Conocidas la base y la ruleta, o bien sus correspondientes circunferencias osculadoras, calcular:

1.a. La circunferencia de inflexiones.

Si se conoce la base y la ruleta, también se conoce la t,,. Para definir la Cl se debe calcular su diametro, utilizando la

formula de Euler-Savary generalizada:
1 1 1 OsP PO,

= = =
0P PO, & O/P + PO,

1.b. El centro de curvatura de la trayectoria de cualquier punto.

Cuando se conoce la Cl se puede aplicar Euler-Savary de nuevo para calcular el centro de curvatura de la trayectoria
PA? = 0,AW,A
2. Conocido unicamente el mecanismo, determinar:
2.a. El polo de velocidades de un elemento.
Hay dos opciones:
* Aplicar el Teorema de Aronhold-Kennedy y el diagrama del circulo.

e Suponer una velocidad angular de ese elemento determinando la distribucién de velocidades, y, a partir de ellas,
obtener el polo. Este es el método mas general.
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2.b. La direccién de u (velocidad de cambio de polo) que sera tangente a la base, a la ruleta y a la ClI.
Para determinar la t,, existen varias alternativas:
* Conociendo el centro de curvatura de la trayectoria de dos puntos, aplicar el Teorema de Bobillier y obtener la t,.

* Sies posible materializar el polo como interseccidon de dos barras, se supone una velocidad y se calcula la
velocidad de cambio de polo.

* El método general consiste en suponer una velocidad del elemento de entrada y calcular |la aceleracidon del punto
perteneciente al plano movil que coincide con el polo. La t,, sera perpendicular a dicha aceleracion.

2.c. La ClI (circunferencia de inflexiones).
Partiendo de que se conoce la t,,, para calcular la Cl se pueden seguir dos caminos:

* Conocido el centro de curvatura de un punto, se aplica Euler-Savary para determinar el punto que pertenece a la
Cl: PA? = 0,A W,A (conocido 04 se calcula W,).

* Suponiendo velocidades y aceleraciones, determinar |la aceleracidon del punto perteneciente al plano movil que
coincide con el CIR (ap = wu). Asi se puede obtener la velocidad de cambio de polo y después determinar el polo
de inflexiones (I) como punto del plano mévil cuya velocidad es precisamente u.
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