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uc 6.1 Posicién de un punto %

DE CANTABRIA

Para expresar la posicion de un punto es necesario disponer de un sistema de coordenadas el cual
vendra definido por un origen, unos ejes y una unidad de medida (cartesianas, cilindricas o esféricas).
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Cartesianas Cilindricas Esféricas Cartesianas (plano)  Polares (plano)

Cada particula en un sdlido rigido puede
localizarse mediante su vector de posicion _,
expresado en un sistema de coordenadas @
asociado al propio sélido y que se mueve con el.
Cada uno de los sistemas de coordenadas asi
definidos es un sistema de referencia.

La posicion de un punto perteneciente a un
solido expresada en la referencia asociada a
dicho sdlido es constante.
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uc 6.1 Posicion de un punto

DE CANTABRIA

POSICION DE UN PUNTO MEDIANTE ALGEBRA VECTORIAL

Cartesianas Cilindricas Esféricas
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POSICION DE UN PUNTO MEDIANTE ALGEBRA COMPLEJA (MOV. PLANO)
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uc 6.1 Ecuacion de cierre del circuito
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Para obtener la ecuacion de cierre se deben sustituir las barras por vectores.

La posicion absoluta de cada punto se puede determinar por su vector de posicion en relacion con un segundo punto
con el que esta relacionado por medio de las restricciones propias de su enlace.

Se obtienen poligonos cerrados. (Existen varias alternativas)

G+b+C+d=0
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Soluciones a la ecuacion de cierre: Si puede resolverse |la ecuacion de cierre puede reducirsea C = A + B. Como
maximo, se tendran dos incognitas y habra cuatro casos posibles, independientemente del método de resolucion:

6.1 Ecuacion de cierre del circuito

(

Magnitud y dlrecuon deI
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Magnitud de un vector y direccidn
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Direcciones de dos vectores | I B
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6.1 Solucion m

- Las incognitas son C y O,

C(cosf; + jsinf;) = A(cos8, + jsinf,) + B(cosfy + jsinfg) — {

C = +/A? 4+ B2 + 2ABcos(6z — 6,)

M) Lasincognitasson Ay B

ColBc=04) — 4 4 Bel©B-04) _ {

Sin(GC — 9A)
Sin(HB - QA)

ediante algebra compleja

- Separar en parte real e imaginaria. Elevar al
cuadrado y sumar despejando C.

CcosO, = AcosO, + BcosHB}
Csinf, = Asinf, + Bsinfg

Asinf, + Bsinfpg
Acosf, + BcosOp

6. = arctan

- Dividir la ecuacién en forma compleja por e
Separar parte real e imaginaria y despejar

Ccos(6; — 0,) = A+ Bcos(6g — HA)}
Csin(6; — 8,) = Bsin(6g — 0,)

Sin(gc — QB)
Sin(HB — QA)

jo

A



- Las

CelOc=04) — 4 4 Bel©8-04) _, {

6.1 Solucion mediante algebra compleja

incognitas son Ay 0p -

O = 6, £ arcsin

CSin(HC — HA)

B

M) Lasincognitasson 8,y 6y B

C = Ae/(0a=0¢) 4 Bei(0=0c) {

Dividir la ecuacién en forma compleja por e’b4,
Separar parte real e imaginaria y despejar.
Ccos(0, — 64) = A+ Bcos(6g — HA)}
Csin(6, — 8,) = Bsin(6g — 6,)
A = Csin(6, — 6g) — Bcos(6g — 0,)
Dividir la ecuacién en forma compleja por ejgc, separar

parte real e imaginaria, elevar al cuadrado y sumar.

Acos(64 — 6,) = C — Bcos(6g — HC)}
ASin(GA — Hc) = —BSin(QB - GC)

O = 0. £ arccos

C? + B* — A?
2CB

C? + A% — B?
2CA

6,4 = 6, £ arccos

10



uc 6.1 Solucion mediante algebra vectorial
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Las incognitasson Cy 6, ) Solucién inmediata.

Multiplicar escalarmente cada vector con uno

Las incognitasson Ay B - nuevo que elimine alguna de las incégnitas.
N - - N - - - - - C_> . _>X]_{> C_) . _)XI_{)
Cc-(bxk)=Aa-(b><k)+Bb-(b><k) A= ¢ (_) _)) B:f (a%)
d- (bxk) b - (dxk)
R . . e . . B_> . —)x_) —
» incognitas son Ay b =) Eliminar A de la ecuacidn y sustituir Bb - (aXk)

|Bb| - |(§XE)| : Cos(l_))(&xz)) = B - cos(¢)
Descomponer el vector b en la base d y (Eixl_c))

-

ay

. L . Cé- (dxk . ¢
Cé- (axk) = Ad - (dxk) +Bb - (dxk) MB cosp = (B ) smqbzi\/l—cosch:i\/l—(
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7 s .7 . - - 1 - - 1 — 2
b = cos¢ - (dxk) +sing-d M b=—-(cé-(axk))- (@xk) + - \/BZ —(cé- (axk)) -a
B B
1 = ~— h - N -\ 2
Ad=Cc-Bb ™ | . s (ce- (@xk))- @xk) \/BZ ~(ce-@xk)) -a
Las incognitassondy b W Definir un nuevo sistema de coordenadas &y (&xk).

Descomponer los vectores d y b en estas direcciones
Ad=u-¢+v-(éxk);Bb=(C—u)-¢—v-(Cxk)

2 _ .2 2 2
A =u +v } AZ + C2 — B2 v_+\/A2_(A2+CZ_Bz>
u— -

B2 = (C — u)2+1>
(C—w+v 2.C 2-C

uc 6.1 Solucion mediante algebra vectorial &
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/ La derivada de un vector R es:
dR d(R?) dR. d7 {d?
= = +R——

dt  dr _ dt| dt
Derivando de nuevo:
dZ
dt?

dt = w(l?x?)} -

R = R? + Rw(kx7)

—— = RF+RF+ Ra)(kXT) + Ra)(kXT) + Ra)(er) - R R7 + ZRa)(er) + Rw(er) + Rw (kxw(er))

/

R = R7 + 2Rw(kX#) + R (kX#) — Rw?7
Algebra vectorial

/ La derivada de un vector R expresado en forma polar es:

n L
dR _d(Re®) dR ., df

ie/® > |R = Re/® + ROje/®

— — R —
dt dt ac & TR
Derivando de nuevo:
d’R _ d’R o ARAO. ;o  dRAD +Rd29 oy
- ae? taad? taale tRage

\_

R (G

do
dt

) s -

Algebra compleja

SR = Rel® + 2R6je/? + ROjel®

— RO2el?

A
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ucC 6.3 Posicion, velocidad y aceleracion de un punto @’:&
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La posicidn de un punto perteneciente a un elemento cualquiera se puede expresar mediante un vector ¢ ligado a la
barra. Dicho vector tendrd un médulo |g| = g constante y un dngulo 6, variable. Dicho angulo puede expresarse como
la suma del angulo correspondiente a la barra a la que pertenece el punto, mas un angulo que sera constante y que

define la posicion del punto respecto a la barra.
. . = _ ! 9 ¢
Posiciones: . P, = gae_f( at®Pa) |
3 b — a-+ ﬁb = aelfa + gbef(eb"'cpb)
L Dy = A : .
By > P.=d+g.=d+ gcel(9c+¢c)
x C
D=/ D: |&
— Velocidades:
; o 3 = .
: : By =B, = gojfsel@at®d
| Up, = P, = ajf,elfa + g,j6, el E@ptPb)

+@.)

1_7>Pc =F = gcjécej(ec

Aceleraciones:
(Bqt+Pq)

apa = gajéae](9a+d’a) — gaége]
dp, = ajiyei®e — ab2eifa + g,jb,el v+ — g, 42i(Op+p)
C_ip = gcjécej(ec'HDC) — gcégej(ec+¢C)
C
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6.4 Problema de posicion por trigonometria %

Problema de posicion:

DATOS: a, b, ¢, d, ©
] Triangulo agd

g =+ a? + d? — 2adcosb,

asin@a)

gsinfd = asinf, = [ = arcsin( 7

Triangulo gbc

2 2 2 b* + g* —c*
c“=b*+ g“—2bgcos¢p = ¢ = * arccos
2bg
_ _ _ (bsing
csind = bsing = § = iarcsm( . )

=9 b N[ BPF
0. =180—(5+pB) |6, =180—6—F

18



UC

. . . , . =
6.4 Cinematica mediante algebra compleja o,

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

Problema de posicion:
DATOS: a, b, ¢, d, 0,

d+b=d+¢= aeifa+ belf = d + celb
a(cosf, + jsinB,) + b(cosb,, + jsinB,) = d + c(cosO, + jsind,)

bcosO, = +d + ccosf,. — acos@a}
bsinf@, = csinf,. — asinf,

‘ b? = a? + ¢ + d? — 2accos(6, — 0,) + 2dccosO, — 2dacosb,
gx = d — acosf, 2 _ 2 2
*\& { g, = —asing, } = b? = g% + ¢? — 2accos(0, — 0,) + 2dccos0,
- |  —g?+b?+c? _ _ 2¢* = 2accos (8, — 6,) + 2dccosb,
cosy = T cosy = T

¢ — acosB,cosf,. — asinf,sinf. + dcosf,

cosy = 5 = bcosy = ¢ + gxcosf, + g, sinf,
(]
( 1—tg%6/2) tgﬂ:—gyib\/l—coszy
O = 1 ¥ tg26/2 1—1tg?6./2 2tg 6,./2 2 ¢ — beosy — gy
\ > = bcosy = c + g, — Jy = <
_ 2tg 6 /2 1+tg?6./2 1+tg?0./2 —
sm@:1 2977 . Hb:gyic\/l CoS“y
\ +tg26/2) \ 97 b — ccosy + g,

19
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bt 6.4 Cinematica mediante algebra compleja
Problema de velocidad:
DATOS: a, b, ¢, d, 8, w,

b Teniendo en cuenta la expresion de la derivada de un vector es:

R = Re/® + ROjel®

Derivando la Ecuacion de cierre

i+b=d+¢
ael% + pel = d + cel¥
aif e’ + bjo,e/% = cjo,.e/%

Las incognitas seran 6, Y 0,
—af,sin(8, — 0,) = —cO,sin(6, — 9,,)

aif. e/©a=0p) + pi0, = cif.ei(@c—0b) = . - :
JY%a J7p = CJYc af,cos(8, — 0y,) + b6, = cb.cos(6, — 0,)

_ asin(6a — 6) 0 : —asin(8, — 6,) 5
. a —_—
¢ csin(8, — 6;) O bsin(9, — 6,) a
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Problema de aceleracion:
DATOS: a, b, c,d, 0, w,, a,
b

Derivando la Ecuacidon de velocidad

ajl,e/% + bjd, el = cjh elPc

ajl,e’% + aj?02e/% + pjh,el% + bj?02e/% = cjf.e/% + cj2HZel o

¢ Las incognitas seran 6, y 6,

ajbi,e)®a=0) — qf2el®a=00) 4 bjf, — bOZ = cjf.e/ OO — ch2eI(0c=0b)
GE

LYy

(—aéasin(Ha — 0p) — abZcos(8, — 0p) — b5 = —cO.sin(6, — 0),) — cOZcos(6, — 6))
| i afycos(8, — 0p) — abzsin(8, — 0)) + b6y, = cO.cos(6, — 0),) — cHZsin(6, — 6))

i _ af,sin(6, — 9,;) N ab2cos(6, — 0),) + bOF — cO2cos(6, — 6),) _|g 6, N abZcos(6, — 0),) + bOF — cOcos(6, — 6),)
" csin(6, — 6,) csin(6, — 6,) “0, csin(8, — 6,)

aif,e'®a=9) — qf2et(0a=6c) 4 pif,e!v=0c) — pg2ei0pr=0c) = (if, — cH?
—af,sin(8, — 6,) — abZcos(0, — 6,) — bOzcos(8), — B,) — bBysin(6, — 6,) = —cH?
af,cos(8, — 6,) — ab?sin(6, — 6,) — b62sin(6, — 6,) + b6, cos(0, — 6,) = 6,
6, abZcos(, —6.) + bOZcos(6, —6,) — cH?

6, =0,— —
b Teg bsin(8, — 6,) 21




Problema de posicion:

6.4 Cinematica mediante algebra vectorial

DATOS: a, b, ¢, d, 6, Ecuaciéndecierre:d+b=d+cé=>b—Z¢=d—d = § (Caso 4)

q
Considerando @, b y ¢ como vectores unitarios

ba)b(Exl_o))l; — CwC(EXE)B = —awa(zx&)g = |w

bw, (kxb)é — cw.(kxE)é = —awg(kxd)é =

Problema de velocidad:
DATOS: a, b, ¢, d, 0,, w,
Derivando la ecuacion de cierre:

b—c=d—d = bw,(kxb) — cw (kX&) = —aa)a(l_éxc?)

awg(kxd)b

c(kx&)b

—awy (kXa)¢
(l)b: = o
b(kxb)c

22
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6.4 Cinematica mediante algebra vectorial %

Problema de aceleracion: Derivando la Ecuacidn de velocidad:

by, (kxb)b — bw2bb — ci.(kx&)b — cw2éb = —aw, (kXd)b — aw2db

- >

by, (kXb)¢ — bw?bé — c@.(kXE)E — cw2ié = —awy (kxd)e — awidé

DATOS: 3, b, ¢, d, 8, W, 0 bw, (kxb) — cw.(kxE) = —aw, (kxa)

bay, (kxb) + bw?(kx(kxb)) — c@. (kX&) — cwZ(kx(kxE))
= —ad, (kxd) — aw?(kx(kxd))

F\ec by (KxB) = bofh — ca (kx?) = cwFe = —atg(kxd) — awia
)

Considerando @, b y ¢ como vectores unitarios

B a@,(kx@)b + aw2db + bw? — cw2éb

a)c - - -
c(kxc)b

wp =

—awy (kXd)C — aw2dc + cw? + bwibc

b(kxb)¢

23
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Considerando como elemento de entrada el elemento 2, determinar empleando
algebra compleja la posicion, velocidad y aceleracion de P.

SRR

v
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