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Se debe seleccionar un conjunto de coordenadas para describir un Sistema multicuerpo. Estas deben describir de
manera univoca la posicion, velocidad y aceleraciéon del sistema multicuerpo en todo momento.

q; = [6,] q; = [6,] q; =6 6s]"

El nimero minimo de coordenadas es igual a los g. d. |. - Coordenadas independientes. Sin embargo, no siempre
definen el sistema de manera Unica. Las coordenadas independientes varian con el tiempo a través de restricciones
temporales o conductoras

6, (t) Las coordenadas independientes se suelen definir como
®(t) =|6:(t)|=0 motores o actuadores y las ecuaciones de gobierno se
l 0,(t) denominan restricciones conductoras.
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Coordenadas dependientes: Coordenadas adicionales que se utilizan para definir el sistema de manera univoca.

q; = [0, 0 94]T} g {Qi}
qQq = CE 06]T 9 gdl.=3

62 93

o

Estan relacionadas con las coordenadas independientes mediante las ecuaciones de restriccion cinematicas.
Estas restricciones son por lo general no lineales y su numero es igual al nUmero de coordenadas dependientes.

q; =[0, 03 94]T} ) P = [dy ¢z Pl
qq =[0s 66]" ) D, = [¢s Pe]”

Los tipos de coordenadas mas comunmente utilizados para definir un sistema multicuerpo son:
1. Coordenadas relativas.

2. Coordenadas de punto de referencia.

3. Coordenadas naturales.

El mismo sistema se puede definir de varias maneras posibles, dependiendo del objetivo del analisis, su eleccion
determinara la eficacia y la simplicidad del problema.
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Coordenadas relativas: Las coordenadas relativas definen la posicion de cada elemento respecto del anterior en la
cadena cinematica, utilizando los parametros correspondientes a los grados de libertad relativos permitidos en la

cadena.
1g.d.l. = 1 coordenada independiente = 1 restriccion conductora
2 coordenadas dependientes = 2 restricciones cinematicas
" q; = [Y.]"
* qq = [¥s  Ya]”
@ . - {Lz cos(iz) + Lz cos(Y, + P3) + Ly cos(Py + P53 +Py) — OC} — 0

5 . ¢ L, sin(yy) + L3 sin(¥, +3) + Ly sin(y, + P35 + )
(';CO’ yo) (xC’ yC)

Las restricciones cinematicas se derivan de la condicion de cierre de la cadena cinematica en este caso.



7.2 Ecuaciones de restriccion y coordenadas generalizadas

Coordenadas de punto de referencia: En cinematica plana la posicion global de un elemento se define con tres

coordenadas. Se determinan las componentes cartesianas de un punto de referencia (normalmente el centro de
masas) y la orientacién del cuerpo.

1g.d.l. = 1 coordenada independiente = 1 restriccion conductora
8 coordenadas dependientes = 8 restricciones cinematicas

qi:[¢2]T
Qe =[*2 Y2 X3 y3 Y3 x4 yi P4)”

( (x2 — x0) — LZ/Z cos(¥z) )

(Y2 —¥o) — Lz/z sin(y;)
(x3 — x3) — 12/ cos () — 13/, cos(ips)
J (s —2) — Lz/z sin(y) — L3/2 sin(y3) >

L L
(x4 —x3) — 3/2 cos(y3) — 4/2 cos(4)
Las restricciones cinematicas se derivan de la L L
., . . L. (ya — v3) — 3/, sin(y3) — 4/, sin(y,)
condicion de cierre de la cadena cinematica en Ya— V3 2 3 2 4

este caso. (x4 — x¢) = 14/ 2 €08 ()4)

\ (7 = y¢) = “4/, sin(hs) )

o

(';Co’yo) (;C!yC)
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Coordenadas naturales: Son una evolucion de las coordenadas de punto de referencia, en las que dichos puntos se
trasladan a los pares cinematicos. Asi, cada elemento tiene al menos dos puntos de ref. Tanto la posiciéon como la
orientacion del elemento se definen mediante coordenadas cartesianas, por lo que las expresiones angulares no son

necesarias.
1g.d.l. = 1 coordenada independiente = 1 restriccion conductora
3 coordenadas dependientes = 3 restricciones cinematicas
A va) q; = [x4]"

Qe =% Y Yc|’

(xo —x2)* + (Yo —ya)? — L5
Dy =10y —x5)2+Wa—yp)?>—-L5;=0
(xc —xp)* + (Ve —yp)* — L3

v

Las restricciones cinematicas se derivan de la condicion de sélido rigido en este caso.
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7.2 Ecuaciones de restriccion y coordenadas generalizadas

Combinacion de coordenadas: En la practica es habitual utilizar una combinacion de los tipos de coordenadas
anteriormente expuestos.

1g.d.l. = 1 coordenada independiente = 1 restriccion conductora
3 coordenadas dependientes = 3 restricciones cinematicas

A @ @ q; = [6,]"

qQq =[¥a Ya xp]"

0 B(xg, 0)
_ C/ > _\@__ ..... xA_LZCOSQZ

%&@ ,EEROOSs D, = Ya — Lz sin; =0
(xqg —xp)* + (yy — 0)* — L%

10
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7.3 Restricciones redundantes

Las restricciones redundantes son aquellas que se obtienen como
combinacion lineal de otras ya existentes.

Las restricciones redundantes pueden tener un significado fisico
concreto.

Ejemplo: Puerta rigida con tres bisagras:

* Se necesita mas de una bisagra debida a la deformacidén de la
puerta y a las holguras en las uniones.

* Matematicamente, las uniones son ideales y los cuerpos rigidos,
asi que establecer mas de una bisagra implica incluir restricciones
redundantes.

Dos opciones:

» Consistentes (se satisfacen todas a la vez): Se ignoran algunas,
pero no se sabe cuadles. Existen multiples soluciones

* Inconsistentes (no se satisfacen todas a la vez): La simulacidn
falla.

oy,

\ S ¢

A~



UC /.3 Restricciones redundantes

Ejemplo: Biela — manivela 3D con restricciones redundantes

R1
Bastidor Deslizadera
4 cuerpos x 6 GDL =+24
1 elemento fijo x 6 = -6
3 Pares de tipo R x5 =-15
1 Pares de tipo P x5 = -5
-2 GDL

Nota: Se recomienda encarecidamente que los modelos no presenten restricciones

redundantes. Se considera un error de modelizacion si una simulacion falla debido a esto.

Es un error grave no considerar de manera apropiada los load-paths.

C? ,

< %

s
\ﬂgﬁo’“
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7.4 Problema de posicion inicial y posiciones sucesivas

La posicion del sistema multicuerpo se determina resolviendo el sistema de ecuaciones de
restriccion, que es no lineal, y que de manera compacta se puede expresar de la siguiente forma:

®(q(t),t) =0

Problema de posicidn inicial

En donde t es el tiempo, q(t) son las coordenadas generalizadas y ® agrupa a las ecuaciones de

restriccion temporales o conductoras y cinematicas.

Las incognitas son las coordenadas generalizadas q(t), que expresan la posicidn del sistema
multicuerpo en el instante inicial. Sin embargo, al ser un problema no lineal, se pueden presentar
complicaciones, dado que se necesita partir de un valor numérico para las coordenadas y utilizar un
método para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, como el de Newton-Raphson.
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Método de Newton-Raphson: ®(q(t),t) =0

v

d4 03 d; di

RN W

<<—_Q
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El ensamblado del problema depende de la colocacion G

inicial de los elementos

16
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7.4 Problema de posicion inicial y posiciones sucesivas

Para el calculo de posiciones sucesivas, la posicion anterior se puede utilizar como inicial en el método de
resolucion del sistema de ecuaciones no lineal.

®(q(t),t) =0

Esto sera valido siempre y cuando el incremento de posicion sea lo suficientemente pequeio.
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7.4 Problema de posicion inicial y posiciones sucesivas. Ejemplo.

1g.d.l. = 1 coordenada independiente = 1 restriccion conductora
3 coordenadas dependientes = 3 restricciones cinematicas

T 92
A(xa, ya) qq :q[;cA [f’j] xB]T} - 4= ;C’j
@ ® e
f?& " D _\SD_ Bl 0)
SR MR ( x4 — L, cos 0, )
Y4 — L, sin 6,

P(q(t),t) =
WD 20 (0 =207 + 00 = 07 — 12
\_ Qz_wt_ezo y,
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El problema de posicion es: d(q(t),t) = 0, en donde las incognitas estan agrupadas en q(t).

Para obtener la ecuacion de velocidad, se deriva la de posicidon aplicando la regla de la cadena, ya que la
funcion depende de dos variables:

: d@(q(t),t) o®(q(t),t)oq oP(q(t),t) . :
®(q(t),t) = dt = q 6t+ ot — q)qq‘l'q)t:O
En donde:
001 0p1  004] Ops
dq,  0q; dqn ot
0¢, 392 9 0,
Py =|0q; 99, 0qy P =| ot
9n 0% 09 O¢n
1dq, 0q, 0y, | - Ot -

La solucidn al problema de velocidad es el vector q, que contiene las velocidades generalizadas. El problema de
velocidad es lineal.

* Para simplificar las ecuaciones se prescinde de las dependencias de los términos
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1g.d.l. = 1 coordenada independiente = 1 restriccion conductora 6,
3 coordenadas dependientes = 3 restricciones cinematicas q; 2 } >q=1{"4
Qg =[*a Ya xg]" Ya
XB
A(xa, Ya) Xy — L, cos 8, )
@ @ Va4 — LZ sin 92
1 () t),t) = > =0
@00 =1 () —xp)? + (4 - 0)2 - L2
0 62 @ B( 0) 02 — wt — 920 J
X
_éb ] ~N |- =2
TV s
0 62
La matriz Jacobiana: : X
o.={Y%t=0 =93
] . t — 0 - Ya
L, sin 8, 1 0 0 B Xg
& — |~Lz2cosb, 0 1 0 @
9 0 ZxA — ZxB ZyA sz — ZXA
1 0 0 0

21
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El problema de posicion es: ®(q(t),t)=0, en donde las incégnitas estan agrupadas en q(t).
El problema de velocidad es: P = ®,q + P; = 0, en donde las incognitas estan agrupadas en q.

Para obtener la ecuacién de aceleracion, se deriva la de velocidad:

. dd o0ddq od
P = = + =
dt  aq ot = ot
= (®qq+ D) G+ (Pgq + P,), =
= (cbqq)qq + ®pq + Py + Pyl + P, =0

= (b= (<1>qq)qq + 2@, + Py + P, =0

La solucidn al problema de aceleracion es el vector q, que contiene las aceleraciones generalizadas. El
problema de aceleracion es lineal:

Pqii = — ((Pqd), 4+ 2®eq + Pu) =¥

22
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0,
1g.d.l.= 1 coordenada independiente = 1 restriccién conductora q; = [0,]" X4
3 coordenadas dependientes = 3 restricciones cinematicas Qg =[*a Ya XB]T} 1= Va
A(xq, Ya) XB
( x4 — L, cos 0,
Va4 — LZ sin 02
®(q(t),t) = | =0
@ A= (= x50 + (7 — 02 = 13
No | 2 O \ 6, — wt — 6,
) T " Ny Ny
Bqii = — ((Pq@) 4 +2®rq + Py ) =7 = —(®qd) A +0+0
( 92L2 sin 02 + XA ) _92L2 COS 02 0 0 0
. —0,L,cos @, +y -\ _|0,L,sin® 0 0 0
Pq =1 . 2zt oA o (Bgq) =|Y2l2sinG;
1079 25, (e — x5) + 29474 + 255 (x5 — x4) (, )q 0 2%, — 2Xg 2y, 2Xg — 2%,
\ 6, J - 0 0 0 0
( 621, cos 6, ) g,
) N 0L, sin 6 i
Py =y=—(Pqa) a=—4_ . . 0. r=2da={
a (®q )q 2%, (%4 — xp) + 295 + 2x5 (% — X,) 1 Va
\ 0, J B




