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Variables bidimensionales

Variables que surgen cuando se estudian dos o0 mas
caracteristicas asociadas a la observacion de un fendmeno
(e.g. peso y altura de una muestra de personas).

variable X: X,y Xeeen X

variable Y:y ,y ...y

Altura

(cm)

160|165 ({168 {170 |{171 (175|175 180|180 |182

Peso
(kg)

55 |58 |58 |61 |67 |62 |66 |74 |79 |79




Variables bidimensionales

La forma mas sencilla de representar graficamente datos
bidimensionales es mediante los denominados diagramas de
dispersion (dibujo en los ejes cartesianos de la muestra).

185

180 | ° *

175 - ® ©

Se observa que cuando la

Altura

. . | altura aumenta el peso
R aumenta.
. d Existe una relacidon lineal

directa entre las variables.

160 | | | |
55 60 €5 70 75 80




Variables bidimensionales

La forma mas sencilla de representar graficamente datos
bidimensionales es mediante los denominados diagramas de
dispersion (dibujo en los ejes cartesianos de la muestra).

Cuando X crece Y crece:
relacion lineal directa.

Casi todos los puntos pertenecen
al primer y tercer cuadrante

Cuando X crece Y decrece:
relacidon lineal inversa.

Casi todos los puntos pertenecen
al segundo y cuarto cuadrante.



Variables bidimensionales

Es posible estimar la relacion lineal entre dos variables
mediante el coeficiente de correlacion:

r = Y~y Sn (2, Y) donde S (x,y) es la covarianza muestral.

Sn(x)Sn(y) Sn(2)Sn(y)

Toma valores entre 1 (dependencia
directa) y -1 (dependencia inversa).

:I r=.90 B ' r=.75 r=_50
25} 25 .. 2l Lo
20l zi L g .~ Si se acerca a 0 la dependencia lineal es
oo s déil.
10 .- 10~ 0- - :
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| r=.25 _ r=.00 . r=-95
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N 1\ S © . 20f
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Variables bidimensionales

En una ciudad se quiere hacer un estudio sobre la utilizacion de una determinada linea urbana de autobnis.
Para ello se midieron en una misma parada 31 valores de intervalos de tiempo, en minutos, que transcurren
entre las sucesivas llegadas de autobuses de dicha linea (X) y el niimero de viajeros que suben a él (Y
resultando los signientes valores:

3w =290 3, w2 = 2848 3,y = 2995

¢) Estudie la relacion entre X e Y mediante el coeficiente de correlacion.




Regresion

En la practica surge con frecuencia la necesidad de tener
gue relacionar un conjunto de variables a través de una
ecuacion (ej, el peso de unas personas con su altura).

La regresion es una técnica estadistica que permite
construir modelos que representan la dependencia entre
variables o hacer predicciones de una variable Y en funcion

de las observaciones de otras (X1, Xp).

y:f(wla”' 737p)‘|‘€
Y es la variable respuesta o dependiente

X1, Xp son las variables predictoras, dependientes o

covariables
e es el termino de error que se supone con media cero y varianza
constante.



Regresion

Las ecuaciones mas comunes que se utilizan para expresar estas
relaciones son:

< Y = a —|_ bX —|_ € N
Lineal [\ Y =aX' e
Y =a+0X +e¢€ Y 2- N
Cuadratica ) O ]
Y =a+bX +cX"+¢ LN T
Polln(’)mlca 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 5 10 15 20
Y =ap+a1 X+ - -F+apXP+e X X
Logaritmica El diagrama de dispersion puede
. servir de gran ayuda a la hora de
Ezfon_en%i;ll_ binX +e determinar la relacion entre las
}E)— —q ebX +e variables.
Potencial
Y =aXb+e

Nos centraremos en los modelos de regresion lineales.



Altura

Regresion lineal

Una vez seleccionado el modelo (lineal en nuestro caso) a
ajustar a partir de las observaciones de una muestra se esta

interesado en estimar los parametros de dicho modelo (B).

Y =00+ X1+ -+ 06,Xp,+e€

185

¢;,Recta de mejor ajuste?
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Uno de los métodos mas
comunes es el de
minimos cuadrados que
consiste en ajustar los
parametros del modelo de
manera que la suma de
los cuadrados de los
errores sea minima.



Regresion lineal

En el caso mas sencillo, regresion lineal simple, la ecuacion
= a+ bx

nos da una estimacion de y, siendo el error que se comete,
€k = Yk — Yk

En este caso a y b se eligen de manera que,

T

2y ~ 2T | \2
E®= Z(t k)" = Z (Y — Ur)” = Z(,u;; —a — bry)

IIL‘: l.

- OE? OE?
sea MiNIMO =l — — —— — ()
oa o0b
E Yk E Tk
k=1 k=1 _ _
a = —b =y—0bZX
n n
noYLTeYk— ) Tk ), Yk g
b — k=1 k=1 k=1 _ n(w,y)
no ? S2(x)
X k=1 k=1



Regresion lineal

En una ciudad se quiere hacer un estudio sobre la utilizacion de una determinada linea urbana de autobnis.

Para ello se midieron en una misma parada 31 valores de intervalos de tiempo, en minutos, que transcurren
entre las sucesivas llegadas de autobuses de dicha linea (X) y el nimero de viajeros que suben a €l (Y),

resultando los siguientes valores:
. =290 3, w2 = 2848 3,y = 2995
= 315 S ys = 3981

£ i

d) Calcule la recta de regresion lineal del nimero de viajeros respecto al tiempo.
e) Estime, con la recta hallada, el mimero de viajeros que suben al autobis cuando el intervalo de

tiempo entre autobuses es de 5 minutos.




Regresion lineal

Esta formulacion se extiende al caso de la regresion lineal
multiple Y =080+ B X1+ +B,X, +e
en la que se observa una muestra (yk, x1k,...,xpk) con k=1,...,n

y se esta interesado en estimar los parametros del modelo.

Ej, estudios sobre el efecto de diversas condiciones climaticas (temperatura,
humedad, radiacidn...) sobre la resistencia de un metal a la corrosion.

El modelo lineal se puede expresar en forma matricial de la
forma: Y — X,@ + €

(yl\ Iz - Ip1 /'60\ (61\
Y2 ' ' ' . b €2

o ) Can o) )

nxi nx (p+1) (p+1) x 1 nxi



Regresion lineal

Aplicando el método de minimos cuadrados para obtener los
parametros del modelo debemos minimizar:

E? = Z 6% — Z[yk — (Bo + Brwig + - + 5p99pk)]2 =¢'e
k=1 k=1

fe=(Y - XB)T(Y - XP)
=YY - ' XY - Y X5+ 8P X1 X
=YYy — 281 XYy + gt X1 X3

derivando con respecto a B e igualando la expresion
resultante a cero se obtienen las ecuaciones normales:

(X'X)g=X"Y

gque se reducirian a las ecuaciones normales obtenidas
antes para el caso de la regresion lineal simple.



Regresion lineal

Ejemplo:
Utilice la regresion lineal multiple para ajustar los siguientes datos:

2




Regresion lineal

Ejemplo:
Utilice la regresion lineal multiple para ajustar los siguientes datos:
Yy = Bo + 111 + Pox2 + €

n n
Aplicando minimos cuadrados: B> =Y €= (yx — Bo — fra1k — Fawar)’
k=1 k=1

Y derivando respecto a los 0B" _ _9 i(yk — Bo — Brx1k — Bazor) =0
parametros: 9B —

8E2 n

——— =2 z1(yk — Bo — Frxak — Bawar) =0
b k=1

8E2 n
——— =2 wok(yr — Bo — Pr1k — Bowar) =0
92 —

En forma matricial:

[ n D Tk > T2k Bo > Yk
Sxk D TT, > T1pTok Y T1kYk
\ Do T2k D T1kT2k ngk B2 Y TopYk

6 16.5 14 54

16.5 76.25 48 — [ 2435
5 1 =4 P2 =-3 < 14 48 54 100




Regresion lineal

E- Ll Ll 0

jercicio:

En un estudio se han recogido los siguientes valores de los mgresos totales de 40 familias frente a los gastos
fijos por mes en euros:

T Ingresos
(Gastos -
35-70
70-110
110-150
150-180
180-300

540-1100 | 1100-1350 | 1350-1700

Calcular:

a) la recta de regresion minimo cuadratica de los gastos fijos sobre los ingresos.

b) el coeficiente de correlacion lineal.

¢) con la recta caleulada estime, los gastos fijos de una familia cuyos ingresos son de 200 euros.




Modelos no lineales

El método de minimos cuadrados permite obtener la mejor
recta de ajuste a los datos en el caso de la regresion lineal.

Sin embargo, no siempre existe una relacion lineal entre la
variable dependiente e independiente.

En algunos casos es posible aplicar transformaciones para
expresar los datos en una forma compatible con la regresion
lineal. Este es el caso del modelo exponencial y de

potencias. Exponencial Potencial

Y:aebx Y:CLXb




Modelos no lineales

Exponencial

Y = qe?*

X
Linealizacion ‘

El modelo exponencial se linealiza
al aplicar el logaritmo natural:

In(Y) = In(ae™)
= In(a) + In(e’™)
= In(a) + bX

donde si representamos el In(Y)
frente a X obtendremos una recta
con pendiente b y corte con el gje
de ordenadas In(a).



Modelos no lineales

Potencial

Y = qXP

X
Linealizacion ‘

In(X)

El modelo potencial se linealiza al
aplicar el logaritmo natural:

In(Y) = In(a X°)

= In(a) + In(X?)

= In(a) + b In(X)
donde si representamos el In(Y)
frente a In(X) obtendremos una

recta con pendiente b y corte con
el eje de ordenadas In(a).



Modelos no lineales

Ejemplo:
Ajuste los datos siguientes con el modelo de potencias y aplique una
transformacién logaritmica para estimar los parametros de dicho modelo.

Use la ecuacién resultante para hacer el prondstico para x=9
X 25 |35 |5 6 75 |10 125 15 175 |20

y 13 11 8.5 8.2 7 6.2 5.2 4.8 4.6 4.3




Modelos no lineales

Resolucion con R:

# Definicion de variables N

vl <-¢(2.5,3.5,5,6,7.5,10, 12.5, 15, 17.5, 20)

v2 <-¢(13,11,8.5,8.2,7,6.2,5.2,4.8, 4.6, 4.3) S

X <- log(v1)

y <- log(v2) ©

# Calculo regresion lineal © -

fit <- Im(y~x)

a <- fitdcoeff[1] < , , | ,
b <- fit$coeff[2] 5 10 15 20

# Funcion potencial y recta
fx <- function(x,a,b) exp(a) * x"b
fxrecta <- function(x,a,b) a+b*x

# Plots
pdf("figura.pdf", width=7, height=3)
par(mfrow=c(1,2), mar=c(4,4,1,1))
plot(v1,v2, xlab="v1", ylab="v2", type="n")
curve(fx(x,a,b), col="blue",lwd=4,add=TRUE)
points(v1,v2, pch=19, col="red")
plot(x,y, xlab="log(v1)", ylab="log(v2)", type="n")
curve(fxrecta(x,a,b), col="blue",lwd=4,add=TRUE)
points(x,y , pch=19, col="red")
dev.off()

In(X)




Medidas de la idoneidad del modelo

Toda la informacion sobre la falta de ajuste del modelo esta
contenida en los residuos.

Un diagrama de los residuos frente a los valores predichos
nos sirve para detectar posibles desviaciones de las hipotesis
de partida: valor medio cero y varianza constante.

Errores tipicos cuando el modelo no es el adecuado:

e e e
[ |
- [ |
[ | ] ] u | u | ] u
- m H ol - n n . n g N
m s "m g0 A m = ®_ 4 A g N - A
m B o= y " n m Y m, a" y
[ |
[ |
Caso ideal: media cero y Varianza no constante Dependencia sistematica

varianza constante

Tambieén se recomienda pintar los residuos frente a la
variable independiente para detectar posibles tendencias.



Medidas de la calidad de ajuste

Es posible cuantificar la bondad del ajuste realizado en la
regresion lineal simple al aplicar el método de minimos
cuadrados mediante las siguientes magnitudes:

. ., E?
Error estandar de la estimacion, S : S, = \/
© n— 2
Cuantifica la dispersién de los datos alrededor de la linea de regresiéon.
Se divide entre n-2 ya que se usaron dos datos estimados (8 y 8.) para calcular S .

Sn(x)Sn(y) - Sy (7)Sn(y)

Cuantifica la relacion lineal entre dos variables.

Coeficiente de correlacion, r: Ty — TY Sn(x,y)



Medidas de la calidad de ajuste

Es posible cuantificar la bondad del ajuste realizado en la
regresion lineal simple al aplicar el método de minimos
cuadrados mediante las siguientes magnitudes:

Coeficiente de determinacion, r*:

Medida de la bondad del ajuste lineal. Indica la fraccién de variacién explicada por la

recta de regresion respecto a la variacion total.
T

Y Z (?)k — y)z G2 g2 _ E*

ariacion no — = _
Variacion explicada r? = k=1 —_ Yy _ Y n
Y Y n q2 G2
« 7 total Z ( _\9 ; :
)
» — Variacién k=1
YoY explicada

Toma valores entre O y 1.

Cuanto mas proximo a 1 mejor sera el ajuste lineal y
cuanto mas proximo a 0 peor.

Coincide con el cuadrado del coeficiente de correlacion




Un ciclista se desplaza en linea recta con un movimiento uniforme para el cual segin las leyes de la
mecanica su posicion x en un instante t vendra dada por la ecnaciom @ = xg + vt donde g es la posicion
inicial v v la velocidad.

Se han tomado los siguientes valores de su posicion x en metros y el tiempo t en segundos:

X (metros) 14 262 37.7 51 618 76 34.2
t (segundos) | 2 4 6 10 12 14

A partir de estos datos estimar:

el coeficiente de correlacion

los valores de la posicion inicial y la velocidad del ciclista por medio de una regresion lineal.

a)
b)
c¢) el espacio que recorrido por el ciclista transcurridos 9 segundos.
d)

el error estandar de la estimacion v la fraccion de varianza explicada por el modelo.

T
o




