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Funcién de una Variable Aleatoria

Definicion

@ Motivacion: Sistema cuya entrada es una v.a. X
e Salidava.Y
@ ;Que podemos decir sobre la salida?

@ ;Podemos calcular Fy (y), fy (y)?
@ ;Nos debemos conformar con estadisticos (media, varianza,. ..)?

@ Definicion: Consideremos un espacio probabilistico < Q, F, P >
y una v.a. X ligados a e. Entonces, dada g(z) una funcién de R
en R, la expresién Y = g(X) es una nueva v.a. definida como:

Y: Q — R
weN — gXw)]eER
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Calculo de la Funcién Distribucion

Funcion Distribucion de una funcién de Variable Aleatoria

@ Caracterizacion de una funcion de v.a.: Trataremos de caracterizar la
v.a Y a partir del conocimiento estadistico de la v.a. X y de la funcién
de transformacion y = g(z).

X 9() —Y
Fx(x) + Fy(y)
B 7P
Nx Ox Ny Oy

@ Calculo de la Funcion Distribucion: Fy (y) a partir de Fx(z) y g(x).

Fy(y) =P(Y <y)=P(X€Bx) Bx={zeR | g(z)<y}

Necesitamos obtener estas regiones

,\_\\g(x)

> R 3 > R

Teoria de la Comunicacién

Tema 3: Funcién de Variable Aleatoria



Funcién de una Variable Aleatoria  Célculo de la Funcién Distribucion ~ C de G 6n de Numeros Aleatorios ~ Momentos de

0@00000

Calculo de la Funcién Distribucion

Calculo de la Funcién Distribucion

1 X continua, g(z) monédtona creciente (continua en Qx)
T2 > T1 = g(z2) > g(1)
Fy(y)=P(Y <y)=P(X € Bx) = P(X < g7 (y)) = Fx(97" ()
o Ejemplo: y = g(z) =ax+b,cona >0

w=g’1(y)=y;b = Fr(y) =Fx <yT_b>

Supongamos X v.a. exponencial con ¢ > 0

—b
[ 1—e® z>0 _J it y>b
Fx(m)—{o z<0 = FY(Z/)—{O i

2 X continua, g(z) monétona decreciente (continua en Qx)

T2 > T = g(w2) < g(z1)

Fy(y)=P(Y <y)=P(X€Bx)=P(X>g '(y)=1-Fx(g”'(y))
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Calculo de la Funcién Distribucion

3 X continua, g(z) no monétona, no constante en ningun intervalo
o Laregion Bx viene dada por la unién de intervalos del tipo

Bx = [—00,951] U [$2,$3] U...
donde z; son las raices de y = g(z).

Fy(y) = Fx(xl) =+ Fx(m3) — Fx(xz) —+ ...
e Ejemplo: y = g(x) = 22
@ Obtenemos las raices:

y<O0 =

y=x2  no tiene solucién
y>0 = y::r:2 T1,x2 = £y
@ Supongamos X v.a. uniforme en [—1/2,1/2]
0 < -1 0 y<0
Fx(z) z+: F<z<i = F(y=< 2yy 0<y<:
1 T > % 1 y > i
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Calculo de la Funcidon Distribuci6

4 X continua, g(x) constante en algun intervalo de Qx = Y mixta
o Ejemplo: Saturador
Saturador
b
£
-b
-b 6 b
0 y < —b 0 y < —b
Bx =4 (=009 —b<y<b = Fy(y)={ Fx(y) “b<y<b
(
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Calculo de la Funcién Distribucion

Calculo de la Funcién Distribucion

4 X continua, g(x) constante en algin intervalo de Qx = Y mixta
o Ejemplo: Saturador. Supongamos X ~ A (0, b)

Qx =R = (—o00,00) Qy = [—b, ]

Fx) Fo)
1 1
078 078
0s 05
025 025

B b 0 b 2 %5 > 0 b 2

Tema 3: Funcién de Variable Aleatoria

Teoria de la Comunicacién



Célculo de la Funcién Distribucién
[e]e]e]o]e] o)
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Calculo de la Funcién Distribucion

5 X continua, g(z) escalonada = Y discreta

o Ejemplo: Funcién escaldn (cuantificador)

1 >0
g(x):“(w):{ 0 resto

@ Supongamos X ~ N (0, o)
@ Rango de entrada Qx = (—o0, )
@ Rango de salida Qy = {0,1} = Y v.a. Bernoulli
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Calculo de la Funcién Distribucion

6 X discreta = Y discreta
Ax ={z1,72,.. ., 20} = Qv ={y1,y2,---, Y}
= yr) Z P(X = ay) con g(x:) = yk
o Ejemplo: y = g(z) = 22
@ Supongamos Qx = {-2,-1,0,1,2}
P(X=k)== k=-2,...,2

@ Entonces: Qy = {0,1,4}
P(Y=0=P(X=0)=
P(Y=1)=P(X =-1)

PY=4)=PX=-2)+P(X=2)=

(SR G ]
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Calculo de la fdp

Teorema Fundamental

@ Teorema: Sea X una v.a. continua y g(z) una funcién no constante en
ningun intervalo de Q2 x. Entonces la fdp de la variable aleatoria
Y = ¢g(X) viene dada por

fr) =2 e

e ¢'(z) es la derivada de g(x)
@ z; son las raices de y = g(x)
g(z1) = g(x2) = ... =g(zn) =y
@ Sino existen raices de y = g(x) entonces fy (y) =0

@ Generalizacion: Si g(z) es constante, de valor yo, en alguna region
C € Qx entonces

P(Y =yo) = /C fx(@)dx #0 = Funcién é(y — yo) en fy (y)
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Calculo de la fdp

Teorema Fundamental. Ejemplos
1y2 X v.a. exponencial y g(x) =ax +bcona#0

o Obtencion de las raices: z1 = (y — b)/a (solucion Unica)

o Derivada: g’'(z) = a

fx(z1) Fx(2) _

—b
{ et g >0

MO =10 = 0 <0
e Paraa > 0:
y—b
S
fY(y) { 0 y<b
e Paraa < 0:
Y
_ e a  y<b
Ty (y) { 0 oot
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Calculo de la fdp

3 X v.a. uniforme en [-1/2,1/2] y g(z) = 2°
o Obtencion de las raices:
y <0 = y=a>  no tiene solucién
y>0 = y:ac2 1,22 = £y
o Derivada: ¢'(z) = 2z
R R ey e v &

o Cuidado con las regiones !!

paray > 0

1< <1 = %
<< =
2 2 <

o Finalmente:
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Calculo de la fdp

Teorema Fundamental. Ejemplos

4 X v.a. Gaussiana N(n,0), y = g(z) = €*

@ Obtencidén de las raices:

y<0 = y=e” notienesolucion  fy(y) =0

ax

y>0 = y=e z1 = In(y)
o Derivada: ¢'(z) = €”

_ fx(z) _ fx(n(y))

1
= = = — In >0
L la—mp?
e Conocemos fx(z) = = 252 —o <z <o

e Finalmente, Y es una v.a. lognormal

L m@=-m? 0
frly) =4 wame® v>
0 y <0

Tema 3: Funcién de Variable Aleatoria Teoria de la Comunicacién



Generacién de Nimeros Aleatorios

Contenido

e Generacion de Numeros Aleatorios

Tema 3: Funcién de Variable Aleatoria Teoria de la Comunicacién



a Funcién Distribucion C elafdp  Generacién de Numeros Aleatorios
€000
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Generacion de Nimeros Aleatorios

@ Todos los ordenadores son capaces de generar numeros
aleatorios uniformemente distribuidos entre 0 y 1 (Ej: Funcion
rand en Matlab)

U,=— Xpnt1 = (aX, + ¢)mod,,

@ En ocasiones necesitaremos generar secuencias aleatorias que
sigan una distribucion distinta de la uniforme.

@ ;Podremos generar variables aleatorias con cualquier
distribucion a partir de transformaciones de una v.a. uniforme?

v

Tema 3: Funcién de Variable Aleatoria Teoria de la Comunicacién



Funcién de una Variable Aleatoria a Funci6n Distribucion ~ Calc elafdp  Generacion de Numeros Aleatorios

0e00

Generacién de Nimeros Aleatorios

Generacion de Numeros Aleatorios

@ Supongamos que disponemos de una v.a. Y con una funciéon
distribucién conocida Fy (y) y que le aplicamos la transformacion
X=g)=Fr()

Fx(z)= P(X <) = P(Bx) = P(By) = P(Y <y) = Fy(y) =2 0<a<1

A Fv(y)=x
[ P
X Y x=gy)=Fvy) | X,
Fy(y) Uniforme
en (0,1)

>
y

@ Caso inverso: Dada una v.a. X uniforme entre 0 y 1, obtendremos Y’
con Fy (y) sin mas que aplicar la transformacion inversa Y = Fy, ' (X)

Xyt 0= F ) Y
Uniforme Fy(y)
en (0,1)
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Generacion de Numeros Aleatorios. Ejemplos

@ Gaussiana:

1 2
fr(y) = me 2

Fy(y)zg(y;in) +erf(y0n)

F‘;l(x) =0G Ha)+n=ocerf ! (gc — %) +7

@ Exponencial: (c > 0)

fy(y)=ce=¥ y>0
Fy(y):l—efcy y>0

(x) —7111(1 —x)
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Generacion de Numeros Aleatorios. Ejemplos

@ Laplace:
friw) = Sl e
1oe(y—n)
_ 5€ y <
Fy (y) { 1_ %e—c(y—n) y>n
1 1
_ = 1In(2z) + 7 0<z< 5
(@) = { ‘1 1 2
¥ —eIn(2-22)+7n 5<z<1
@ Cauchy:
c/m
= >0
fr (y) i
1 1
Fy (y) = 3 + p arctan (7)

F;l(:t) = ctan (ﬂ'x — g)
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Momentos de una Variable Aleatoria

Momentos de Una Variable Aleatoria

@ Consideremos la transformacion Y = g(X)

o Media: -
ny = E[Y] =/ yfy (y)dy
sin embargo, se puede calcular como
m = BIY] = Elg) = [ g(@)fx (@)ds

e Teorema: El operador esperanza matematica es un operador lineal
ElaX +b] =aE[X]+0b
e Varianza:

oy = Var[g(X)] = E [¢°(X)] — E ([9(X)])?

Var[aX + b] = a*Var[X] = a’o%
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Momentos de una Variable Aleatoria

Momentos de Una Variable Aleatoria

@ Los momentos de una v.a. son n°s reales que proporcionan
informacion estadistica parcial

o Momento no centrado de orden n:

mn:/ 2" fx(x)dr = E[X"] VYn=1,2,...

— 00

@ Caso particular:
m1 = B[X] =nx

o Momento centrado de orden n:

ﬂn:/_‘x’ (@ — nx)"fx(@)de = E[(X —nx)"] Vn=23,...

@ Caso particular:
pe = B[(X —nx)?] = ok

Tema 3: Funcién de Variable Aleatoria Teoria de la Comunicacién



	Función de una Variable Aleatoria
	

	Cálculo de la Función Distribución
	

	Cálculo de la fdp
	

	Generación de Números Aleatorios
	

	Momentos de una Variable Aleatoria
	


