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Definicién de Variable Aleatoria Bidimen

Variable Aleatoria Bidimensional

@ Experimento Compuesto: c =¢; xep cOn < Q, F, P >
@ £; con esp. prob. < Qy, F1, P >
X: Ql — R
w1 € — X(wl) eR
@ £5 con esp. prob. < Qo, Fo, P> >
Y: Qz — R
w2 € Qs — Y(WQ) eR
@ Variable Aleatoria Bidimensional:
(X,Y): Q — R2
(wi,w2) €Q —  (X(w1),Y(wz)) € R?
@ Rango o Recorrido:

Qxy = {(x, y) € ]R2|E|(w1,aJ2) eQcon X(wi) =2x,Y(w2) = y}

@ Analogo al caso unidimensional:
o Caso bidimensional = Sucesos: areas

{X <2, Y <y} ={X<z}n{Y <y}
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Distribucién y fdp Conjunta
0

Funcion Distribucién Conjunta

Funcién Distribucién Conjunta

@ Definicion: Se define la Funcion Distribucion Conjunta de la v.a.

bidimensional (X,Y’) como
Fxy: R2 — R
(m,y)€R2 — FXY(%?J):P(XS%YSZI)

@ Fxy contiene toda la informacion probabilistica de la variable
aleatoria (X,Y).

@ Fxy(x,y) representa la probabilidad de que la v.a. bidimensional
tome valores en el cuadrante (z, y).
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Distribucién y fdp Conjunta
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Funcion Distribucién Conjunta

Funcion Distribucion Conjunta. Propiedades
@ Fxy(z,—o0) = Fxy(—00,y) =0 Fxy(oco,00) =1
Q Fxv(z,00) = Fx(z) Fxy(00,y) = Fy (y)
Q 0< Fxy(z,y) <1
@ FD es no decreciente (en = y en y).
° Ve, < 2

Pz < X <22,Y <y) = Fxy(z2,y) — Fxvy(z1,y)
Q vV < T2, Vy1 < y2

P(z1 < X < 9,51 <Y < ya) = Fxy (w2,92) + Fxy (z1,91)—
— Fxy (21,92) — Fxy (z2,91)
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Distribucién y fdp Conjunta
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Funcién Densidad de Probabilidad Conjunta

Funcién Densidad de Probabilidad Conjunta

@ Definicion:
52FXY (x’ y)
dxdy

fxvy contiene toda la informacién probabilistica de (X,Y)

fXY(xay) =

v

Propiedades

Q fxv(z,y) >0

Q Fxv(z,y) = [i__ . J5—_o fxv(a,B)dads
Q [Z . [2_ o fxy(z,y)dedy =1

Q P((X,Y)eD)=[ [, fxy(zy)dzdy

@ Concepto de densidad:

fev(z,y) = lim Prx<X<z+Az,y<Y <y+ Ay)
ol N AzAy
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Distribucién y fdp Conjunta
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Funciones Marginales

Funciones Marginales

@ Marginal de X:

Fx(z) = Fxy(z,00)
/ fxv(z,y)d
@ Marginal de Y:
Fy(y FXY 00, y)
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Clasificacién de V.A Bidimensionales
@000

Clasificacion de Variables Aleatorias Bidimensionales

Clasificacion en funcién del Rango de la v.a. Bidimensional

@ Rango = Conjunto de puntos aislados
@ Rango = Conjunto de lineas
© Rango = Area no nula

Tema 4: Variable Aleatoria Bidimensional Teoria de la Comunicacién



["Mm" 6n oucion y fdp Conjunta  Clasificacién de V.A Bidimensionales

0@00

Clasificacion de Variables Aleatorias Bidimensionales

1: Rango = Conjunto de Puntos Aislados

@ X eY va.discretas. Qx = {z1,z2,...}, Qv = {y1,92,...}
Q P(w;,yx) = P(X =i, Y = yx) = pik
@ Funcién Distribucion:
Fxvy(z,y) = Z Pik = Z piru(® — xi)u(y — y)

z;<z (zi,yk)EQxY
Y <y

Funcion Densidad de Probabilidad:

fxv(@y)= > pudle— )iy —yx)
(zi,yk)EQXY
P((z,y) € D) = Z(q;“yk)eD Dik
Marginales: P(X = z;) =Y, pik P(Y =yx) =, pir
Ejemplos: Lanzamiento de dos monedas independientes

@ X caraocruz, Y carao cruz.
@ X cara o cruz primera moneda. Y ndmero de caras.

(]

®© 6 o
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Clasificacién de V.A Bidimensionales
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Conjunta

Clasificacion de Variables Aleatorias Bidimensionales

2: Rango = Conjunto de Lineas

@ X discreta, Y continua (o viceversa)

Qxvy conjunto de lineas verticales (u horizontales)
VCL’iGQ)(,yEQy HP(XILB“YSy)
Funcién Distribucion:

= Y PX

> P(x
T, €EQx

ang L ap

Fxvy(z,y) = =x;,Y <vy) =x;,Y < yu(z—z;)

@ Funciéon Densidad de Probabilidad:

fxy(@y) = ) 5 5(z — i)
T; EQx Y
o Marginales:
P(X=z)=P(X=2,Y<c0) Fy(y)= Y PX=z,Y<y)
z; EQx
@ X continua, Y = g(X) = Qxy:linea y = g(x)
Q X=92),Y =h2) = Fxy (x,y) en funcién de Fz(z)

SP(X =a;,Y <y)
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Clasificacion de Variables Aleatorias Bidimensionales

3: Rango = Area no Nula

@ X e Y continuas (o mixtas)

o Ejemplo: V.a. uniforme en Qxy

_ [ K (z9) € Qxy
fXY(“T’y)_{O resto

o Obtencién de K:
1

Kdxdy = KArea(Q2 =1 = K= —"——
/[, s (1252 Area(xy)

o Caso Particular: Qxy rectangulo 71 < z < z2, 1 <y < yYa-
@ Marginales:

1 <z <2

fX(fC):/_ fxy(:c,y)dy={ G

oo
= Y1 <y <y2
= dxr = Y2—Y1
)= [ v ={ w e

@ Ambas vuelven a ser uniformes (éste es un caso especial)
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Distribuciones Condicionales
e0

Distribuciones Condicionales

Funcion Distribucién Condicionada

@ Definicién: Para un suceso M € R?, la funcién distribucion de (X, Y)
condicionada a M se define como:

P{X <z,Y <y}nM)

Fxy(z,ylM) =P(X < z,Y <y|M) = P(M)

@ Marginales:

Fx(z|M) = Fxy(z,00|M)  Fy(y|M) = Fxy(oco,y|M)

Funciéon Densidad de Probabilidad Condicionada
@ Definicion:

§2ny(x,y|M)

fxy (z,y|M) = 520y

@ Marginales:

fx(alan) = | T hv@yMdy  fr@M) = / " v (@, ylM)de

—oo —o0
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Distribuciones Condicionales
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Distribuciones Condicionales

Obtencion de la Distribuciéon Conjunta
@ Sea M ={Y <y}

_PUX<a}n{Y <y}) _ Fxr(@y) _
Fx(alM) = S S = SR i ly <)

Fxy(z,y) = Fx (z|]Y < y)Fy(y)
@ Haciendo M = {X < z}:

Fxy(z,y) = Fy (y|X < z)Fx(z)

W

Obtencion de la fdp Conjunta

@ Apartirde M ={y <Y <y+ Ay} (0 M ={z < X <z + Az}):

Ixv(@y) = fx@Y =y)fyly) _  fxv(zy) = fx(ly)fry)

fxv(z,y) = frylX =2)fx(x) —  fxv(z,y) = frylz)fx()

4
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Distribuciones Condicionales
o

Principales Teoremas

Teorema de la Multiplicacién

fxy (2,y) = fx(@ly) fy (y) = fr (ylz) fx ()

Teorema de la Probabilidad Total

fx@) = [ T @@y fr) = / o )i

v

Teorema de Bayes

_ Ix(@ly)fy () ol = TY W) fx (@)
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Independencia de Variables Aleatorias

Independencia de Variables Aleatorias

@ Recordamos: Sucesos independientes << P(ANB)= P(A)P(B)

@ Definicidn: X e Y son variables aleatorias independientes sii los
sucesos {X < z}, {Y <y} son independientes para todo z, y, es decir

P{X <z}n{Y <y}) = P(X <2)P(Y <y)

Fxvy(z,y) = Fx(z)Fy (y)

Ixv(z,y) = fx(z)fr(y)
fx(zly) = fx(z)
fr(yle) = fr(y)

@ En el caso discreto:
P(X =xz,Y =yx) = P(X =) P(Y = yx) Vz; € Qx,yr € Qy

@ Teorema: Silas v.a. X e Y son independientes, las v.a. Z = g(X),
W = h(Y’) también son independientes.
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Independencia de Variables Aleatorias

Ejemplos

@ (X,Y) v.auniforme en el rectangulo z1 < X < 22, y1 <Y < y2:

1
S Q
| e &Y €Oy
Fxy (@y) { 0 resto
1 1
1 <o <a L y<y<uy
= To—x] =] Y2—y1
Fx(@) { 0 resto Iy () { 0 resto

fxy(z,y) = fx (@) fy(y) & (X,Y) son independientes
@ (X,Y) v.a. uniforme en el circulo unidad (R = X2 + Y2 < 1):

22 +y2 <1

1
fXY(x’y):{ 0 resto

2 3 2 T2
f 2V1—a? —1<z<1 [ 21—y —1<y<1
fX(z)_{ "o resto fY(y)_{ "o resto

Ixvy (z,y) # fx (@) fy (v) & (X,Y) no son independientes

f’”(y'””)=w:{ i VI-@sysVi-a

0 resto
fdp condicionada uniforme Iy (ylz) # fy (y)
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Una funcién de dos Variables Aleatorias

Funcion de una v.a. bidimensional

@ (X,Y) v.a. bidimensional:
(X,Y): Q — R?
(wi,w2) €Q  —  (X(w1),Y(w2)) € R?
@ Zva. funciénde (X,Y)
z: R? — R
(X,Y) — Z=g(X(w),Y(w2))

@ Objetivo: Caracterizar Z a partir del conocimiento de g(-) y suponiendo
caracterizada la v.a. (X,Y)

Fz(z) = P(Z <z) = P((X,Y) € Bxy) Bxy = {(z,y) € R?|g(z,y) < 2}

Proceso:

e Busqueda de Bxy para cada z
o Obtencionde P(Z < z) = P((X,Y) € Bxy)

@ Ejemplos: Amplificador de entrada a un receptor, modulador, avién
bimotor, salto de longitud (3 v.a.), ...
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Funciones de dos V.A.
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Una funcién de dos Variables Aleatorias

Funcion de v.a. bidimensional. Ejemplo 1

@ X, Y variables aleatorias independientes
@ Z/=X+4+Y

Fz(2)=P(Z<2z)=P(X+Y <2z2)= //fxyfvy)da?dy

Bxy

@ Bxy = {(z,y) e R’z +y < 2}

2= /_*00/—700 Fxy (z,y)dzdy indep

/_,oo/_,oo fy (W)dwdy = /z(:m fx(x)Fy (2 — z)dz

@ Derivando respecto a z:

@)= [ f@fG-ade e f26) = fx()x i)
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Una funcién de dos Variables Aleatorias

Teorema de la Convolucion

@ Teorema: Sean X e Y v.a. independientesy Z = X + Y

fz(2) = fx(2) * fy (2) )

Otros resultados importantes

@ Dadas las v.a. independientes X;, ..., X, la combinacion lineal

N
Y:b—i—Zaka,

k=1
es una v.a. con media y varianza
N N
ny =b+ Z apnx;, cr%/ = Z a%ag(k
k=1 k=1
@ Si X31,...,Xx sonv.a. Gaussianas, Y es Gaussiana.

@ Si N — oo entonces Y es Gaussiana independientemente de las
distribuciones de X, ..., Xy (Teorema del Limite Central)
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Una funcién de dos Variables Aleatorias
Funcién de v.a. bidimensional. Ejemplo 2

@ X, Y variables aleatorias independientes

@ Z =mix(X,Y)
{Z <z} ={X<zn{Yy <z}

@ Bxy :
v.a. indep

Fz(z2)=P(Z<2)=P{X<z}n{Y <z}) =
=P(X <2)P(Y <2z2)=Fx(2)Fyr(z)

Funcién de v.a. bidimensional. Ejemplo 3

@ &: Lanzamiento de dos dados independientes
@ X: puntuacion dado 1. Y: puntuacién dado 2

Qx ={1,...,6} P(X=x)=1/6 Vz;=Qx
Qy ={1,...,6} PY=y,)=1/6 Vyr=Qy
e Z:Suma de puntuaciones
Z=X+Y &  fz(2) = fx(2) * fr(2) |
Teoria de la Comunicacién
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Dos Funciones de dos Variables Aleatorias

Funciones de dos Variables Aleatorias

@ (X,Y) v.a. bidimensional
@ g(-), h(-) funciones de (X,Y)

7 R2 — R W: R2 — R
(X,Y) — Z=g(X)Y) (X,Y) — W=h(X)Y)

@ (Z,W) es una v.a. bidimensional

@ Objetivo: Caracterizar Z y W de manera conjunta a partir del
conocimiento de g(-), h(-) y suponiendo caracterizada la v.a. (X,Y)

Fzw (2,w) = P(Z < 2,W <w) = P((X,Y) € Bxy)
Bxy = {(m,y) € Rng(zvy) < z,h(m,y) < ’LU}

@ Ejemplos: Interferencias en sistemas wireless, Separacion ciega de
fuentes, ...
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Dos Funciones de dos Variables Aleatorias

Teorema Fundamental

@ Teorema: Sean X, Y v.a. continuas y g(z, y), h(z,y) funciones no
constantes en ningun intervalo de Q xy . Entonces la fdp conjunta de las
variables aleatorias Z = ¢g(X,Y), W = h(X,Y) viene dada por

fZW z, w Z fXY :rz,yz

1@yl
e J(z,y) es el Jacobiano
£ £
S = 5 & |-jog Jew-|§ |
% 5y J(z,w) & 5o

@ (z;,y;) son las raices del sistema de ecuaciones

z=g(z,y) }
w = h(z,y)
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Dos Funciones de dos Variables Aleatorias

Teorema Fundamental

@ Ejemplo: R, © v.a. independientes

2
fr(r)=S5¢72% r>0 (Rayleigh) fo(8) ~ Uniforme en (—, )
ag

Fre(r0) = fa(r)fo(6) = —— ¢ 32 {’”>0

202
202 —T<i<m

o Transformacién: X = Rcos®, Y = Rsin©®

@ Jacobiano:
Sz Sz .
= = cosf —rsinf
J(r,@):' gis ﬂ ’:' sinf  rcosf ’:r
or 50
@ Raices:

x = rcosf sol. Gnica r1 = /a2 + y2
y=rsinf 01 = arctan(y/x)
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Dos Funciones de dos Variables Aleatorias

Teorema Fundamental

@ Ejemplo (Continuacién): R, © v.a. independientes

2

fr(r)=15¢72% r>0 (Rayleigh) fo(8) ~ Uniforme en (—, )
g

Fro(r,0) = fa(r)fo(6) = —— ¢ 37 {’”>°

252
omo2C ¢ —r<O<m

o Transformacion: X = Rcos©,Y = Rsin©
@ Obtencion de la fdp:

fre(r1,01) 1 a4y —0 <z <00
= =" = 20
fxv(z,y) TG 60)] o ® { g
@ Marginales: N'(0, o)
1 _ 2% 1 _ w2
xTr) = e 202 = ——e 202
Ix (@) o fy(v) o

fxv(z,y) = fx (@) fy (v) 23 X,Y independientes
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Meétodo de la Variable Aleatoria Auxiliar
Método de la v.a. Auxiliar

@ Motivacion: Dada (X,Y) v.a. bidimensional continua, formamos
Z =g(X,Y)y se desea obtener f(z)
@ Sedefine W = h(X,Y) (normalmente W = X o W =Y)
Q fzw(z,w)a partir de fxy (z,y) mediante el T* Fundamental
Q Seobtiene f2(2) = [7_ fzw(z,w)dw

Ejemplo

@ X, Y va.independientes. Z = X +Y
@ Definimos W =Y
Q fxv(zv) = fx(@)fy (v)

o 4z _ e
J:‘ L& Hé o SO B
Sz o w=y Y1 =w

o) = SZEE) _ e w)= f— ) (1)
7@ u)

Ix(z —w) fy (w)dw = fx(z) * fy (2)

Q f2(2)= [ faw(z,w)dw = [

Teoria de la Comunicacién
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Momentos de dos V.A
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Media y Varianza

Media de una Funcion de dos Variables Aleatorias

@ Definicién: Z = ¢(X,Y)

9(X,Y)] = / / (z,y)fxy (z,y)dzdy

o En el caso discreto:

E[g(X,Y)] ZZg(xz,yk P(X =;,Y =y)

@ Media condicionada:

(X, Y)|M] = / / Y Sy

Teorema

X, Y v.a. independientes z E[XY] = E[X]|E|Y]
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Media y Varianza

Varianza de una Funcion de dos Variables Aleatorias
Var[g(X,Y)] = E [¢*(X,Y)] — E[g(X,Y)]?

Teorema
X,Y v.a. independientes = Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y]

Resumen
@ Dadas Xi,..., Xy v.a. independientes:

= b—l—Zaka _b—&—ZakE [Xx] Var[Y]= ZakVar Xg]
k=1 k=1
@ Ademas:

@ Si X31,...,Xx sonv.a. Gaussianas, Y es Gaussiana.
@ Si N — oo entonces Y es Gaussiana independientemente de las
distribuciones de X, ..., Xy (Teorema del Limite Central)
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Momentos de dos Variables Aleatorias

Momento no centrado de orden (r, s)
Mps = ffooo ffooo 2"y’ fxy (z,y)dzdy = E[X"Y?]

Momento centrado de orden (r, s)
prs = [700 [T (@ = nx)"(y — 1v)° fxv (2, y)dzdy = E[(X —nx)"(Y — nv)°]

Casos Particulares

@ Medias: mio = E[X] = nx, mo1 = E[Y] =ny
@ Varianzas: ;120 = E[(X — nx)?] = 0%, po2 = E[(Y — nv)*] = 0%
@ Covarianza:

pi1 = Cov(X,Y) = E[(X —nx)(Y —ny)] = Cxy = oxy
@ Coeficiente de Correlacion:

xy — Cov(X,Y) _ Cov(X,Y) Al <ryy <1

oX0y c% o
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Relaciones Estadisticas
Relacion Estadistica entre dos Variables Aleatorias
@ Independencia: fxv (z,y) = fx(z)fy (y)

fx(@ly) = fx(x)  fr(yle) = fr(v)

No existe relacion estadistica entre X e Y
@ Incorrelacion: No existe relacion estadistica lineal entre X e Y/

Cxy =0 = E[XY]ZE[X]E[Y] = rxy =0

@ Ortogonalidad: E[XY] =0

Ademas. . .

X,Y v.a. independientes z X,Y incorreladas

@ rxy =+1 <& Existe relacion estadistica lineal exacta entre X e Y

Y=aX+0b

A\
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