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Teorema del Limite Central

@ Teorema: Sean X, X, ..., Xy v.a. independientes con medias y
varianzas

n = F[X4], o? = E[(X: —m:)?)], i=1,...,N,

ylava. Y =3 X; entonces

JJEHOOP(ZI1<Y§Z/2):Q<M) _g(u>7

oy gy
donde
y 22
G(y) = / e Zdx
Es decir, Y se aproxima a una distribucién NV (ny, oy ), con
N N
=Y m, oy=) oi
g=il =
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Teorema del Limite Central

Comentarios

@ Se puede aplicar siempre que una v.a. no predomine sobre el resto
@ La aproximacion es buena a partirde N ~ 6

o Aproximacion fiable con N pequefo.
@ Sobre todo para los valores centrales.

@ El Teorema asegura que Fy (y) tiende a ser Gaussiana

e En principio no dice nada sobre la fdp.
e Si X; son v.a. continuas fy (y) tiende a ser Gaussiana

@ Teorema de la Convolucion: La fdp de la suma de v.a. independientes
es la convolucion de las fdp’s

e Podemos decir que la convolucién de fdp’s tiende a ser Gaussianal!

@ El Teorema del Limite Central sugiere una manera alternativa de
generar variables aleatorias Gaussianas

@ Ejemplo: Receptor de Comunicaciones: Interferencias, Ruido Térmico,
Ruido Galactico ...
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Teorema del Limite Central

Ejemplo
@ Suma de N v.a. independientes uniformes en [0,1] (10° realizaciones y 100 bins)
(1ot N=3
4
3
f=
2
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G110 N=6
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Teorema de DeMoivre-Laplace

@ Teorema: Dadas X3, ..., X, v.a. independientes de Bernoulli con

ni=E[X:]=p, of=FE(Xi—-m)’]=pg, i=1,...,n

y la v.a. Binomial X = >~ | X;, entonces

i ko — ki —
It P(k1<XSk2)TaL.rgCem.g(27"rw) _g(linp>
n—oo

V1pPq \V/1pPq
k (z—np)?
n\ &k n—k 1 -
= < = ~ - 2n
Pk—-1< X <k) (k) P q = /z:k—l 27rnpqe ra  dzx

~cte. para npg>>1
Por lo tanto, B(n, p) se puede aproximar por

P(X = k) IpeC- -
= ~ ¢ npq
v 2mnpq
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Comentarios

@ Buena aproximacion, incluso para n pequefa, en el centro de la funcién

L P(np) n>1,np<5
@ Aproximacién de B(n,p) : { Nnp,npg) n > 1’np =1
) )
v
Ejemplo
B(n = 100,p = 0.03) B(n =100,p = 0.2)
Distribucion Binomial (fdp) Distribucion Binomial (fdp)
025 ! " [=A Binomial B(100,0.03) ot ! / A\ —4 Binomial B(100,0.2)
~» * Poisson P(3) 4 —N(20,4)
0.2 0.08| :
4
0.15 0.06
h 0.1 - 0.04]
0.05% T 0.02
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Desigualdad de Chebychev

@ Sea X una variable aleatoria con media 7 y varianza o2, se tiene

ag
P(X —nl>¢) < — Ve
€
@ En funcion del suceso contrario:
2
- 1
P(X-n<o921-% = Pix-n<Ko)21-—

€ K

e Aproximacién general pero muy conservadora.
o Demostracion:

P(X -z 0= [

— o0

n—e o
x)dx z)dr = xz)dx
fx@dot [ px@e= [ px

n+e

o= [ °;<x — )2 fx (@)dz > /| (@ — )2 fx ()de >

z—n|=e

> /‘ | Ix@de=@P(X —nl2 9
(L‘*’q _E
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@ Teorema: Dadas n realizaciones independientes de un exp. aleatorio ¢,
y un suceso A con P(A) = p, se verifica

Ve > 0 lim P(|fa—p| <e€) =1,
n—oo
donde fa = =4 es la frecuencia relativa del suceso A.
@ Demostracion: (n4 es unav.a. B(n, p))

P(\fA—p|§e):P(p—e§n7A <p+e€) =Pnp—ne<ns <np+ne)

P(|fA—p|<e):g<np+n5_np> _ (np—ng_np>

V1pPq vV 1pq

ol )5 () = ) -

ne
lim P A—pgezlim2g( )—1:1
n—oo (|f | ) n—oo 1/’I’qu
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@ Aplicacion Practica:
@ Suceso Acon P(A)=p
o ¢n?paraque P(|fa —p| < ¢) > p

@ Ejemplo:
o P(A)=p=06
e ¢=0.01
e 1 =098
n-0.01
P —06/<001) 22| —/—m— | —1
(/4 < 0.00) (\/n-0.6-0.4)

P(|fa — 0.6/ <0.01) > 0.98 = n > 13253
@ ;Y si desconocemos P(A) = p?

ne
lim P —p|<e)=2 -1 > 2G(2 -1
Jo P20 =20 (F5) -1z 20/

26(0.02v/n) —1~098 =  n>13572
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