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STBC en Tx

Señal transmitida STBC

Canal MIMO plano en frecuencia: H ∈ CnT×nR .
nT antenas transmisoras.
nR antenas receptoras.
En el bloque n-ésimo transmitimos

M sı́mbolos complejos de información rk[n], k = 1, · · · ,M .
M ′ sı́mbolos reales sk[n] de información, k = 1, · · · ,M ′

M ′ =
{

M constelaciones reales,
2M constelaciones complejas.

sk[n] =
{

<(rk[n]), k ≤ M,
=(rk−M [n]), k > M,

L usos del canal.

Tasa: R = M/L.
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STBC en Tx

Un STBC (a veces se emplea también la denominación linear
dispersive code), viene caracterizado por M ′ matrices de
código ∈ CL×nT . Se suele expresar de dos maneras
equivalentes:

S[n] =
M ′∑
k=1

Cksk[n]

S[n] =
M∑

k=1

(Akrk[n] + Bkr
∗
k[n]).

Obviamente; para códigos reales Ck = Ak + Bk, k = 1, · · · ,M ;
mientras que en el caso de códigos complejos

Ck = (Ak + Bk), k = 1, · · ·M
Ck+M = j(Ak −Bk), k = 1, · · ·M.

Se puede usar indistintamente cualquiera de los dos modelos,
nosotros nos centraremos más en el primero de ellos.
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STBC en Tx

Una aclaración notacional

En el tema anterior definimos H con dimensiones nR × nT

y las palabras código S tenı́an dimensiones nT × L,
mientras que en este tema empleamos sus transpuestas
por conveniencia notacional, es decir, H tiene
dimensiones nT × nR y las palabras código S son L× nT .
Este cambio tiene otras implicaciones, por ejemplo con el
modelo anterior escribimos las observaciones como

XnR×L = HnR×nT SnT×L + NnR×L,

mientras que con el modelo empleado en este tema
haremos

XL×nR
= SL×nT

HnT×nR + NL×nR
.
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STBC en Tx

Representación gráfica de la construcción de una palabra
código STBC con matrices Ck

][nS

Tn

L ][1 ns= ][' nsM++L1C 'MC

Símbolo transmit.
en el 1er instante 
por la 1ª antena

STBC
Encoder M

Symbols
][,],[],[ '21 nsnsns MK
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STBC en Rx

Señal recibida STBC
La señal recibida por la antena j-ésima se puede escribir como

xj [n] =

(
M ′∑
k=1

Cksk[n]

)
hj + nj [n] =

M ′∑
k=1

sk[n]Ckhj + nj [n]

=
M ′∑
k=1

sk[n]wk(hj) + nj [n]

L ][1 ns=
1C 'MC

j
h

j
h

Tn

+

][n
j

n][njx

][' nsM++L L

)(1 j
hw )(' jM hw

Matriz de código + canal Matriz de código + canal

Señal Ruido
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STBC en Rx

Una nota sobre la impropiedad de xj[n]

Nótese que xj [n] codifica una secuencia real de sı́mbolos
sk[n] (que son las partes real e imaginaria de lo sı́mbolos
complejos) con una serie de matrices de código que, en
general, son complejas.
Por lo tanto, xj [n] es una señal impropia o no-circular: la
función de covariancia complementaria no es nula
([Scharf, IEEE TSP 2003], [Picinbono, IEEE TSP 96])

E[xj [n]xT
j [n]] 6= OL×L.

En general es necesario procesar independientemente las
partes real e imaginaria de una señal impropia widely
linear processing.
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STBC en Rx

Para la detección óptima (coherente) en el caso de STBCs
el procesado widely linear no es estrictamente necesario,
ya que el ruido si es circular y, además, <(wk(hj)Hxj [n])
es un estadı́stico suficiente para la detección de sk[n].
Sin embargo, en otros problemas el procesado estándar
(strictly linear) da resultados subóptimos y puede provocar
otros problemas.
Por ejemplo, en estimación de canal un procesado strictly
linear provoca una ambigüedad de fase que se traduce en
una rotación de los sı́mbolos recibidos.
Por esta razón preferimos usar un modelo de señal en el
que se procesan las partes real e imaginaria de manera
independiente.
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STBC en Rx

Señal recibida STBC

Construimos los vectores con componentes reales

x̃j [n] =
[
<(xj [n])
=(xj [n])

]
, w̃k(hj) =

[
<(wk(hj))
=(wk(hj))

]
, ñj [n] =

[
<(nj [n])
=(nj [n])

]

siendo w̃k(hj) (respuesta combinada del código y del canal
con componentes reales)

w̃k(hj) = C̃kh̃j =
[
<(Ck) −=(Ck)
=(Ck) <(Ck)

] [
<(hj)
=(hj)

]
.
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STBC en Rx

Entonces

x̃j [n] =
M ′∑
k=1

sk[n]w̃k(hj) + ñj [n]

+L2

][~ n
j

x ][~ n
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STBC en Rx

De manera más compacta podemos escribir

x̃j [n] =
M ′∑
k=1

sk[n]w̃k(hj) + ñj [n] = W̃(hj)s[n] + ñj [n]

con s[n] = (s1[n], · · · , sM ′ [n])T

+L2

)(~
1 jhw

j
n~
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STBC en Rx

Finalmente, agrupando las señales recibidas por las nR antenas

Modelo señal recibida

x̃[n] = W̃(H)s[n] + ñ[n],

 =

L2 1

~x )(~
1hW

MRnL×2 M

)(~
RnhW

Rn
x~

+

1

~n

'M M

Rn
n~

)(~ HW][~ nx ][~ nn][ns = +
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Decodificación

Decodificación STBC (canal conocido)

Detector ML (maximum likelihood) bajo ruido blanco y gausiano

ŝ[n] = arg mı́n
ŝ[n]∈S

∥∥∥x̃[n]− W̃(H)ŝ[n]
∥∥∥2

,

en general, problema NP-hard: hay que explorar todas las
posibilidades para ŝ[n] y seleccionar la de menor MSE.
Decodificador ML relajado o decodificador LS (least squares):
nos olvidamos de que s[n] pertenece a un alfabeto finito

ŝ[n] = W̃+(H)x̃[n]

siendo W̃+(H) la pseudoinversa. Problema =⇒ amplificación
del ruido si W̃(H)) está mal condicionada.
Decodificador MMSE (minimum mean square error): hay que
conocer σ2 y Rs = E[s[n]sT [n]]

ŝ[n] = RsW̃T (H)
(
W̃(H)RsW̃T (H) +

σ2

2
I
)−1

x̃[n]
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Clases de STBCs

Códigos STBC

Ortogonales (OSTBC): Tasa R ≤ 1, diversidad total y
decodificación muy sencilla

Quasi-ortogonales (QOSTBC): Tasa R = 1 y diversidad total,
pero la detección es un poco más complicada que en los
OSTBCs.

Códigos de tasa y diversidad totales: alcanzan la capacidad del
canal MIMO (Information Lossless), pero la detección (óptima)
es muy complicada.

1 Ortogonales en traza (TOSTBC): mı́nima BER con
receptores lineales.

2 Perfectos (PSTBC): aseguran una ganacia mı́nima de
codificación, eficientes en potencia,...
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Introducción y ejemplos

Códigos Ortogonales: OSTBC
Recordemos que en un STBC con nT antenas en Tx
transmitimos en L usos del canal una ST codeword

S[n] =
M∑

k=1

Akrk[n] + Bkr
∗
k[n] =

M ′∑
k=1

Cksk[n].

Cada elemento de S[n] es una combinación lineal de los M

sı́mbolos complejos y sus conjugados (M ′ sı́mbolos reales).
Ck ∈ CL×nT ⇒ OSTBC complejo.
Ck ∈ RL×nT ⇒ OSTBC real.

Propiedad fundamental

SH [n]S[n] = ‖s[n]‖2InT×nT

es decir, las nT columnas de la matriz S[n] son ortogonales de
norma ‖s[n]‖2!!
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Introducción y ejemplos

Ejemplos OSTBC
Alamouti
Código complejo de tasa 1 con 2 antenas en TX:
nT = 2, L = 2,M = 2 → R = 1

S[n] =
[

r1[n] r2[n]
−r∗2[n] r∗1[n]

]
En función de las matrices Ck, y de los sı́mbolos reales
s1[n] = <(r1[n]), s2[n] = <(r2[n]), s3[n] = =(r1[n]) y
s4[n] = =(r2[n]); el codeword transmitido puede expresarse
como

S[n] =
[
1 0
0 1

]
s1[n]+

[
0 1
−1 0

]
s2[n]+

[
j 0
0 −j

]
s3[n]+

[
0 j
j 0

]
s4[n]
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Introducción y ejemplos

Código complejo de tasa 3/4 con 3 antenas en TX:
nT = 3, L = 4,M = 3, → R = 3/4

S[n] =


r1[n] r2[n] r3[n]√

2

−r∗2[n] r∗1[n] r3[n]√
2

r∗3 [n]√
2

r∗3 [n]√
2

−r1[n]−r∗1 [n]+r2[n]−r∗2 [n]√
2

r∗3 [n]√
2

− r∗3 [n]√
2

r2[n]+r∗2 [n]+r1[n]−r∗1 [n]√
2


Código real de tasa 1 con 4 antenas en TX:
nT = 4, L = 4,M = 4, → R = 1 (real)

S[n] =


s1[n] s2[n] −s3[n] −s4[n]
−s2[n] s1[n] s4[n] −s3[n]
s3[n] −s4[n] s1[n] −s2[n]
s4[n] s3[n] s2[n] s1[n]
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Propiedades de los OSTBCs

Ortogonalidad
Para que S[n] tenga sus columnas ortogonales, las matrices de
código tienen que cumplir

Matrices Ck

CH
k Cl =

{
InT×nT

k = l,
−CH

l Ck k 6= l.

para k, l = 1, · · · ,M
′
.

Matrices C̃k

C̃T
k C̃l =

{
I2nT×2nT

k = l,

−C̃T
l C̃k k 6= l;

para k, l = 1, · · · ,M
′
.

Matrices Ak y Bk

AH
k Al + BH

l Bk = δ[k − l]InT×nT

BH
k Al + BH

l Ak = 0

para k, l = 1, · · · ,M .
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Propiedades de los OSTBCs

La respuesta combinada código+canal es un conjunto de
vectores ortogonales !!

para k 6= l

w̃k(hj)T w̃l(hj) = h̃T
j C̃T

k C̃lh̃j = −h̃T
j C̃T

l C̃kh̃j

= −(h̃T
j C̃T

l C̃kh̃j)T = −h̃T
j C̃T

k C̃lh̃j = 0

para k = l

w̃k(hj)T w̃k(hj) = h̃T
j C̃T

k C̃kh̃j = ||h̃j ||2 = ||hj ||2,

es decir, para recepción con 1 antena

W̃(hj)TW̃(hj) = ||hj ||2IM ′×M ′ ,

y si tenemos nR antenas en recepción

W̃(H)TW̃(H) = ||H||2IM ′×M ′ ,
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Propiedades de los OSTBCs

Detección ML
La propiedad anterior es fundamental, ya que muestra que
podemos desacoplar la detección de los M ′ sı́mbolos reales
que se han transmitido en el bloque n−ésimo

W̃(H)T x̃[n] = W̃(H)T (W̃(H)s[n]+ñ[n]) = ||H||2s[n]+W̃(H)T ñ[n],

y W̃(H)T ñ[n] sigue siendo AWGN con varianza
σ̃2 = σ2||H||2/2 (por componente real); ası́ que el detector
óptimo ML para OSTBCs es

Detector ML (OSTBCs)

ŝML[n] = Q

(
W̃T (H)x̃[n]

‖H‖2

)
Filtro adaptado+detección sı́mbolo a sı́mbolo
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Propiedades de los OSTBCs

OSTBC como canales SISO ortogonales

Un OSTBC transmitiendo M sı́mbolos complejos en L usos del
canal (código de tasa R = M/L) es equivalente a M canales
SISO ortogonales e idénticos.

M

2|||| H=h
⊕
⊕

⊕

222 ||||' Hσσ =

2'σ

2'σ

][1
1 nr

nT

M

OSTBC
M

Transmitted power
per antenna

][],...,[],[ 21 nrnrnr M

Noise
variance

2σ

][1 nr
n M

T

Tn/1
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Propiedades de los OSTBCs

Esta equivalencia tiene implicaciones importantes:
Como ya hemos visto, la detección ML de los sı́mbolos se
simplifica. La señal recibida en cada canal SISO es

xi[n] =
||H||2
√

nT
ri[n] + n

′
i, i = 1, · · · ,M

con n
′
i ∼ CN(0, σ2||H||2).

Por tanto, cada canal SISO tiene una SNRdet (tras la
detección óptima) equivalente

SNRdet =
1

nT

||H||2

σ2

La ortogonalización hace también posible emplear
codificadores de canal SISO (AWGN).
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Propiedades de los OSTBCs

Diversidad espacial
Otra ventaja de los OSTBCs es que consiguen extraer la
diversidad espacial total del canal MIMO: nT nR

P (Si → Sj) ≤ Kρ−nT nR

siendo ρ = 1/σ2 (la SNR de un canal SISO con PT = 1).
Esto es debido a que los OSTBC satisfacen el criterio del
rango: la diferencia entre dos codewords es siempre completa
en rango de columnas:

Ei,j = Si − Sj ⇒ rank(EH
i,jEi,j) = nT ,∀i, j

por ejemplo, para el Alamouti

Ei,j =
[

e1 e2

−e∗2 e∗1

]
=
[

si,1 − sj,1 si,2 − sj,2

−(si,2 − sj,2)∗ (si,1 − sj,1)∗

]
es siempre ortogonal de rango 2.
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Propiedades de los OSTBCs

Ganancia de array

Como ya hemos visto, la SNR de cada uno de los sı́mbolos
recibidos tras la detección ML (para cada realización del canal)
es

SNRdet =
1

nT

||H||2

σ2
=

ρ

nt
||H||2

Para una canal i.i.d. Rayleigh tenemos que E[||H||2] = nT nR,
por lo tanto la SNR media recibida es

E[SNR] =
1
σ2

nR = ρnR

es decir, con un OSTBC extraemos también la ganancia de
array en recepción. Pero no la de transmisión!!
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Propiedades de los OSTBCs

Ganancia de codificación

Los OSTBCs, sin embargo, no proporcionan ganacia de codificación.
Las codewords no están diseñadas para optimizar el criterio del
determinante

máx (mı́n det(Ei,j))

En este sentido un OSTBC parece “peor” que otros códigos ST que
también proporcionan ganacia de codificación (space-time trellis
codes, STTC, por ejemplo). Sin embargo,

La concatenación de un codificador de canal estándar (AWGN)
resuelve el problema y permite obtener ganancia de codificación
(mejores resultados que un STTC, [Sandhu, Heath & Paulraj,
ICC 2001]).
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Propiedades de los OSTBCs

Ganancia de multiplexado
La pregunta que queda por resolver es: ¿Para qué combinaciones de
M , nT y L es posible diseñar OSTBCs?
Las columnas de S[n] (L× nT ) han de ser ortogonales, por lo tanto
una primera condición es que nT ≤ L.

La principal restricción es

R =
M

L
≤ 1

La igualdad sólo se consigue con OSTBC complejos para nT = 2
(Alamouti), y con OSTBC reales para nT = 2, 4 y 8.

Para OSTBC complejos se ha demostrado [Liang, 2001] que para
cualquier nT la tasa máxima que se puede conseguir es

Rmax =
dnT /2 + 1e
2 dnT /2e
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Propiedades de los OSTBCs

Existe por tanto una penalización en términos de capacidad en los
OSTBCs

CMIMO(H) ≥ COSTBC(H)

En particular, debido a la equivalencia entre un OSTBC y M canales
SISO ortogonales, la información mutua de un sistema MIMO con
OSTBC está limitada a

COSTBC(H) =
M

L
log2

∣∣∣∣1 +
L

M

||H||2

nT σ2

∣∣∣∣ .
Si comparamos con la información mutua del canal MIMO sin CSIT
log2

∣∣∣I + 1
nT

HHH

σ2

∣∣∣, se puede comprobar que un OSTBC sólo alcanza
la capacidad del canal MIMO si

1 H tiene rango 1 ⇒ recepción con una antena (sistema MISO).

2 R = M
L = 1 ⇒ Alamouti.

¡Sólo el códido de Alamouti con una antena en recepción alcanza la
capacidad del canal MIMO!
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Propiedades de los OSTBCs

El análisis de capacidad anterior revela que la ganacia de
multiplexado de un OSTBC es 1 (como la de un sistema
SISO).
Por cada 3 dB de incremento de SNR podemos aumentar
1bps/Hz la capacidad.

En resumen con un OSTBC conseguimos toda la ganacia por
diversidad espacial, pero nada de la ganacia por multiplexado
que nos ofrece el canal MIMO!!
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Ejemplos y conclusiones

Diversidad espacial

Código Alamouti, R = 1, QPSK ⇒ 2bps/Hz, nR = 1, 2.
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Ejemplos y conclusiones

Ganacia de array en TX

Sistema 2× 1, Alamouti vs. TX-MRC, R = 1, QPSK ⇒ 2bps/Hz.
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Ejemplos y conclusiones

¿2 antenas en TX o en RX?

Alamouti vs. RX-MRC
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Ejemplos y conclusiones

Ganacia de multiplexado

Cout = 0.01, sistema 2× 2, comparamos la capacidad de: a)
Alamouti, b) canal MIMO (CSIR) y c) canal SISO.
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Ejemplos y conclusiones

Ganacia de multiplexado
Cout = 0.01, sistema 3× 3, comparamos la capacidad de: a)
OSTBC (nT = 3, M = 3, L = 4), b) canal MIMO (CSIR) y c)
canal SISO.
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QSTBC

Códigos quasiortogonales (QSTBC)

Hemos visto que sólo es posible diseñar OSTBCs de rate
R = 1 para nT = 2 en el caso complejo.

¿Podemos diseñar códigos de tasa unidad (R = 1) para
cualquier número de antenas transmisoras relajando un
poco alguna de las “ventajas” de los OSTBCs.

quasi-orthogonal STBCs o QSTBC.

Codificación ST por bloques (STBC) I. Santamarı́a



STBCs OSTBCs Otros STBCs Conclusiones

QSTBC

Un primer QSTBC sencillo
Queremos transmitir 4 sı́mbolos complejos
(r1[n], r2[n], r3[n], r4[n]), con nT = 4 y L = 4 ⇒ R = 1 (no
existe ningún OSTBC complejo de tasa 1 para más de
nT = 2).

Idea: Codificamos las parejas de sı́mbolos (r1[n], r2[n]) y
(r3[n], r4[n]) con Alamouti, cada pareja es un nuevo
“sı́mbolo” que codificamos nuevamente con Alamouti:

S[n] =
[

Sa(r1[n], r2[n]) Sa(r3[n], r4[n])
−S∗a(r3[n], r4[n]) S∗a(r1[n], r2[n])

]
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QSTBC

La matriz de código completa es

S[n] =


r1[n] r2[n] r3[n] r4[n]
−r∗2 [n] r∗1 [n] −r∗4 [n] r∗3 [n]
−r∗3 [n] −r∗4 [n] r∗1 [n] r∗2 [n]
r4[n] −r3[n] −r2[n] r1[n]

 .

que está compuesta por dos subespacios ortogonales entre sı́: el
formado por las columnas 1 y 4, y el formado por las columnas 2 y 3

< v1,v2 >=< v1,v3 >=< v2,v4 >=< v3,v4 >= 0.

Por lo tanto

SH [n]S[n] =


||r||2 0 0 ρ

0 ||r||2 −ρ 0
0 −ρ ||r||2 0
ρ 0 0 ||r||2


siendo ||r||2 = |r1[n]|2 + |r2[n]|2 + |r3[n]|2 + |r4[n]|2 y
ρ = 2(<(r∗1 [n]r4[n])−<(r2[n]r∗3 [n])).
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QSTBC

La pálabra código S[n] también puede escribirse de la manera
habitual

S[n] =
M ′∑
k=1

sk[n]Ck,

siendo en el ejemplo considerado M ′ = 8, s1[n] = <(r1[n]),
s2[n] = <(r2[n]), . . ., s5[n] = =(r1[n]), . . ., s8[n] = =(r4[n]), y
pudiendo obtenerse las matrices de código de manera trivial a
partir de S[n]; por ejemplo

C7 =


0 0 j 0
0 0 0 −j
j 0 0 0
0 −j 0 0

 .
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QSTBC

Decodificación

La propiedad de quasi-ortogonalidad también se traslada a las
columnas de la matriz W̃(H).
Para el ejemplo considerado (nT = 4, L = 4, M = 4) y con dos
antenas en recepción nR = 2 tenemos que G(H) = W̃T (H)W̃(H)
viene dado por

G(H) =



||H||2 0 0 b 0 0 0 0
0 ||H||2 −b 0 0 0 0 0
0 −b ||H||2 0 0 0 0 0
b 0 0 ||H||2 0 0 0 0
0 0 0 0 ||H||2 0 0 b
0 0 0 0 0 ||H||2 −b 0
0 0 0 0 0 −b ||H||2 0
0 0 0 0 b 0 0 ||H||2


siendo b = 2(<(h11h

∗
41)−<(h21h

∗
31) + <(h12h

∗
42)−<(h22h

∗
32))

Codificación ST por bloques (STBC) I. Santamarı́a



STBCs OSTBCs Otros STBCs Conclusiones

QSTBC

Por lo tanto, procesando la señal recibida x̃[n] con W̃T (H)
obtenemos

ỹ[n] = W̃T (H)x̃[n] = G(H)s[n] + W̃T (H)ñ[n] = G(H)s[n] + ñ′[n].

La detección de los sı́mbolos está desacoplada dos a dos, por
ejemplo, para los sı́mbolos (reales) s1[n] y s4[n] tenemos que

ỹ1[n] = ||H||2s1[n] + bs4[n] + ñ
′

1[n]

ỹ4[n] = bs1[n] + ||H||2s4[n] + ñ
′

4[n]

y el detector óptimo es

(ŝ1[n], ŝ4[n]) = arg mı́n
ŝ[n]∈X

∥∥∥∥(ỹ1[n]
ỹ4[n]

)
−
(
||H||2 b

b ||H||2
)(

ŝ1[n]
ŝ4[n]

)∥∥∥∥2

Q

,

siendo Q la matriz de covarianza del vector de ruido (ñ
′

1[n], ñ
′

4[n]),
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QSTBC

que viene dada por

Q =
σ2

2

(
||H||2 b

b ||H||2
)

ya que las columnas de la matriz W̃(H) tienen todas norma
||H||, y el producto escalar de las columnas 1 y 4 es b.
Finalmente, el detector óptimo para los sı́mbolos 1 y 4 es

(ŝ1[n], ŝ4[n]) = arg mı́n
ŝ[n]∈X

(ỹ14[n]−Qŝ14[n])T Q−1 (ỹ14[n]−Qs14) ,

donde ỹ14[n] = (ỹ1[n], ỹ4[n])T y ŝ14[n] = (ŝ1[n], ŝ4[n])T .

De la misma manera se obtendrı́an los detectores óptimos para
las parejas (s2[n], s3[n]), (s5[n], s8[n]) y (s6[n], s7[n]).
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QSTBC

Ejemplo QSTBC

nT = 4, nR = 2, QPSK, R = 1 → 2bps/Hz

Comparamos el detector óptimo (ML) y un detector lineal MMSE
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QSTBC

Comparamos ahora el QSTBC (4× 2) que hemos estudiado con
un Alamouti 2× 2
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¡El QSTBC
4× 2 tiene
la misma
diversidad
espacial que
un Alamouti
2× 2, pero
mayor
ganacia de
codificación!
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QSTBC

Full-diversity QSTBC

El QSTBC bajo estudio sólo tiene diversidad 2× nR: ¿Por
qué?
No cumple el criterio del rango: el mı́nimo rango de la
matriz Gi,j = (Si − Sj)H(Si − Sj) es 2

rank(Gi,j) = 2,

lo que ocurre porque los sı́mbolos (r1[n], r2[n]) (del primer
Alamouti) y (r3[n], r4[n]) (del segundo Alamouti)
pertenecen a la misma constelación. Es decir, cuando
(r3[n], r4[n]) de una palabra código es igual (r1[n], r2[n])
de otra palabra, el rango de la diferencia es 2.
¿Es posible construir QSTBCs con diversidad total?
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QSTBC

Sı́: usando constelaciones diferentes para (r1[n], r2[n]) y (r3[n], r4[n]).
Una forma sencilla consiste en rotar una de las dos constelaciones

Rotated QSTBCs

r̃3[n] = r3[n]ejθ

r̃4[n] = r4[n]ejθ

Propuestos independientemente por H. Jafarkhani y C.
Papadias.

Es posible optimizar la rotación θ para aumentar la ganancia de
codificación mediante el criterio del determinante.

Por ejemplo, para constelaciones QAM: θopt = π/4

Los rotated QSTBCs son códigos muy interesantes por cuanto: a)
consiguen diversidad total, b) con un rate R = 1 y c) con una
decodificación dos a dos muy sencilla.
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Códigos full-rate/full-diversity

Códigos full-rate y full-diversity

Los códigos vistos hasta ahora consiguen diversidad total y en
algunos casos (rotated QSTBCs) ganacia de codificación.

Las dos caracterı́sticas anteriores surgen del criterio del rango y
del determinante, respectivamente.

La gran limitación es que no podemos transmitir a una tasa
mayor que uno R ≤ 1.

Sólo alcanzamos la capacidad del canal MIMO en sistemas
MISO (nR = 1) transmitiendo a R = 1.

¿Podemos transmitir a tasa máxima R = nT , manteniendo la
diversidad total? ¿Podemos alcanzar la capacidad del canal
MIMO? ¿Qué perdemos? Sı́ y Sı́, pero la decodificación se
complica.

Dos ejemplos son los códigos STBC de traza ortogonal
(TSTBC) y los STBCs perfectos (PSTBC).
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Códigos full-rate/full-diversity

STBCs que alcanzan la capacidad
Consideramos un STBC con nT antenas que transmite
M = nT L sı́mbolos en L slots. Expresamos el código de la
forma

S[n] =
M∑

k=1

Akrk[n] +
M∑

k=1

Bkr
∗
k[n]

siendo Ak,Bk ∈ CL×nT .
A partir de las matrices de código formamos las matrices
M ×M

A = [vec(AT
1 ), vec(AT

2 ), · · · , vec(AT
M )]

B = [vec(BT
1 ), vec(BT

2 ), · · · , vec(BT
M )]

y con ellas la matriz

F =
(
A B
B∗ A∗

)
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Códigos full-rate/full-diversity

Condición necesaria y suficiente para alcanzar la capacidad

F tiene que ser unitaria ⇒ FHF = I2M×2M

La condición anterior es equivalente a

Tr(AH
k Aj + BH

j Bk) = nT δ[k − j]

Tr(BH
k Aj + BH

j Ak) = 0

Condición en función de las matrices Ck

<(Tr(CH
k Cj)) = nT δ[k − j]

Estas condiciones se denominan a veces interunitarias, porque
establecen relaciones de ortonormalidad entre las distintas
(j 6= k) matrices de código.
Nota: Si M < nT L la condición FHF = I2M×2M no asegura
alcanzar la capacidad.
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Códigos full-rate/full-diversity

STBCs óptimos desde el punto de vista de la Pe

La Pe (pairwise) está acotada superiormente por

P (Si → Sj) ≤
(

ρ

4nT

)−rnR
(

r∏
m=1

λm(Gi,j)

)−nR

siendo λm(Gi,j) los r autovalores de la matriz
Gi,j = EH

i,jEi,j , con Ei,j = Si − Sj .
Para minimizar esa cota superior empleamos los
conocidos criterios del rango y del determinante.
Además de esa cota superior, se ha demostrado
recientemente [K. M. Wong et al, Proc. SAM, 2004] que
también existe una cota inferior.
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Códigos full-rate/full-diversity

Una condición necesaria (pero no suficiente) para alcanzar
dicha cota inferior es

En función de las matrices Ak, Bk

AH
k Ak + BH

k Bk = InT×nT

AH
k Bk + BH

k Ak = 0

En función de las matrices Ck

CH
k Ck = InT×nT

Estas condiciones se denominan intraunitarias, porque
establecen relaciones de ortonormalidad entre matrices de
código para el mismo k ⇒ Las matrices Ck han de ser
unitarias.
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Códigos full-rate/full-diversity

Códigos TSTBC
Los códigos ortogonales en traza satisfacen simultáneamente
las condiciones de ortogonalidad interunitaria (óptimos desde
el punto de vista de capacidad) e intraunitaria (óptimos desde
el punto de vista de Pe). Es decir

TSTBCs en función de las matrices Ak, Bk

Un código TSTBC con nT antenas viene definido por un
conjunto de M = nT L matrices Ak y Bk de dimensiones
nT × L

Tr(AH
k Aj + BH

j Bk) = nT δ[k − j]

Tr(BH
k Aj + BH

j Ak) = 0

AH
k Ak + BH

k Bk = InT×nT

AH
k Bk + BH

k Ak = 0
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Códigos full-rate/full-diversity

TSTBCs en función de las matrices Ck

Un código TSTBC con nT antenas viene definido por un
conjunto de M ′ = 2nT L matrices Ck dimensiones nT × L

<(Tr(CH
k Cj)) = nT δ[k − j]

CH
k Ck = InT×nT

En cierto modo se pueden considerar como una
generalización de los códigos OSTBC, los cuales
satisfacen unas condiciones de ortogonalidad más duras.

Codificación ST por bloques (STBC) I. Santamarı́a



STBCs OSTBCs Otros STBCs Conclusiones

Códigos full-rate/full-diversity

Una última ventaja de los TSTBCs es que alcanzan la
mı́nima BER para transmisión de señales QPSK y
receptores lineales (MMSE). Esto quiere decir que:

1 Sin conocimiento del canal en el TX, la energı́a de los
sı́mbolos transmitidos se distribuye de manera uniforme en
tiempo y espacio tras pasar por cualquier canal.

2 Además, tras pasar por un detector MMSE, el ruido
también se distribuye de manera equitativa entre todas las
dimensiones.
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Códigos full-rate/full-diversity

Un ejemplo de TSTBC 2× 2

Transmitimos en L = 2 slots con nT = 2 los sı́mbolos
complejos (r1, r2, r3, r4) .

La palabra código es: S = 1√
2

(
S11 S12

S21 S22

)
S11 = (r1 + r2) cos(θ) + (r∗2 − r∗1) sin(θ)

S12 = ejπ/4 ((r3 + r4) sin(θ) + (r∗4 − r∗3) cos(θ))

S21 = ejπ/4 ((r3 + r4) cos(θ) + (r∗3 − r∗4) sin(θ))
S22 = (r1 + r2) sin(θ) + (r∗1 − r∗2) cos(θ)

siendo sin2(θ) = 1
2 −

1√
5

y cos2(θ) = 1
2 + 1√

5
.

Nota: es trivial encontrar las matrices C1, · · · ,C8 para
reescribirlo de la manera alternativa: S =

∑8
k=1 Cksk.
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Códigos full-rate/full-diversity

Perfect STBCs (PSTBC)

Otros códigos con caracterı́sticas muy parecidas a las de
los TSBCS son los perfect STBCs (PSTBC) [Oggier,
Rekaya, Belfiore, Viterbo, IEEE IT, 2006].
Los PSTBCs:

1 Son full-rate y full-diversity.
2 Aseguran una ganacia de codificación mı́nima

(nonvanishing determinant) independientemente de la
constelación elegida.

3 La codificación no modifica la energı́a necesarian para
transmitir los sı́mbolos (cubic shaping)

4 Todos los sı́mbolos codificados tienen la misma energı́a
por slot y por antena (uniform energy).

5 Alcanzan la frontera de la curva multiplexing-diversity
tradeoff.
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Códigos full-rate/full-diversity

PSTBC 2× 2: Golden Code

Transmitimos en L = 2 slots con nT = 2 los sı́mbolos
complejos (r1, r2, r3, r4) .
Existen infinitos PSTBCs (2× 2), pero el más famoso es el
Golden Code

S =
1√
5

(
α(r1 + r2θ) α(r3 + r4θ)
jα(r3 + r4θ) α(r1 + r2θ)

)
siendo θ = 1+

√
5

2 la denominada proporción áurea (Golden
Number), la cual es la única solución de la ecuación
a+b
a = a

b = θ = (conocida desde hace más de 3000 años).
Por otra parte: θ = 1−

√
5

2 , α = 1 + j(1− θ) y
α = 1 + j(1− θ).
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Códigos full-rate/full-diversity

El Golden Code satisface las condiciones de ortogonalidad
en traza de las matrices de código (es full-rate y no reduce
la capacidad del canal MIMO).
Pero sus matrices de código Ck no son unitarias: no es
óptimo en términos de BER tras un detector MMSE.
Su ganancia de codificación es la misma que el TSTBC
2× 2 visto anteriormente, los dos cumplen

mı́n |det(Ei,j)|2 ≤
1
5

Si la detección es ML el Golden Code es el mejor código
existente en la actualidad.
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3 Otros códigos STBC
STBCs quasi-ortogonales (QSTBC)
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Conclusiones

Para conseguir las ventajas del canal MIMO (asumiendo flat
fading) es necesario emplear códigos espacio-temporales.

Los STBC son probablemente los más sencillos y populares.

Los criterios habituales de diseño de los STBCs son los criterios
del rango (para conseguir la diversidad total del canal MIMO) y
del determinante (para conseguir ganancia de codificación).

El problema de la detección óptima ML es computacionalmente
complicado (salvo en ciertos casos particulares de interés), por
ello es habitual emplear detectores lineales MMSE.

Hemos estudiado distintos tipos de códigos STBC:

1 Ortogonales: OSTBC
2 Quasiortogonales: QSTBC
3 Full-rate, Full-diversity: Ortogonales en traza

(TSTBC)/Perfectos (PSTBC)
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OSTBCs:
1 Diversidad total y decodificación óptima (ML) sı́mbolo a

sı́mbolo.
2 Su gran limitación es que R ≤ 1; por ejemplo, en el caso

complejo sólo se alcanza R = 1 para nT = 2 (Alamouti).
3 Un caso de especial interés es el código de Alamouti con

nT = 2 y nR = 1: óptimo bajo todos los puntos de vista.

QSTBC:
1 Consiguen tasa R = 1 para cualquier nT a costa de

complicar un poco la detección óptima (los sı́mbolos
aparecen acoplados dos a dos).

2 Es posible conseguir diversidad total mediante los rotated
QSTBC.

3 Alcanzan la capacidad si el canal es MISO (nR = 1).
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Full-rate, Full-diversity codes: Diversidad total y full-rate
R = nT , pero la detección ML es NP-hard. Existen dos
tipos de códigos:

1 Códigos ortogonales en traza (TSTBCs)

Las matrices de código son unitarias.
Son óptimos en términos de BER con detección lineal
MMSE.

2 Códigos perfectos (PSTBCs)

No optimizan la Pe bajo detección lineal⇒ Matrices de
código no unitarias.
Incorporan otros criterios al diseño (nonvanishing
determinant, cubic shaping y potencia media uniforme).
Son óptimos si la detección es ML.
Un ejemplo caracterı́stico es el Golden Code (2× 2).
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