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Tema 3  Aplicaciones Lineales

En el tema anterior hemos introducido el concepto de espacios vectoriales y en este, estudia-
remos las aplicaciones entre ellos. En cualquier estructura matematica es natural estudiar
las funciones que guardan alguna relaciéon con la estructura. Por ejemplo, en el caso de las
funciones reales de variable real una clase destacable son las funciones continuas, que tienen
propiedades relacionadas con la topologia de IR. Las aplicaciones de la teoria de espacios
vectoriales originan funciones que estan muy relacionadas con la descripcién de diversas
transformaciones geométricas (simetrias, proyecciones, giros, homotecias, etc.) y también
quedaran univocamente determinadas por una matriz.

3.1. Concepto de homomorfismo

Los espacios vectoriales son estructuras en las que se puede sumar y multiplicar por escalares.
Las aplicaciones lineales u homomorfismos son las que preservan estas operaciones basicas,
en el sentido de la siguiente definicion.

Definicién 3.1 Sean V' y W dos K—espacios vectoriales. Una aplicacion f :V — W se
dice aplicacién lineal u homomorfismo si cumple:

1) f(vr+wg) = f(v1) + flva) Vo, €V
1) f(h)=Af(v) YveV Viek

Las dos propiedades anteriores son equivalentes a:
f(/\lvl + )\21)2) = Alf(vl) + )\2f(U2) \ U1,V € Vv ,V /\17 A €K

Homg(V,W) denota el conjunto de todas las aplicaciones lineales u homomorfismos entre
los espacios vectoriales, V' y W.

Una aplicacién lineal f : V — V se denomina endomorfismo , es decir, el espacio inicial y
final son el mismo. Denotamos Endg (V') al conjunto de endomorfismos de V.

Sea f € Homg(V,W) ,si f(v) = w, se dice que w es la imagen por f del vector v y también
que v es antiimagen por f del vector w.

Ejemplo 3.1
1. Homomorfismo identidad f: v - V
v o~ f(v)=wv
2. Homomorfismo nulo f:V — |44

v o~ f(v) =0y

3. Homomorfismo opuesto (—f):V — w



3.1. Concepto de homomorfismo

4 f R o R
(z,y,2) ~ flz,y,2)=(x+y,y—2)
Veamos que es aplicacion lineal, demostrando las dos propiedades de la definicion:
i) Sean v; = (w1, 1, 21) ¥ V2 = (T2, s, 22) € R? entonces:
flor+v2) = fx1 4+ 22, y1 +y2, 21+ 22) = (1 + X2+ y1 + Y2, y1 +y2 — (21 + 22)) =
= (1 +y1, 91 — 21) + (T2 + Y2, 92 — 22) = f(v1) + f(v2)
i) Sean v = (x,y,z) € R® y A € K entonces:
fOw) = f(Ax, Ay, Az) = Az + Ay, \y — Az) = Nz +y,y — 2) = Af(v)
5.  f:R*  — R3
(x,y,2z,t) ~ f(x,y,2,t) = (x+y,y+ 2,22+ 3t)

6. f:My(R) — R
(QZC 3;) ~ f(”z ?):(a:—ky,y—zﬂz—l—?)t)

Veamos que es aplicacion lineal, demostrando las dos propiedades de la definicion:

i) Sean vy = ( ill ‘7;11 ) y Uy = ( 2 ‘;/22 ) € M, (R) entonces :

)
- T1+ T2 Y1+ Yo o
=(x1+ 22+ Y1+ Y2, y1 +y2 — (21 + 22),2(21 + 22) + 3(t1 + t2) =
= (5171 + Y1, y1 — 21,221 + 3t1) + (SEQ + Yo, Yo — 29,229 + 3t2) = f(Ul) + f(UQ)

i) Sean v = ( ﬁ ZZ ) € M(R) y A € K entonces:

f(Av)zf{A( )} K ii };{ )} = (AT + Ay, Ay — Az, 202 + 3\E) =

=Nz +y,y—222+3t)=Af(v

7. Si U y W son subespacios de V tales que V = U & W entonces la aplicacién de V'
en U que a cada vector v = u+w con u € U y w € W, le asocia el vector u es una
aplicacion lineal, llamada proyeccién de V' sobre U (en la direccién de W). A lo largo
de este texto, dicha aplicacién se denotard habitualmente por py .

Un ejemplo de esta situacién se muestra a continuacién. Sea V = R? U = <{u1 =

(1,1,1),up = (2,-1,0)}) y W = {{w = (0,1,4)}).
En este caso, cada vector v = (z,y,2z) € V se escribe como combinacién lineal de
Uy, us y w en la forma

20 +4y — 2z 3r—4y+ 2z (—z — 2y + 3z2)
(I‘ Y,z ) 5 U1+ 10 U2+ 10

. J/

eTTU
de donde se deduce que pyw : IR3 — U estd definida por

20+ 4y — 2 3r—4y + 2

pU,W(U) = pU,W(x7y’ Z) = Tul + TUQ
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3.1. Concepto de homomorfismo

(2x—k4y——z_+23x——4y—kz 20 +4y—2 3r—4Ay+=z 2x—k4y——2)
) 10 ’ ) 10 ’ )
_( x4+ 12y — 3z 2x+4y—z>
S\ 10 ’ 5

. Quién serd pw,(v)?.
La figura siguiente muestra el significado de la proyeccion desde un punto de vista

18
grafico. Se muestra el efecto de py - sobre el vector v = (2, 2 g)

Figura 3.1: Proyeccion del vector v sobre U en la direccion de W

Codigo Sage 3.1: Aplicacion proyeccion

#Variables de entrada

Q=matrix(QQ, [[1,1,1],[2,-1,0],[0,1,4]]).transpose ()
v=vector ([2,1/2,8/3])

#Matriz de cambio de base a espacio V
P=Qx*-1

#Definicion de la aplicacion
var(x,y,z)

vl=Pxvector([x,v,z])

v1[2]=0

puw=Qx*vl

#Imagen del vector v

puw.subs (x=v[0],y=vI[1l],z=vI[2])

Evaluar en SageMathCell

8. f : I[Dg(l') — ]R3
p(r) =a+br+cx’ +dz® ~ f(p(x))=(a+0bb+c, 2+ 3d)
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3.1. Concepto de homomorfismo

9. f:P3(x) — Ps(x)
p(z)  ~ fp(x) =p()+p'(2)
Veamos que es aplicacion lineal, demostrando las dos propiedades de la definicion:
i) Sean v; = p(x) y v = q(x) € P3(z) entonces:
fuitve) = f(p(2)+q(2)) = (p(x)+q(x))+(p(x)+q(2)) = p(z)+p (x)+q(z)+¢ (z) =
= f(p(x)) + fla(x)) = fv1) + f(v2)
ii) Sean v = p(x) € P3(z) y A € K entonces

fw) = fw(x)) = Ap(z) + (Ap(z))" = Ap(x) + AP (2) = A(p(z) + p'(2)) = Af(v)
Ejemplo 3.2 Calcular la imagen y antitmagen de algunos vectores. sSiempre existen?.

e La imagen del vector v = (1,2, 3) por laaplicacion f:R3> — R?

(.Z‘,y,Z) ~ f(ac,y,z):(x—i—y,y—z)
sera f(1,2,3) =(142,2—-3) =(3,-1).

La antiimagen del vector w = (5,6) serd v = (z,y,2) € R*tal que f(v) = w = (v+y,y—2) =
Tty =
o= { oty 2]

tinica y seran todos los vectores de R? de la forma (5 — y,y,y — 6).

sistema compatible indeterminado, luego la antiimagen de w no es

e [La imagen del vector v = ( ;) Z ) por la aplicacion

serd f {(; i)} =(1+2,2-3,6+12)=(3,—1,18)

La antiimagen del vector w = (—1,2,7) serd v = ( i ‘;{ ) € M(R) tal que

T +y =—1

fw)=w= (x+y,y—2,2243t) = (-1,2,7) = ¢ y—=2 =2  sistema compatible
2043t =17

indeterminado, luego la antiimagen de w no es dnica y seran todos los vectores de My (R)

T —1—-x

de la forma 13+ 2x
s
3
e La antiimagen de un vector , no siempre esta definida.
Por ejemplo dado el homomorfismo f:R? — R?
(z,y) ~ flzy)=(@+yz—yw

el vector w = (0,0,1) no admite antiimagen porque si existiera v = (z,y) tal que f(v) =
w= (r+y,x—y,z)=(0,0,1) y este sistema no tiene solucion.

Propiedades 3.1 Dada f:V — W una aplicacién lineal se cumple:
L fOy) =0wy f(=v) = =f(v) VveV
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3.2. Nicleo e imagen de un homomorfismo

2. f(A\vr + Agve 4+ .o+ Avy) = A f(v1) + Aaf(ve) + ...+ A\ f(v,) para vy, ..., v, € V.
En particular, una aplicaciéon queda univocamente determinada conociendo la imagen
de los vectores de una base cualquiera de V.

3. Si{vy,v,...,v,} son Ld. entonces {f(v1), f(va),..., f(v,)} también lo son.
4. f <<U1>U27 s 7Un>) = <f(vl)7 f<v2)7 SRR f(Un)>

5. Si S es subespacio vectorial de V' entonces f(S) es subespacio vectorial de W. De
particular interes, es cuando S = V, la imagen de la aplicacién, ver el siguiente pérrafo.

6. Si T es subespacio vectorial de W entonces f~*(T') es subespacio vectorial de V. De
particular interes, es cuando T' = {0}, el nticleo de la aplicacién, ver el siguiente
parrafo.

Ejemplo 3.3 Sean S = ((1,1,0),(0,1,1)) y T'= ((0,1,0), (1,0,0)) Calcula las imagenes de
S, T,S+T y SNT por la aplicaciéon f:R3> — R?
(@,y,2) ~ flz,y,2)=@+yy+z1-2)
Resolucién: e S = ((1,1,0),(0,1,1)) = f(S) = (f(1,1,0), £(0,1,1)) = ((2,1,1),(1,2,—1))
—

S1 52

o T =((0,1,0),(1,0,0)) = f(T) = (f(0,1,0), f(1,0,0)) = {(1,1,0), (1,0, 1))

e S+ T =1{((1,1,0),(0,1,1),(0,1,0),(1,0,0)) “ 2 ((0,1,1), (0,1,0), (1,0,0)) =
= f(S+T) = (f(0,1,1), £(0,1,0), £(1,0,0)) = ((1,2,—1)(1,1,0),(1,0,1))

= <(1>170)7(1707 )>

o Como\sfl_/:tl—l—tg eSOT=SNT={(1,1,0))= f(SOT) = (f(1,1,0)) =

es erT

=((2,1,1)).

10439=2(2)

3.2. Nicleo e imagen de un homomorfismo.
Clasificacion de homomorfismos.

Sea f € Homg(V,W)

Definicién 3.2 Se llama nicleo o Ker de f al conjunto de vectores del espacio inicial cuya
imagen es el vector nulo del espacio final

Ker(f) = {veV/f(v) = 0w}

Definicién 3.3 Se llama imagen de f al conjunto de todos los vectores del espacio final que
son imagen de algun vector del espacio inicial

Im(f) ={f(v)/veV}

Definicién 3.4 FEl rango de un homomorfismo es la dimensién del subespacio imagen de f:
rango(f) =dimI/m(f). Ademés coincide con el rango de cualquier matriz asociada a f.
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3.2. Nicleo e imagen de un homomorfismo

Propiedades 3.2 Sea f € Homg(V, W)

a) Ker(f) es un subespacio vectorial de V.

b) Im(f) es un subespacio vectorial de W.

¢) Im(f) = (f(v1), f(va),..., f(vy)) siendo {vy,vq,...,v,} una base de V.
d) dim Ker(f)+ dim Im(f) =dim V.
Ejemplo 3.4 Determina el nicleo y la itmagen de los siguientes homorfismos
a) Sea f:R® — R :
(z,y,2) ~ [flz,y,2) =(x+yy—21+2)
Maés adelante, asociaremos al homomorfismo f (con respecto a las bases candnicas) la

1 1 0
matriz Ay = 01 —1
01 1

b) Sea f € Homg(R? R?) cuya matriz asociada en las bases candnicas es Ay = ( L 1o )

c) g:R®  — MyR)

r+y y—x
xr—z Y

Resolucién a) Ker(f) = {v € R®/f(v) = Ops } = {(z,y,2) € R¥/f(x,y,2) = (0,0,0)} =

r+y =0 _
= (.I‘,y,Z)ERS/y—Z =0 :{(xay7Z)ER3/xi_y :8 }:
-0 y—z =

Y+ z

(2,y,:2) ~ g(w,y,Z):(

={(-y,y,y) e R¥/y e R} = ( (—1,1,1) y por tanto dimker(f) =1
delKerf
Basedel Ker

Im(f) = (f(v1), f(va), f(v3)) siendo {vy,vs,v3} base de R3
Im(f) = <f(1’ 0, 0)7 f(O’ 1, 0)7 f(O’ 0, 1)> = <(17 0, 1)7 (17 1, 0)7 (07 -1, 1)) = <(17 0, 1)7 (1’ 1, 0)>
Observar que como dim Ker(f)+ dim/m(f) =dim R* = dim Im(f) = 2

Resolucién b) Ker(f) = {v € R¥/f(v) = Ope} = {v € R¥/Av = Oz} =

fowaem [(310) (1) - (8)}-fomaem /512 20

={(~y,y,—y) eR¥/y e R} = <(—1, 1,-1) y por tanto dimker(f) =1

BasedelKerf
Im(f) = (f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1)) = {(1,0), (1,1),(0,1)) = ((1,0),(1,1)) Observar que
como dim Ker(f)+ dimIm(f) =dim R? = dim Im(f) = 2 = dimR? = Im(f) = R2.

Resolucidn o) er(g) = {0 € B/9(6) =) = { (0 2) € Batena) = () ) ) =

{(a:,y,z)eR?’/(ery y_x):<8 8)}={(0,0,0)}:o

T —z Y

Como dim Ker(f)+ dim Im(f) =dim R® = dim Im(f) = 3
t() = (£(,0.0). £0.1.0, 000 = (1 ) (p 1) (5 D)
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3.3. Operaciones con aplicaciones lineales

Clasificacion de homomorfismos

Monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.

Epimorfismo es un homomorfismo suprayectivo.

Isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Propiedades 3.3 Sea f € Homg(V,W)

a) f es monomorfismo < Ker(f) = Oy.

b) f es epimorfismo < Im(f) =W < dim Im(f) =dim W.

¢) f es monomorfismo < transforma sistema libre en sistema libre.

d) Si f € End(V), entonces f es monomorfismo < f es epimorfismo.
Ejemplo 3.5 En los homomorfismos del ejemplo anterior se cumple

a)  No es inyectivo porque Ker(f) # {0}
No es suprayectivo porque dim I'm(f) # dim R3

b)  No es inyectivo porque Ker(f) # {0}
Es suprayectivo porque dim I'm(f) = dim R?

¢)  Es inyectivo porque Ker(g) = {0}
No es suprayectivo porque dim Im(g) # dim My (R)

3.3. Operaciones con aplicaciones lineales

Suma de homomorfismos Sean f,g € Homg(V, W) se define la suma f + g como

f+g:V — W
v (fH9)) = f(v) +9(v)

Producto por escalar Sean f € Homg(V,W), A € K se define el producto A-f como

NV = W
v~ (Af)() = Af(v)

Composicién Sean f € Homg(V,W),g € Homg(W,U) se define la composicién g o f
como

gof:V — U
v o~ (go f)(v) =g(f(v))

Teorema 3.1 a) (Homg(V,W),+,-)) es un K— espacio vectorial.

b) (Endg(V),+,0) es un anillo unitario no conmutativo.
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal

3.4. DMatriz asociada a una aplicacion lineal

Sea f : V — W una aplicacion lineal y sean By = {v1,vq,...,0,} v By = {wy, we, ..., wy,}
bases de V'y W respectivamente. Entonces f queda determinada por { f(vy), f(ve), ..., f(vn)}
y ademads cada f(v;) queda determinada por sus coordenadas en W.

f: V- W
vy~ f(v1) = anwy + agwe + -+ F AWy,
Vg~ f(v2) = a12wy + anews + -+ -+ Ao,
V3 ~ f(Ug) = a13W1 + A93W2 + -+ A3 W,

Uy~ f(Un) = AWy + Gopwa + - - F AWy,

Asi si v = z1v1 + 2909 + - - - + T,v, , podemos expresar f(v) matricialmente

13 A2 apz -+ Qip T
Q21 Q22 A23 -+  Q2p X2
fv)=AX = f(v)=| @ a2 as -+ a3 T3
Am1 Am2 Qm3 - Amn mxn Tp

La matriz anterior es la matriz asociada al homomorfismo f respecto de las bases By y By .

Observacién: Resumiendo lo anterior, para hallar la matriz de una aplicacién lineal res-
pecto a unas bases, hay que seguir tres pasos:

Paso 1 Se calculan las imégenes de los vectores de la base del espacio inicial.

Paso 2 Estas imagenes se escriben como combinacién lineal de los vectores de la base del
espacio final.

Paso 3 Las coordenadas obtenidas son las columnas de la matriz asociada a la aplicacion
lineal.

Ejemplo 3.6 Sea f:R?} — R?
(l'ay?Z) ~ f(:E,y,z):(a:—l—y,y—z,:L’—i—z)

a) Calcula matriz A asociada a f respecto a las bases B, = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} vy
B, ={(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.
b) Calcula matriz B asociada a f respecto a la base B, = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.

c¢) Calcula matriz C' asociada a f respecto a la base canénica de R3. Escribe la ecuacién
matricial de f.

Resolucién a)

Paso2

F1,1,1) 72 (2,0,2) T2 04(0,1,1) + a2(1,0,1) + a3(1,1,0) = a1 = 0; 0 = 253 = 0
f(lv 1a0> Pg{ﬂ (27 17 1) Pg‘ﬁ 51(Oa 17 1) + 52(17 07 1) + /83(17 170) = ﬁl = 0)62 = 1753 =1

Paso2

£(1,0,0) " (1,0,1) PE2 45(0,1,1) 4 42(1,0,1) + 45(1,1,0) = 71 = 0;9, = 1,95 = 0
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal

Pasos ar 1 m 000
Por tanto la matriz es Ay = as Po o | =1 2 11
010

as B3 73
Resolucién b) Observar que al indicarse s6lo una base , ésta debe ser tomada como base del

espacio inicial y del espacio final.

f(1,1 1) (2 0,2) "2 01 (1,1,1) + a2(1,1,0) + as(1,0,0) = a; = 2,0y = —2; a3 = 2
f(1, 1,0) (2, 1,1) "= B1(1,1,1) + Ba(1,1,0) + B5(1,0,0) = By = 13 By = 0; B3 = 1
F(1,0,0) "= (1,0,1) "7 41 (1,1,1) + 7(1,1,0) +73(1,0,0) = 31 = Lip = —1375 = 1

pases | b m 21 1
Por tanto la matriz es By ©° as Po v | = -2 0 -1
az P37 21 1
Resolucién c) Observar que en la base canénica el vector siempre coincide con sus coordenadas
en esa base.
Pasol
£(1,0,0) "% (1,0,1) 110
Pasol Paso3
F(0.1,0) "% (1,1,0) G0
Pasol 10 1

£(0,0,1) =72 (0, —1,1)

Codigo Sage 3.2: Matriz de aplicacion lineal respecto distintas bases

#Variables de entrada

Fl=matrix(QQ, [1,1,0],[0,1,-11,1(01,0,111)
# Nota: B1l,B2 son matrices simetricas
Bl=matrix(QQ, [[1,1,1],[1,1,0]1,[1,0,011)
B2=matrix(QQ, ([0,1,1],[1,0,1],[1,1,0]1)
# Calcular el cambio de base a B2
Af=B2.solve_right (F1xB1l)

# Calcular el cambio de base a Bl
Bf=Bl.solve_right (F1%xB1)

# Calcular respecto a la base canonica
Cf=F1

Evaluar en SageMathCell

Ejemplo 3.7 Sea g:R> — My(R)
[ty y—=z
(x,y,2) ~ g(z,y,2) = ( ez oy )
a) Probar que g es un homomorfismo.
b) Calcula matriz A asociada a g respecto a las bases B, = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y
B — 11 11 11 10
2 11 )°’L1 0/)°’\0 0)/)’\0 O '
c¢) Calcula matriz B asociada a g respecto a las bases canénicas de R® y My(R).
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal

Resolucién b)

oot {2 0\ Paso 11 11 11 10
9(1’1’1)P:1(0 1>P:20‘1(1 1)*0‘2(1 0>+0‘3<0 0)*0‘4(0 o)$

=a;=1lay=—-1la3 =004 =2

o0 "= ()= (1 ) em (g g )+m (g o) (o) =

=/ =Lp=008=-1,8=2

Pasol 1 -1 Paso2 1 1 1 1 1 1 1 0
9(1,0,0) = (1 0) = 71(1 1>+72(1 0>+73(0 0)+74(0 0)25

>N =07n=113=-21=2

ar B m 1 1 0

Por tanto la matriz es A, Pasos 32 gQ 12 = _(1) ? é
3 P3 73 -t

as By Y 2 2 2

Resolucién c) Observar que en la base canénica el vector siempre coincide con sus coordenadas
en esa base.

Paser (1 —1
9(1,0,0) "= (1 0) L1 o
0.1.0 gg_zg% 1 1 Paso3 B — -1 1 0
g(a ) ) - 0 1 g 1 0 —1
Pasol 01 0
Paso2 00
9(07071) - ( -1 0 )

Observaciéon 3.1 Veremos mas adelante que existe una relacion sencilla entre las matrices
asociadas a un homomorfismo en distintas bases. Para un mismo homomorfismo existiran
“muchas” matrices asociadas. Todas estas matrices son equivalentes entre si y en particular
tendran el mismo rango.

Relacién entre operaciones con homomorfismos y su matriz asociada

Propiedad 3.1 Si Ay y A, son las matrices asociadas a las aplicaciones lineales f y g
respectivamente, respecto a unas bases By y By, se cumple que la matriz asociada a la
suma f + g , respecto a dichas bases, es Ay + Ay . Lo denotamos Ay g = Ay + Ay.

Propiedad 3.2 Si Ay es la matriz asociada a f, respecto a unas bases By y By, se cumple
que la matriz asociada a la la aplicacion \f , respecto a dichas bases, es NAy. Lo denotamos

A)\f = )\Af

Propiedad 3.3 Si Ay y A, son las matrices asociadas a las aplicaciones lineales f y g
respectivamente, respecto a unas bases By , By y By, se cumple que la matriz asociada a la
composicion g o f , respecto a las bases By y By, es Ay-Ay . Lo denotamos Ager = Ag-Ay.

Ejemplo 3.8 Sean f:R* — R3 y
(3373172> ~ f(xayWZ):(x—i_yuy_Zax—i_Z)
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3.4. Matriz asociada a una aplicacién lineal

g:R®  — My(R)

r+y y—x)

@) = alena = (LF0

y consideremos las bases B, = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R3

e {(0 1) (o) (oo ) (o0

Vamos a calcular la matriz asociada a la composicién gof respecto de B, y *B,.

Resolucién: Esquematicamente tenemos R? —X— R3 —Z 5  My(R)

B, B, B,
T gof T
2 1 1
Por lo visto en el ejemplo 4 de la pagina 8, la matriz asociadaafes By = -2 0 -1 |y
21 1
11 0
: . . . . . -1 0 1
por lo visto en el ejemplo 5 de la pagina 9, la matriz asociada a g es A, = 0 —1 —2
2 2 2
entonces la matriz de la composicién gof serd
1 1 0 0O 1 O
21 1
I IS I N
2 2 2 21 4 4 2

Recordar que la composicién de funciones no es conmutativa, asi que es imprescindible
mantener el “orden”de la composicién y por ende el “orden”en el producto de las matrices.

3.4.1. Formas de definir una aplicacién lineal

Para definir una aplicaciéon , de forma tunica, hay basicamente tres formas equivalentes de
hacerlo:

Dando las ecuaciones que definen f
Dando la matriz asociada a f respecto a una base

Dando las imagenes por f de una base del espacio inicial

Ejemplo 3.9 Dado el homomorfismo f:R3? — R2? calculamos

(z,y,2) ~ flz.y,2)=(x+y,y+2)
la matriz de f respecto de las bases candnicas.
Pasol

£(1,0,0) "= (1,0)
Resolucién: sy Pago3 Ap = 110

Pasol

£(0,0,1) 722 (0,1)
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3.5. Homomorfismos y cambio de bases

.10 Sea f : R? — R3 un homomorfismo cuya matriz en la base candnica es
, escribe las ecuaciones que definen a f

T+ 2y
2z + 3y
2

RZ2 — R3
(r,y) ~ flz,y) = (r+2y,7+y, 22+ 3y)

1 2
Resolucién: f(z) =Ax=| 1 1
2 3
Generalmente escribiremos f :

Ejemplo 3.11 Sea f € End(R?®) tal que f(1,1,1) = (2,2,1) , f(1,1,0) = (1,2,1) y
f(1,0,0) = (1,0,1) . Razona si f esta bien determinada con los datos dados, escribe la
matriz asociada a f en la base canoénica y las ecuaciones que definen a f.

Resolucién: Los vectores {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} forman una base de R? al ser tres vec-
tores, en un espacio de dimension tres , linealmente independientes. Por tanto f esta bien
definida.

Para calcular la matriz de f en la base canonica , calculamos previamente las coordenadas
de los vectores candnicos en la base dada

(1,0,0) == 0[1(]_7 1, 1) + O./Q(]_, ]_,0) + Oég(l,0,0) = ] = 0 Qg = 0 3 = 1
(07 170) = 51(17 L 1) + 52(17 170) + 53(17070) =B =0;8=1;03 = —
(0,0,1) = (1,1,1) +12(1,1,0) +75(1,0,0) = 71 = L3792 = —1;93 = 0
Entonces
f(1,0,0) = ay f(1,1,1) + aa f(1,1,0) + a3f(1,0,0) = 1(2,2,1) + a2(1,2,1) + a3(1,0,1) =
=(1,0,1)
£(0,1,0) = Bf(1,1,1) 4+ Bof(1,1,0) + Bsf(1,0,0) = $1(2,2,1) + Bo(1,2,1) + B5(1,0,1) =
= (0,2,0)
£(0,0,1) = 3 f(1,1,1) + 7 f(1,1,0) + v3£(1,0,0) = 1(2,2,1) +72(1,2,1) +~3(1,0,1) =
= (1,0,0)
1 01
Luego la matriz en la base canénicaes A= | 0 2 0 | y las ecuaciones de f
100
1 01 T+ z
flx)=Az=1 11 0 :c—l—y
0 01

Generalmente escribiremos f:R? — R3

3.5. Matrices de un homomorfismo asociadas a un cam-
bio de bases
Sea f €Homg(V, W) y sea A la matriz asociada a f respecto a unas bases By = {a;}1<i<m

vy Bw = {bj}1<j<n de V' 'y W respectivamente.
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3.5. Homomorfismos y cambio de bases

Consideremos dos nuevas bases By = {@it1<i<m ¥y By = {I_)j}lgjgn de V' 'y W respectiva-
mente y sea B la matriz asociada a f respecto a estas bases.

Vamos a ver qué relacién existe entre las matrices A y B.

En el diagrama adjunto, P representa la matriz del
cambio de bases de By a By en V .

s
14 — W () representa la matriz del cambio de bases de By, a
By ={a;}i*, By ={b;}7_, —
%W en W.
PT lQ Asi | las columnas de P son las coordenadas de los
By vectores de By respecto a la base By, .
— 7V . r 7W N Las columnas de () son las coordenadas de los vectores
By={a:}, %W*{bj}jzl

de By respecto a la base By .

Se puede demostrar que entonces se cumple: By = QA;P.
Las matrices Ay y By son matrices equivalentes.

Ejemplo 3.12 Sea f:R?* — R3
(z,y) ~ flr,y)=(r+y,2—yy)
Consideramos en R? las bases By = {(1,1),(1,0)} y B, ={(1,2),(-1,1)}
En R? las bases Bz = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B'3 = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

Resolucion:
Af

2 R3
‘Bg:{(l,l) (1,0)} %3:{(1,1,1,) (171,0) (1,0,0)}

PT lQ

R2 By ; R3
%’2:{(1,2) (—1,1)} %’3:{(0,171,) (1,0,1) (1,1,0)}

Matriz Ay de f en las bases B, y Bj: Se calculan las imédgenes de B, y se escriben
como combinacién lineal de B3. Las coordenadas obtenidas forman las columnas de Ay.
f(17 1) = (2707 1) = al(lu 17 1) + 61(1’ 170) + 71(17 070) = {Oq = 1;51 = _1;71 =2

f(l,()) = (1’ 170) = a2<1a L, 1) + 62(17 130) +72(1a 070) = {a2 =0;82=1;72 =0

Matriz P del cambio de bases de B’; a B,: Se escriben los vectores de B’, en
combinacion lineal de B,. Las coordenadas obtenidas son las columnas de P.

Matriz () del cambio de bases de B3 a B’3:  Se escriben los vectores de B3 en com-
binacion lineal de 28’3. Las coordenadas obtenidas son las columnas de Q.

10 0 1 1/2 0 —1/2
Ar=| -1 1 P_(_l _2) Q=1 12 0 1/2
2 0 12 1 1/2

Matriz B; de f en las bases B’y y B'5: se cumplird que

—1 —1/2
B;=QAP=| 3 32
0 —3/2
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3.6. Algunos homomorfismos particulares

Observacién 3.2 Comprobamos los cdlculos determinando By directamente. Para ello se
calculan las imédgenes de los vectores de 985 y se escriben como combinacion lineal de B%.
Las coordenadas obtenidas son las columnas de By.

o] = -1
f(1,2)=(3,-1,2) = 1(0,1,1) + £1(1,0,1) + %1 (1,1,0) =< 51 =3
M =0
Qg = —1/2
f(=1,1) = (0,-2,1) = a2(0,1,1) 4+ 52(1,0,1) + 12(1,1,0) = ¢ [2 =3/2
Yo = —3/2

Ejemplo 3.13 Sea {ey,es,e3} base de R® y f : R® — R3> un homomorfismo cuya matriz

2 1 0
en las bases B = {e; + es + e3,e1 + €3, €1} y candnica de RiesB=| 0 —1 1
0o 1 -1
Hallar la matriz A asociada a f en las bases canodnicas.
Resolucién: Consideremos el esquema siguiente:
R3 4, R
Base candnica Base candnica
lP QT Se cumplird que A = QBP
3 B, R3
B={(1,1,1) (1,1,0) (1,0,0)} Base candnica

e Cdlculo de P: Se escriben los vectores de la base “de salida”, (base candnica), como com-
binacién de la base “de llegada” (base B). Las coordenadas obtenidas son las columnas de P

(17070) = al(lv 17 1) + Ckg(l, 170) + 053(1,0,0) = 0 = Oa Qg = O;Ofg =1
(07 170) = 51(17 17 1) + 52(17 170) + 63(17070) = ﬁl = OaﬁQ = 1753 =-1
(0,0,1) =7 (1, 1,1) +72(1,1,0) + 73(1,0,0) = 71 = L2 = —1;93 =0

ar Biom 0 0 1
Por tanto la matriz es P = as Po o = 0 1 -1
as B3 73 1 -1 0

e Cadlculo de @Q: Se escriben los vectores de la base “de salida”, (base candnica), como
combinacién de la base “de llegada”(base canénica). Las coordenadas obtenidas son las
columnas de @)

100
Evidentemente Q =I3=1 0 1 0
0 01

2 1 0 0 0 1 0 1 1
Soluciéon : A=QBP=BP=[ 0 -1 1 0o 1 -1 |]= 1 -2 1
0 1 -1 1 -1 0 -1 2 —1

3.6. Algunos homomorfismos particulares

Las propiedades de ciertos homomorfismos reflejan una situacion geométrica concreta, si bien
hay que ampliar el concepto de espacio vectorial , como se vera mas adelante, al de Espacio
Afin y Espacio Euclideo, lo que conlleva introducir el concepto de Sistema de Referencia y
el concepto de Distancia.
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3.6. Algunos homomorfismos particulares

1.- Formas Lineales

Definicién Una forma lineal es un homomorfismo de un K-espacio vectorial V' al cuerpo
K Jesdecir f:V — K.

Si f es una forma lineal no nula, es trivial que dim(Im(f))=1, y por tanto Im(f) es una
recta vectorial.

Definicién Un subespacio vectorial U C V' es un hiperplano de V' si dim(U) = dim(V)— 1

Observar que entonces V = U & L siendo L una recta vectorial y que ademas el ntcleo de
una forma lineal es siempre un hiperplano.

Ejemplo: El homomorfismo f:R?® — R es una forma lineal
(2,y,2) ~ f(w,y,2) =2+ 2y + 52

cuya matriz asociada en las bases candnicas es My = (125). Evidentemente la dimIm(f) = 1

y dim(Ker(f)) =2 .

2.- Homotecias

Definicién Una homotecia de razoén A es un endomorfismo definidocomo  f:V — V

v o~ f(v) =

Podemos pensar en una relaciéon que “alarga” o “encoge” los vectores, es decir define
vectores proporcionales.
Las homotecias se caracterizan porque trasforman las rectas vectoriales en si mismas.

Ejemplo: El homomorfismo f:R3 — R3 es una homotecia cuya
(@,y,2) ~ flz,y,2) =3(z,y,2)

300

matriz asociada en las bases canénicas es 03 0
00 3

2

Si tomamos, por ejemplo, la recta vectorial L = ((1, 2, 3)), se comprueba trivialmente f(L) =
L.

3.- Proyectores o Proyecciones

Definicién Sean U y W subespacios de V tales que V = U & W. La aplicaciéon de V en U
tal que a cada vector v = u+w, conu € Uy w € W | le asocia el vector u es una aplicacion
lineal, llamada proyeccion de V sobre U (en la direcciéon de W) y lo representaremos por

bu-
pv:-UdW — U
v=utw o~ pu(v) =u

Analogamente se define la proyeccion de V sobre W.

oUW — W

v=ut+w ~ pw(v)=w

Ejemplo: Sean U = ((1,1,1),(1,0,—1)) y W = {(1,0, 1)) subespacios de R® . Ambos son
evidentemente suplementarios, es decir R? = U @ W. Calculamos la matriz de la proyeccién
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3.6. Algunos homomorfismos particulares

sobre U asociada a la base candnica.

1 1 1
*(1,0,0) = 0(LL1) + 5(1,0. =1+ 5(1,0,1) = pp(1,0,0) = 0(1,1,1) + 5(1,0,~1) =
[\ = / | N\ - s
1 1 cU cew eU
(5707_5)
(0,1,0) = 1(1,1,1) + 0(1,0,—1) +—1(1,0,1) = py(0,1,0) = 1(1,1,1) +0(1,0,—1) =
e ew e
(1,1,1)
1 1 1
©(0,0,1) = 0(L,1,1) + —5 (1,0, =1) + 5(1,0.1) = py(0,0,1) = 0(L,1,1) + (1,0, 1) =
~~ o S—— N ~~ o
1 1 eU cew eU
—Z.0.=
( 27 72)
1/2 1 —1/2
My,=| 0 1 0
—1/2 1 1/2

Anéalogamente la matriz de la proyeccién sobre W sera

1

1 1
¢(1,0,0)=0(1,1,1) + 5(1,0, -+ 5(1,0, 1) = pw(1,0,0) = 5(1,0, 1) = (5,0, 5)
~~ A S——
cU cw cw
(0,1,0) = 1(1,1,1) + 0(1,0,—1) + —1(1,0, 1) = py(0,1,0) = —1(1,0,1) = (—1,0,—1)
ceU . 1EW 1 ew . 1
¢(0,0,1)=0(1,1,1) + —5(1, 0,—1)+ 5(1, 0,1) = pw(0,0,1) = 5(1, 0,1) = (5, 0, 5)
~~ e ——
cU ew ew
12 1 —1/2 1/2 -1 1/2
Entonces M, = 0 1 0 y My, = 0O 0 O
~1/2 1 1/2 1/2 -1 1/2

Propiedades de las proyecciones
i) pu+pw = Iy. Observar que en ejemplo anterior M, + M, = I3
ii ) pvopw = pw opy = 0. Observar que en ejemplo anterior M,,.M,, =0

iii) pj; = pu vy pf; = pu- Observar que en ejemplo anterior M2 = M, y M = M,

4.- Simetrias

Definicién Un endomorfismo f €End(V) es involutivo si f2 = fof = Iy.

Observar que:
» Como f2=Iy = f2—Iy=0= Iy + ) Iy —f)=0
» Un endomorfismo involutivo es inversible y ademés f = f~1.

» Si M es la matriz asociada a f en las bases candnicas se tiene que M? = I; y por
tanto M = M1
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3.6. Algunos homomorfismos particulares

Propiedad Sea f €End(V) involutivo y sean Ey = Im(Iy+ f) y Ey = Im(Id— f) entonces
V=EFE®LE,

Ejemplo: Comprobemos la propiedad anterior con un ejemplo. Sea f €End(R?) cuya matriz

0 1 -1
asociada en las bases candnicas es A = 4 -3 4
3 -3 4

Se puede comprobar que A? = I3 y por tanto representa a un endomorfismo involutivo.
Las matrices asociadas a Iy + f y a I; — f son respectivamente

11 -1 1 -1 1
Mi,=|4 -2 4| v N,=[ -4 4 —
3 -3 5 -3 3 -3

Entonces:
Ey=Im(I;+ f) =((1,4,3),(1,-2,-3),(—1,4,5)) = ((1,4, 3), (1, -2, —-3))

Ey=Im(I;— f) ={((1,-4,-3),(-1,4,3),(1,—4,-3)) = ((—1,4, 3))
Se comprueba facilmente que R = E, @ E,.

Definicién: Con las notaciones anteriores, sea f € End(V') involutivo tal que V' = E; @ Fs.
Se define la simetria vectorial de E; en la direccién de Es (o paralela a Es) al homomorfismo

s:V=FE®E — V
T =1+ Ty ~os(x) =1 — 29

Ejemplo: Veamos como actua la simetria asociada al endomorfismo involutivo anterior.

Tomemos un vector x = (—1,16,9) entonces

z=1(1,4,3) +2(1, -2, -3) + 4(—1,4,3) = s(—1,16,9) = (3,0, —3) — (—4, 16, 12) = (7, —16, —15).

vV Vv
r1€E, T2€F> 1 T2
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3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

1. Probar que las siguientes aplicaciones no son lineales

a) £:R® = R tal que f(z,y,2) = (42,7, — y);
b) En un espacio vectorial V' cualquiera fijemos un elemento vy # 0, y definamos
f:V =V tal que f(v) = v+ v.

2. Sea f: R® — IR? una aplicacién lineal tal que
£(1,0,0) = (2,1,0), £(1,1,0) = (=1,2,3), £(1,1,1) = (0,0, 1).

JHay una tunica aplicacion lineal que verifique las condiciones dadas?. Justifique la
respuesta. Si es afirmativa entonces hallar f(3,2,1).

3. Determinar si existe algun homomorfismo f : IRy[z] — IR? que satisfaga
F() = (1,0), f(+2)=(1,1), f(Q+z+2%)=(0,0), fB+2r+2%) =(21).
En caso de que exista alguno hallarlos todos.

4. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo IK. Investigar si la si-
guiente afirmacién es verdadera o falsa: si una aplicacién

T:V W

satisface
T()\Ul + UQ) = >\T(U1) + T(Ug), Ve ]I{, U1,V € ‘/,

entonces es lineal.

5. En los siguientes casos describir las aplicaciones lineales que cumplen las condiciones
dadas, y determinar cuantas hay:

a) f:R?*— R tal que
F(1,1,-1) = (2,1,0), f(1,2,1) =(—=1,2,3), f(1,0,—3) = (0,0,1);
b) f:R*— R tal que
f(1,1,-1) = (2,1,0), f(1,2,1) = (-1,2,3), f(1,0,—3) = (5,0,-3);
¢) f: %3 — %2 tal que
f(1,1,0) = (1,0), f(0,1,1) =(0,1), f(1,0,1) = (1,1);
d) f: M*?(R) — R? tal que

f(Ml) = (1’_1)a f(MQ) = (171)’ f(MS) = (171)a
f<M4) = (37 1)7 f(MS) = (17 _3)'

donde
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3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

6. Se considera el IR-espacio vectorial IR*, y se definen las siguientes aplicaciones f; de
R* en R?. ;Cusles de ellas son lineales?

a) fi(z,y,2,t) = (x y,2) + (1,2,3)

b) faz,y,2,t) = (1,2,3)

c) f3(x,y,z,t) = (x, 2y,3z) (1,2,3)

d) fu(z,y,2,t) = (sen x,cosy, z +t)
e) f5(z,y,2,t) = 2z —y,2y — 2,0)
£) fo(z,y,2,0) = (@ +y,y+z2+1)

Determinar el nicleo y la imagen de aquellas aplicaciones que hayan resultado ser
lineales.

7. Se considera la transformacién lineal f : IR* — IR? tal que
f(I7y,Z) = (ZE—{—Qy,y - Z,{E—}—2Z)

a) Verificar que el vector v = (3,0, 3) pertenece a Im(f).
b) Verificar que el vector v = (2, —1, —1) pertenece a ker(f).

8. Se considera la aplicacién lineal f: M***(IR) — M?**(IR) tal que

FOM) = (_; - ) M.

(1)

a) Verificar que

pertenece a ker(f).
b) Verificar que

pertenece a Im(f).

9. Consideremos el conjunto € de los ntimeros complejos, y la aplicacion f: € — C
que a cada nimero complejo le asigna su conjugado. Se pide averiguar si f es lineal
considerando:

a) C como IR-espacio vectorial

b) € como C-espacio vectorial
En los casos en que f sea lineal, hallar su nticleo y su imagen.

10. Determinar bases de los nicleos y las imagenes de las siguientes aplicaciones lineales
definidas de R® en R™":

a) filz,y,2)=(y+z,x+z,2+y,x+y+2)
b) fz(ZL‘,y,Z) = (x—y,x+y,z,0)
C) f3(x7y72) = (2$73y>$—y>$+y+z)
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3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

d) f4(13>y72):(Oax—y—zyy—$—272—$—y)

11. Sea V el IR-espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 3 con
coeficientes reales. Se considera la aplicacién lineal f: R® — V tal que (para ciertos
a,beR):

f(L,L,1)=2b+aX  f(0,—1,1)=aX +bX>  £(0,0,1)=b+(a—1)X

a) Halla a y b para que f no sea inyectiva

b) Halla bases de ker(f) y de Im(f), en funcién de a y b.

¢) Determina el subespacio f(U), segiin a y b, siendo U = {(x,y,2) € R*: 2+ 2 =
y+z=0}.

12. Di, razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas ¢ no.

a) Sea f: IR"™ — IR" una aplicacion lineal. Si f no es inyectiva,Im(f) no es R".

b) Existe alguna aplicacién lineal f de IR® en IR? que no siendo inyectiva tiene como
imagen todo R?.

c¢) Existe una aplicacién lineal f de IR? en IR® que tiene como imagen todo IR?.
d) Si f: IR? — IR? es aplicacién lineal, entonces ker(f) = {0} o dim(Im(f)) = 1.

e) Si f esuna aplicacion lineal de R" en IR, dim(Ker(f)) =n—1o0 f esla aplicacién
nula.

f) Si f es un endomorfismo de V' tal que Ker(f) = Im(f), dim(V) es un nimero
par.

13. Construye, si es posible, una aplicacion lineal con las condiciones pedidas en cada uno
de los casos siguientes:
a) una aplicacién lineal inyectiva de IR* en R,
b) una aplicacién lineal sobreyectiva de IR* en IR®.
¢) una aplicacién lineal de R* en IR® tal que su rango sea 5.
d) una aplicacién lineal f de R® en IR* tal que dimker(f) = 3.

14. Da un ejemplo, en cada uno de los casos siguientes, de una aplicacién lineal f : R —
IR? verificando:

a) Ker(f) NIm(f)# {0}
b) Ker(f) C Im(f)
(

c) Im(f) C Ker(f)
15. Sean U y W dos subespacios no nulos de IR® tales que U @& W = R®.

a) Determina todos los posibles valores de dim U para que pueda existir una apli-
cacién lineal f: R° — R? tal que Ker(f) =U.

b) Determina todos los posibles valores de dim U para que pueda existir una apli-
cacién lineal f: R? — IR® tal que Im(f) = U.

16. Sean f:R®* - R*y ¢g: R* = IR? dos aplicaciones lineales.
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a) Demuestra que Ker(f) C Ker(go f).
b) Demuestra que si g es sobreyectiva, entonces Im(f) C Im(f o g).
¢) Supongamos que f y g verifican las siguientes condiciones:
i) dim Ker(go f) =1
ii) dimIm(fog) =2
iii) g es sobreyectiva.
Deduce que en ese caso
- f no es inyectiva y Ker(f) = Ker(go f).
- Im(f) = Im(foyg).
17. Sea f: R* — IR? la aplicacién lineal definida por f(x,y, z,t) = (z +y + 22,22 —t,0).

a) Escribe la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.

b) Determina bases de ker(f), Im(f). ;Es f inyectiva? ;Es f sobre?

18. Se considera la aplicacién lineal f: IR® — IR? que respecto las bases canénicas tiene

por matriz
1 -1 0
A= ( 2 3 0 )

a) Halla bases de ker(f), Im(f) y obtén las coordenadas del vector (1,0, 2) respecto
a una base de IR® que contenga a la base del ker f obtenida.

b) Sean B = {(-1,0,0),(1,0,2),(-1,2,0)}, y B' = {(=1,1),(—1,2)} bases de R*®
y IR? respectivamente. Determina la matriz asociada a f respecto de estas nuevas
bases.

c) Halla la matriz de f respecto a las bases C' = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} y C' =
{f<17 17 1)7 f<07 17 0)}

d) Halla matrices inversibles Py @ con P € M>(R) y Q € M5(IR) tales que

PAQ: ({; g) €M2><3<R)

donde r = dim(Imf).
19. En IR* se consideran los subespacios siguientes:
U={(x,y,z,t)Jc+y+z+t=0}, W={(z,y,2,t)/r—y=0,z—t=0}
y sea f: U — W la aplicacion lineal definida por
flr,y,z,t) = (r —3y+2z,x =3y +z,y+ 2z —t,y + 2z — t).

a) Determina bases de U y de W.

b) Determina la matriz M asociada a f respecto de las bases halladas en el apartado
anterior. ;De qué tamano es dicha matriz?

c) Halla bases de Ker(f) y de Im(f).
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3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

d) Determina matrices Py @ regulares tales que

I. 0
QMP_<0 3)
donde I, es la matriz identidad r» X r y r es el rango de f.

20. Sea f:M,(R) — R?

Ty oy _
<z t> ~ f<,z t)—(x z,y—t,x+t

)
g(1,

y sea g : R — R? el homomorfismo definido por { ¢(1
g1

0,0 1
,1,0) = (1,
1,1 2
Se pide

a) Probar que f es una aplicacién lineal.

b) Matriz Ay asociada a f respecto de las bases canénicas.

c) Matriz B asociada a f respecto de las bases

o) ) GGy wv s

B, ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} deR?
d) Matrices regulares Py @) tales que B = QAP.

e) El nticleo e imagen de f. ;Qué tipo de aplicacién es?.

f) Laimagen del vector < zlg Z ) € M, (R) y la antiimagen del vector (1,2,3) € R3.

g) La matriz A, asociada al homomorfismo g, respecto de la bases canénicas de
R3 vy R3. Escribe las ecuaciones que definen el homomorfismo g. Clasifica este
homomorfismo.

h) Las matrices, respecto de las bases canonicas, de las aplicaciones 3f y go f.

21. Sea {é}, ¢, €3} una base de R® y sea f : R — R3 un endomorfismo definido por

—

fléa—e)=¢é —é; f(é1—é)=¢e1+e& —¢; f(éa+6)=¢1—¢;
Calcula la matriz asociada a f en dicha base, el Ker(f) y la Im(f).
22. Se consideran los siguientes endomorfismos de V = IR2.
= flz,y) = (22, —2y)
= g(2.y) = ((cos)a — (sen2)y, (senz)a + (cosz)y)

6 6 6 6
= h(z,y) = (y, )

a) Determina la matriz asociada a cada una de las aplicaciones anteriores respecto
de las bases candnicas en el espacio inicial y en el espacio final.

b) Sea T ={(z,y) €V talque 0<z,0<y,z+y<1}.

1) Demuestra que T' no es un subespacio vectorial de V.
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3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

qlw)

-2 -1

flw)

Figura 3.2: Vector v = (1,2) y transformados de v por f, gy h

2) Representa graficamente el conjunto 7', y el transformado de 7" por cadauna
de las aplicaciones anteriores.

3) (Conoces el nombre de las transformaciones anteriores?.

23. Sean ] = (1,1,0) ; ¥ = (2,0,0) ; v3 = (=1,1,1) y f € End(R3) verificando que
f(0h) = f(ty) =21, y U3 € Ker(f). Halla la matriz de f en la base candnica.

24. Sea f:R® — R?
(z,y,2) ~ flx,y,2) = (ax +y+ 2,2x + ay, 2z + az)

a) Estudia para qué valores de a, f es un endomorfismo inyectivo. Halla, segiin los
valores de a, el nicleo y la imagen de f. Para a =1
b) Halla la matriz Ay, asociada a f, respecto de la base canénica.

c¢) Halla la matriz By, asociada a f, respecto de la base {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}.
d) Halla matrices regulares P y @ tales que By = PAQ).

25. Sea f € End(R*) verificando que

1) ker(f):{feR4/ f:g“zo }
m) f(1,1,1,0) = (1,1,1,0)

1) £(0,0,0,1) = (0,0,0,1)

a) Calcula la matriz asociada f en la base canénica.

b) Dados los subespacios de R*

r+y+z—1t=0

S:{‘fER4/ ZE—y—I—Qt:O } 3 T:<(171a071)7(5737_371)7(4727_370)>

Calcula f(S) + f(T) y f(S)Nf(T).
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3.7. Ejercicios propuestos sobre aplicaciones lineales

26.

27.

28.

29.

30.

Sean
By={7eR¥o—y—2=0}, B, = {T € R®/—x—y+2 =0}, B3 = {¥ € R®/—z+y—2z = 0}
subespacios vectoriales de R3 y sea f € End(R?) verificando:

1) f(u)=u Yue€ E(E;
flvy=2v Yve E (E;s

1) (0,1,1) € Ker(f) . Se pide:

1)
)
a) Matriz A de f en la base candnica.
b) iSon Ker(f) e Im(f) subespacios suplementarios?.
Sean en R* los vectores vy = (1,1,0,0),v, = (0,1,0,1),v3 = (0,0,0,1),v4 = (0,0,1,1),v5 =
(1,0,1,0), v = (1,0,0,0) .
Sea f €End(R*) definida por f(vy) = vy, f(v2) = vs, f(v3) = ve, f(v4) = vy.
a) ;Por qué estd bien definida f?
b) Matriz A asociada a f en la base candnica.

¢) Matriz B asociada a f en la base {ej, s, €3, €4}.
d) Matrices regulares Py @) tales que PAQ = B.

Sea f € End(R?) verificando:

» el nicleo de f estd generado por los vectores (1,—1,0,0) y (0,—2,1,0)

= el nicleo del endomorfismo (f —27) es un subespacio cuyas ecuaciones implicitas
—rx+y+2z2+t=0

vienen definidas por: 2y +t=0
r+y+t=0
y+z+t=0

= la imagen del vector (0,0, 1,0) es el vector (2,0,2,0)

Determina la matriz del endomorfismo respecto a la base candnica.

r—y+z2=0

Sea S =< (x,y,2,t) € ]R4/ 20 +3y+t=0 yT=1{(-1,1,2,-1),(0,1,0,1))
r4+4dy—z+t=0

subespacios de R*.

a) Calcula basesde S, T, S+Ty SNT .

b) Calcula un subespacio S’ suplementario de S.
z 42t 32+t z2-—8t

c) Sea f € End(R*) dado por f(z,y,z2,t) = (y, — B ), — E TR ). Encon-
trar la matriz de f respecto de la base B, unién de las bases de S'y §".
0 77 101
Se considera la aplicacién lineal f : R® — R3 dematriz | 0 0 0 0 7 | con
1 -1 =71 0
respecto a las bases canénicas. Encuentra bases de R® y R? tal que la matriz de f con
10 000
respecto a estas basessea | 0 7 0 0 0
00700
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