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Introduccién Vectores

VECTORES

El concepto de vector en Algebra es distinto al clasico que tenemos
de la Fisica. En concreto, cualquier objeto que cumpla las siguientes
condiciones podra ser considerado como un vector en Algebra:

@ Si se suman dos vectores, se obtiene otro vector

@ Si se multiplica un vector por un nimero (escalar), se obtiene
otro vector

Convenio: Identificaremos con letras latinas a los vectores (@, ¥, 10...) y con letras
griegas (a, B, ~...) a los escalares
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Introduccién Vectores

VECTORES

Para cualquier par de vectores (i, ¥) y escalares («, 3), estas dos
operaciones han de cumplir ciertas propiedades:
@ Suma:
o Conmutativa: 4 +v =7
@ Asociativa: (4 + ¥) + W = 4 + (¥ + W)
@ Elemento neutro 0 < 0

@ Producto por escalares:
@ Asociativa: a(Bu) = (ap)d
o Distributiva respecto de la suma de escalares: (a + 8)@ = au + BT
@ Distributiva respecto de la suma de vectores: a (4 + ¥) = ai + a¥
@ Elementoneutrol & 1 =4l =4
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Introduccién Espacio vectorial

ESPACIO VECTORIAL

ESPACIO VECTORIAL
Un espacio vectorial es cualquier conjunto de vectores que posea
las operaciones sumay producto por escalares, cumpliendo todas
las propiedades anteriores. Dicho espacio vectorial sera real o
complejo segun sean los escalares que hacen que se cumplan esas
propiedades

Ejemplos:

@ R, formado por todos los vectores & de n componentes (xy,+ - ,x,)
reales, es un espacio vectorial real. Sin embargo, no es un espacio
vectorial complejo

@ El conjunto de polinomios de grado < 2 con coeficientes reales,

Py = {ax? + bx + ¢ : a,b,c € R}, es un espacio vectorial real. Sin
embargo, no es un espacio vectorial complejo

G1954: Algebra y Geometria Espacios vectoriales 4/33



Introduccién Espacio vectorial

ESPACIO VECTORIAL

Ejercicios:
@ Razona si son espacios vectoriales (reales o complejos) los
siguientes:
@ El conjunto G35 de los polinomios de grado 3 (estrictamente 3)
@ El conjunto Ms,» de matrices reales cuadradas de orden 2
@ Explica si R3, con las operaciones suma y producto por un
escalar indicadas a continuacién, es espacio vectorial:
(z,y,2) + (2,9, 2') = (z + 2,y + ¢,z + 2')
Az,y,2z) = (0, Ay, Az)
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Introduccién Subespacio vectorial

SUBESPACIO VECTORIAL

DEFINICION
Dado un espacio vectorial U, se dice que un subconjunto S de U es

un subespacio vectorial si contiene al vector 0 y al efectuar las
operaciones de suma y producto por un escalar sobre vectores de S,
el resultado permanece en S (se suele decir que S es cerrado para
la suma y el producto por escalares)

e0€sS

o Siu,v€S = u+veS

@ Sigte SyAlesunescalar = AueS

Nota: No haria falta comprobar el resto de propiedades (asociativa, conmutativa,
etc) porque si se cumplen en U (por ser espacio vectorial), también se cumpliran en
S
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Introduccién Subespacio vectorial

SUBESPACIO VECTORIAL

Ejemplos:

@ Larecta y = x es un subespacio de R2. Esta formado por los
vectores de la forma («x, ). Contiene al vector (0,0) y es
cerrado para la suma y el producto por escalares:

® (z,xz) 4+ (z',2") = (x 4+ «’, = + «’) también pertenece a la recta
@ A\(z,x) = (Ax, Ax) también pertenece a la recta

@ El plano XY es un subespacio de R3. Esta formado por
vectores de la forma (z, y, 0). Contiene al vector (0,0,0) y es
cerrado para la suma y el producto por escalares:

° (xz,y,0) + (¢',y’,0) = (z + ',y + y’, 0) también pertenece al plano
@ A\(z,y,0) = (Az, Ay, 0) también pertenece al plano
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Introduccién Subespacio vectorial

Ejercicios:
@ ;Es un subespacio de R? el conjunto de vectores de la forma
(a,1)?

@ ;Forma IP; (polinomios de grado < 1) un subespacio de Py
(polinomios de grado < 2)?

@ En My, (matrices reales cuadradas de orden 2), s es un
subespacio el conjunto de las matrices simétricas?
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Formas implicita y paramétrica

FORMAS IMPLICITA Y PARAMETRICA

En general, podremos describir los subespacios de R™ de dos
maneras:

@ Forma implicita: mediante ecuaciones. Los vectores que
verifican las ecuaciones son los que pertenecen al subespacio
Nota: Cuantas més ecuaciones implicitas haya, mas pequefio sera el
subespacio

@ Forma paramétrica: mediante una expresion con parametros,
que al tomar distintos valores producen todos los vectores del
subespacio.

Nota: La suma del nimero de ecuaciones implicitas y el nimero de
parametros del subespacio es igual a la dimension del espacio total en el
que estemos trabajando.
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Formas implicita y paramétrica

Ejemplos:

@ En RR? la recta bisectriz del primer/tercer cuadrante se escribe
en implicitas como {x = y} y en paramétricas como
{(AA) : A € R}

@ La forma implicita del subespacio de R3 cuya expresion en
paramétricas es {(a, B, a — B) : a, B € R}, es {z = = — y}.
Este subespacio es un plano

@ En RR3, el subespacio cero (0,0, 0) tiene como forma implicita
{x = 0,y = 0,z = 0}. No tiene forma paramétrica, pues no
hay nada que pueda variar, es un punto fijo

@ R3 tiene como forma paramétrica {(«, 3,7) : a, B,y € R}. No
tiene forma implicita
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Formas implicita y paramétrica

Paso de la forma implicita a la paramétrica:

Basta considerar las ecuaciones implicitas como un sistema y resolverlo.
Su solucién general (que podra depender de parametros) serd la expresion
paramétrica

Paso de la forma paramétrica a la implicita:
Se trata de describir mediante ecuaciones cémo es el vector genérico del
subespacio. Ayudara saber cuantas ecuaciones son necesarias para ello

Ejercicios:

@ Obtén la forma paramétrica del subespacio de R2 dado por las ecuaciones
implicitas: {z 4+ z = 0, + 2y + z = 0}. Geométricamente, ;qué
subespacio es este?

@ Obtén las ecuaciones implicitas del subespacio de R3 dado por la forma
paramétrica {(a, o, 3cx) : a € R}. Geométricamente, ¢ qué tipo de
subespacio es este?
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Dependencia e independencia lineal

DEPENDENCIA LINEAL

Dado un conjunto de vectores {u1, u3,--- ,u,} se llama
combinacioén lineal (C.L.) a cualquier vector de la forma

U4 = a1ul + agulz + -+ - + ayuy, donde {a1,- - , -} sON
escalares llamados coeficientes de la C.L.

OBSERVACION
La C.L. de vectores de un subespacio S estaen S

Ejemplo: En R2, dado el subespacio S = {(z,z) : = € R},
cualquier C.L. de dos elementos de S tendria la forma

a(z,z) + B(x',x’') = (ax + B2, ax 4+ Bx’), que también es
elemento de S.
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Dependencia e independencia lineal

DEPENDENCIA LINEAL

DEFINICION

@ Un conjunto de vectores es linealmente dependiente (o
ligado) si al menos uno de ellos es C.L de los demés, o bien, el
vector 0 es C.L. de ellos con algun coeficiente no nulo

@ Un conjunto de vectores es linealmente independiente (o
libre) si ninguno de ellos es C.L. de los demas, o el vector 0 no
se puede expresar como C.L. de ellos a no ser que todos los
coeficientes sean nulos )

Ejercicio: Comprobar si son linealmente dependientes los siguientes conjuntos de

vectores:
@ 4=(1,1),7=(0,3)yw = (2,5) en R?
@ @=(3,1)yv=(4,5) enR?
@ 4=(1,0,2),%=(4,3,1)yw = (5,3,3) en R3
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Dependencia e independencia lineal

DEPENDENCIA LINEAL

Observaciones:

@ El conjunto formado por un solo vector @ no nulo es libre

@ Dos vectores {u, ¥} son linealmente dependientes cuando uno
es multiplo de otro

@ Todo conjunto que contenga el 0 es ligado

@ Siun conjunto es ligado, anadiéndole vectores sigue siendo
ligado

@ Siun conjunto es ligado, quitandole vectores que son C.L. de los
demas llegara a ser libre

@ Siun conjunto es libre, quitandole vectores sigue siendo libre

@ Siun conjunto es libre, se pueden anadir mas vectores libres
hasta un cierto nimero (la dimension del espacio) sin dejar de
ser libre
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Dependencia e independencia lineal

RANGO DE UN CONJUNTO DE VECTORES

El rango de un conjunto de vectores es el nUmero de vectores
linealmente independientes que hay en dicho conjunto

Propiedades:
@ Elrango de un conjunto de vectores es el rango de la matriz que forman (se
suelen colocar por columnas)

@ Si al eliminar uno de los vectores se conserva el rango del conjunto, dicho
vector depende linealmente de los demas

@ Si al afadir un vector a un conjunto se conserva el rango, entonces el nuevo
vector depende linealmente de los anteriores

Ejercicio: En R3, determina el rango del conjunto formado por los vectores
4= (1,0,0),J = (0,1,0), ¥ = (1,1,0) y k= (0,0,1). ¢Hay algun vector
dependiente de los demas? En ese caso, ¢,cudles son los independientes?
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Sistema generador, base y dimensién

SISTEMA GENERADOR

DEFINICION

Dados los vectores {ui,u2, - -+ ,u,} el conjunto de todas las
posibles combinaciones lineales de ellos se llama subespacio
generado (o engendrado) por {u3, u2,--- ,u,}. Se dice que
{u1,u3a,--- ,u;} constituyen un sistema generador (del
subespacio generado), que denotaremos como < Uy, U, -« - , Uy >

o’

Ejemplos:

@ En R2, un vector no nulo i genera una recta

@ En RR3, dos vectores (l.i.) generan un plano. Por ejemplo, @ = (1,0, 0)

y ¥ = (0,1, 0) generan el plano XY
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Sistema generador, base y dimensién

SISTEMA GENERADOR

Ejercicios:
@ ;Son los vectores (1,1) y (2, 2) un sistema generador de R??
En caso negativo, ;qué subespacio generan?
@ Halla un sistema generador del subespacio {x = y} de R3
@ ;Forman los vectores 4 = (2,0), ¥ = (1,3) y W = (2,1) un
sistema generador de R2?

@ En R3 ;pertenece @ = (1,2, 3) al subespacio generado por
v = (4,5,6),w = (7,8,9)7
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Sistema generador, base y dimensién

BASE

Se llama base de un espacio (o subespacio) vectorial a un sistema
generador de dicho espacio (0 subespacio) en el que todos sus
vectores sean linealmente independientes

Propiedades:
@ Un espacio (o subespacio) vectorial S tiene infinitas bases
@ Una base de S es un sistema generador lo mas pequefio
posible (minimal) de S
@ Una base de S es un conjunto de vectores linealmente
independientes lo mas grande posible en S

@ Dada una base de S, cualquier vector de S se puede obtener,
de forma unica, como C.L. de los vectores de esa base
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Sistema generador, base y dimensién
Ejemplos:

@ La base candnica de R2 la forman los vectores
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, que son linealmente independientes y
constituyen un sistema generador (cualquier vector de R? se puede
escribir como C.L. de ellos)

@ Otra base distinta de R3 es {(1,0,0), (1,1,0), (0,2, —3)}

@ Los vectores {(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)} no forman base de R3 ya
que no son linealmente independientes

Ejercicios:

@ En R3, sea el subespacio S = plano XY. ;Forman los vectores
{(3,2,0),(1 —1,0)} base de S? ;Y los vectores
{(2,0,0),(0,3,0),(4,1,0)}?

@ ;Es {(1,0,2),(1,0,—1)} base de R3?
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Sistema generador, base y dimensién

DIMENSION

Todas las bases de un espacio (o subespacio) tienen el mismo nimero de vectores,
gue nos dice cudl es la dimensién del espacio (subespacio)

Propiedades:
@ La dimension de un subespacio en R™ coincide con el nUmero de parametros
libres en su forma paramétrica
@ Elrango de un conjunto de vectores es igual a la dimensién del subespacio
gue generan

OBSERVACION
Sea S un subespacio de dimensiéon m. Entonces:

@ si tenemos m vectores linealmente independientes en S, seran sistema
generador de S (y por tanto, base)

@ sitenemos m vectores que generan S, también seran linealmente
independientes (y por tanto, base)
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Sistema generador, base y dimensién

MATRIZ DE CAMBIO DE BASE

En un espacio vectorial U, dadas dos bases B y B’, se llama matriz
de cambio de base (0 de cambio de coordenadas) de B a B’ a la
matriz que contiene en sus columnas las coordenadas de los
vectores de la base B expresados en funcion de la base B’

Ejemplo: Consideremos en R? la base canoénica B = {(1,0), (0,1)} y otra base
B = {(27 3)7 (17 _1)}

Cambio de base de B’ a B: La matriz de cambio de base de B’ a B:
(2?3) = 2(1$O) + 3(0’ 1) 2 1

o . _ PB’—>B -
(17 1) = 1(170) 1(071) 3 -1
Cambio de base de B a B’: La matriz de cambio de base de B a B’
(1,0) =1/5(2,3)+3/5(1,—1) 1/5 1/5
(0,1) = 1/5(2,3)—2/5(1, —1) P = <3/5 _2/5)
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Sistema generador, base y dimensién

MATRIZ DE CAMBIO DE BASE

La matriz Pg_, g- permite hallar
las coordenadas de cualquier
vector (por ejemplo el @ = (1, 2))
en la base B’:

1/5 1/5\ (1\ _ [ 3/5
3/5 —2/5)\2) \-1/5

Propiedades:

Podemos volver a las
coordenadas en la base B
usando la matriz Pg/_, g:

(22 ()0

@ Toda matriz de cambio de base es cuadrada n x n, siendo n la
dimension del espacio al que se refieren las bases

@ Toda matriz de cambio de base es invertible, es decir, tiene
determinante no nulo

@ Pp/_.py Pp_.p/ soninversas entre si: Pg,_,g = PELB, y

-1
Pp_.p = PB'—)B
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios

INCLUSION DE SUBESPACIOS

Se dice que el subespacio S esta contenido en el subespacio T
(S C T) sitodos los elementos de S estan también en T'. En ese
caso, dim(S) < dim(T)

Nota: En cualquier espacio vectorial, el subespacio 0 esta contenido en todos los demas
subespacios
Ejemplos:
@ EnR3,sean S: {y =0,2=0}yT:{y =0}.S C T pues todo vector que
satisfaga las ecuaciones de S también satisface la de T
@ EnR3,sean S = {(1,0,0) : A€ R}y T = {(,0,8) : a, BER}. S CT,
pues todo vector de la forma (A, 0, 0) también lo es de la forma (e, 0, 3)
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios

INTERSECCION DE SUBESPACIOS

La interseccién de los subespacios Sy T (S N T) la forman los
elementos comunesa Sy T

La forma mas sencilla de calcular S N T es considerar, conjuntamente, las
ecuaciones implicitas de Sy las de T'. Resolviendo el sistema obtendremos la
forma paramétricade S N T

Ejemplo: Sean en R? los subespacios S : {z = 0} (plano XYy
T : {y = 0} (plano X Z). S N T se expresa en implicitas como
{z = 0,y = 0} y en paramétricas como {(«,0,0)} (eje X).

S N T también es un subespacio, pues la suma y el producto por un

escalar permanece dentro de S'y Ty, por tanto, dentrode S N T
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios

SUMA DE SUBESPACIOS

DEFINICION

Dados dos subespacios Sy T, el subespacio suma se define como el conjunto de
vectores que podamos construir sumando un vector de S y otro de T

v

TEOREMA

Uniendo sistemas generadores de los subespacios S'y T, se obtiene un sistema
generador (no necesariamente una base) del subespacio S + T

Nota: Al contrario que la interseccion, la suma S + T se calcula més facilmente usando la
forma paramétricade Sy T'

Ejemplo:

Sea S = {(o, 8,0) : o, B € R} (plano XY) — sist. gen. {(1,0,0), (0,1,0)}
SeaT = {(a,0,7) : a,v € R} (plano X Z) — sist. gen. {(1,0,0), (0,0,1)}
Se puede ver que {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es sistema generador de S + T
(de hecho genera todo R3)
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios

SUMA DE SUBESPACIOS

Ejemplo: Sean en R? los subespacios S = {(a,a + 3,8) : o, 8 € R}y
T ={(0,0,v) : v € R}.Entonces, S+ T = {(a,a + 3,8+ 7) : a, 8, A € R}

TEOREMA

S + T también es un subespacio, pues la suma y el producto por un
escalar permanece dentrode S + T

v
OBSERVACION

S N T es el mayor subespacio contenidoen Sy T,y S + T es el menor
subespacio que contienea Sy T
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios

SUMA DIRECTA

OBSERVACION

Sean S y T dos subespacios. Hemos visto que uniendo un sistema
generador de S con uno de T se obtiene un sistema generador de S + T'.
Sin embargo, no siempre uniendo una base de S con una base de T se
obtiene una basede S + T

En general, se cumplira la férmula de Grassmann:
|dim(S + T) = dim(S) + dim(T) — dim(S N T)]

DEFINICION
Se dice que la suma de Sy T es directa (S @ T) si su interseccion
(S N T) es solamente el vector 0. Por tanto:

dim(SEPT) = dim(S) + dim(T)
En estas condiciones, al unir una base de S y una base de T se obtiene
unabasede ST
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios

SUBESPACIO SUPLEMENTARIO

Si dos subespacios S y T del espacio vectorial U estan en suma directa
(§ N T = 0) y ademas su suma es igual al espacio total (S P T = U), se
dice que S y T son suplementarios (0 complementarios)

Nota: El Gnico suplementario del O es el espacio total, y el tinico suplementario del espacio
total es el 0

Procedimiento para hallar un subespacio suplementario:

Dada una base del subespacio S, la extendemos afiadiendo vectores
(linealmente independientes de los anteriores) hasta formar una base del
espacio total U. Para ello podemos elegir cualquier vector, por ejemplo, los
de la base candnica de U. Los vectores que hemos afiadido a los de la
base de S forman una base de un suplementario de S (hay infinitos
suplementarios)
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SUBESPACIO SUPLEMENTARIO

Ejemplo: En R, sea S un subespacio cuya base viene dada por los
vectores u; = (1,0,2,0) y u> = (3,0, 0, 0). Para hallar un suplementario
de S, consideramos los vectores de la base candnica de R*,
{(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}. Podemos afadir a
{u1,us} los vectores (0,1,0,0) y (0,0,0,1), ya que los 4 forman un
conjunto linealmente independiente (rango 4). Por tanto,
{(0,1,0,0),(0,0,0,1)} seran una base de un suplementario de S

Ejercicio: Dado el subespacio S de R* definido por las ecuaciones
implicitas {x + y = 0,¢ = 0}, obtén un subespacio complementario de S
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios Ejemplos en R3

EJEMPLOS EN R3

Dos rectas, S1 =< 91 >y S2 =< 92 >, que se cortan

51N Sz ={(0,0,0)}
81+ S =< ¥y, U2 >
S1 6p S = S, siendo S el plano que contiene a ambas rectas
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EJEMPLOS EN R3
recta

Dos planos, S1 =< U3, U4 >y S2 =< ¥1, U2 >, que se cortan en una

S1NS2 # {(0,0,0)}

— — — — — — —
Sl + SZ =< V1, U2, VU3, Ug >=< VU1, U2, U3z >

Algebra y Geometria

S1 + S2 = R3, pero ST63S7

Espacios vectoriales

Q
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios Ejemplos en R3
EJEMPLOS EN R3

Recta S3 =< 93 > contenida en un plano S; =< 91, U2 >

S1+ S = Sl,yaque S, C S,
Si€pS2,yaque S; N Sy = S

Algebra y Geometria

Espacios vectoriales
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Inclusioén, interseccién y suma de subespacios Ejemplos en R3

EJEMPLOS EN R3

Recta S; =< ¥3 > que corta un plano Sy =< 91, U2 >

Sz

N

S1NS; = {(0,0, 0)} y S1 + S2 =< U1, V2, U3 >= R3, por tanto,
S1 € S2. En otras palabras, Sy y S2 son subespacios suplementarios
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