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Introduccién

ENDOMORFISMO (I)

Un endomorfismo es una aplicacion lineal en la que el espacio
inicial y el final son el mismo, f : V.— V. La matriz de un
endomorfismo sera por tanto cuadrada de orden n, siendo n la
dimensién de V

Recuerda que ‘ dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) =n ‘ Por tanto, un
endomorfismo ha de ser j) inyectivo y suprayectivo a la vez (biyectivo), o ii)
ninguna de las dos cosas

Ejercicio: Clasifica los siguientes endomorfismos:

® f:RZ — R2
($7y) ~ (7$+y73y)
@ f:RZ — R2

(z,y) ~ (22, @)
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Introduccién

ENDOMORFISMO (11)

En un endomorfismo f estaremos en la siguiente situacion:
£

V—mmM—V

BCy —2 . Bcy

A

B——= B

Portanto, M = P~'AP (0 A= PMP~1)

Por ser matrices (cuadradas) del mismo endomorfismo en bases distintas,
se dice que A y M son semejantes. En este tipo de matrices se cumple:
9 tr(A) =tr(M)

@ det(A) = det(M)
@ Ay M tienen los mismos autovalores
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Valores y vectores propios

En este tema se tratara de ver si, dada una matriz cuadrada real A, existe
otra matriz semejante a ella que sea diagonal, D, tal que se cumpla la
relacion D = P=1AP (0 A = PDP~!). En otras palabras: dado un
endomorfismo, trataremos de encontrar una base en la cual la matriz del
mismo sea diagonal (P sera por tanto la matriz de paso que contiene en
sus columnas esa nueva base). Para ello se utilizaran los valores y
vectores propios

VALORES Y VECTORES PROPIOS

Si un vector ¥ no nulo cumple que f(¥) = AvU (con X escalar € R),
se dice que v es un vector propio (o0 autovector) de f,y que A es su
valor propio (o autovalor) asociado. Ademas, todos los vectores
propios ¥ asociados a A forman un subespacio vectorial, V,, al que
llamaremos subespacio propio de A

G1954: Algebra y Geometria Diagonalizacion 4/28



CALCULO DE VALORES Y VECTORES PROPIOS

@ Plantear el polinomio caracteristico de A: |A — \I|. Los autovalores
seran las raices de este polinomio de grado (maximo) n en A
Nota: Puede haber valores propios cuya multiplicidad sea mayor que 1. Por ejemplo, en
el polinomio caracteristico (4 — A\)3(5 4 ), el autovalor 4 tiene multiplicidad 3, y el —5

tiene multiplicidad 1. Utilizaremos la siguiente notacién: m(4) = 3, m(—5) =1

@ Para cada valor propio \;, resolver el sistema (A — X\;I)%@ = 0, con
¥ € V. Las soluciones a este sistema seran los autovectores
asociados a A;, es decir, Vy,

Notas:
o Date cuenta que V,, = Ker(A — \;1)
° | dim(Vy,) = n — rg(A — A1) |y| 1 < dim(Va,) < m(\;)

Ejercicio: Dado el endomorfismo f : (z,y) € R? ~ (3z + 2y,y) € R?, calcula
sus autovalores y los subespacios propios asociados a estos autovalores
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Valores y vectores propios

Sea A |la matriz de un endomorfismo. Entonces:

PROPIEDADES DE LOS AUTOVECTORES

@ Los autovectores asociados a autovalores distintos son L.I.

PROPIEDADES DE LOS AUTOVALORES (I)

@ Si A es diagonal o triangular, sus autovalores son directamente los
elementos de la diagonal

@ La suma de todos los autovalores de una matriz, contando cada uno
de ellos tantas veces como indica su multiplicidad, es igual a su traza

@ El producto de todos los autovalores de una matriz, contando cada
uno de ellos tantas veces como indica su multiplicidad, es igual a su
determinante
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Valores y vectores propios

PROPIEDADES DE LOS AUTOVALORES (lI)

@ Los autovalores de un endomorfismo son los mismos respecto de
cualquier base. Por tanto, cualquier matriz de un endomorfismo,
respecto de cualquier base, tiene la misma traza y el mismo
determinante

@ Una matriz es singular si A = 0 es autovalor
@ Los autovalores de A son los mismos que los de At

@ Silos autovalores de A son {A1, ..., Ar}:

o Losde A* son {A%, ..., Ak}

@ Losde aA (con a escalar € R) son {aA1, ..., X, }
1

ceey z

@ Losde A~ (simpre que A~ exista) son %,
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Diagonalizaciéon de endomorfismos

PROCEDIMIENTO GENERAL PARA DIAGONALIZAR UN ENDOMORFISMO (I)
Comprobar si A, real, es diagonalizable:

@ Resolver la ecuacion |[A — AI| = 0 para obtener los valores propios. Si
alguno de ellos no es real, el endomorfismo no es diagonalizable

@ Paracada \; (i = {1, ...,7}), hallar una base del subespacio propio asociado
Vs, Y obtener su dimensién, comprobando que dim(Va,) = m(X;). Sialgln
autovalor no verifica lo anterior, el endomorfismo no es diagonalizable

Ejercicio: Comprueba si los siguientes endomorfismos son diagonalizables:

2 0 2
a A=|-1 3 1
0 0 3
3 -2 4
b) A= | -2 6 2|, cuyo polinomio caracteristico es —(7 — A\)2(\ + 2)
4 2 3

En caso de serlo, obtén una base de sus subespacios propios
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Diagonalizacién de endomorfismos

PROCEDIMIENTO GENERAL PARA DIAGONALIZAR UN ENDOMORFISMO (II)
Si efectivamente A, real, es diagonalizable:

@ Ladiagonal de D estara formada por los valores propios
Nota: Para que D sea n X n se necesitaran n elementos en la diagonal, asi
que habra que repetir cada valor propio A; tantas veces como indique su
multiplicidad

@ La base respecto a la cual el endomorfismo es diagonalizable es la
formada por la uniéon de las bases de todos los subespacios propios
r

(date cuenta que Z dim(Vy,) = mn). P es una matriz que tiene, en

columnas, los vecltorles de esta base (que sera una base de
autovectores de V)

Nota: Ha de respetarse el mismo orden al colocar los valores propios en la
diagonal de D y los correspondientes vectores propios en las columnas de P |
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Diagonalizaciéon de endomorfismos

En resumen: Si B es una base formada por vectores propios de f, la
matriz de f en la base B es diagonal (D). Estariamos en la
siguiente situacién:

ENDOMORFISMO DIAGONALIZABLE

\% ! \%

BCy A BCy

il ol
. D (diagonal) .
B (vectores propios) ——— > B (vectores propios)

Como ya sabemos, se cumplird que A = PDP—*
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Diagonalizaciéon de endomorfismos

Ejercicio: Comprueba si son diagonalizables los siguientes
endomorfismos:

@ f:R? — R2
("1"7?/) ~ (393+2y’y)
@ f:R® — RS

('1'7 Y, z) ~ (:l} —4y,—y,2y + z)

En caso de serlo, obtén las matrices D y P y comprueba que se cumple la
relacion A = PDP~'. ;Qué pasa con la traza y el determinante de las
matrices Ay D?
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Diagonalizaciéon de endomorfismos Diagonalizacién ortogonal (matrices simétricas)

DIAGONALIZACION ORTOGONAL DE MATRICES SIMETRICAS

Una matriz A, x» €s diagonalizable ortogonalmente si y sélo si existe P
ortogonal tal que P~'AP = P*AP = D. Recuerda que para que P sea
ortogonal sus columnas tienen que ser ortonormales.

Toda matriz real simétrica es diagonalizable. Ademas, en este tipo de
matrices, los subespacios propios asociados a distinto valor propio son
ortogonales

2 4
Comprueba que se cumple la relacion PPAP = Dy que Vy, y Vi, son
ortogonales.

. . . 1 2
Ejercicio: Diagonaliza (ortogonalmente) la matriz A = < >
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

CONICAS

Curvas que se obtienen al cortar un cono con diferentes planos, como se
muestra en la siguiente figura:

Parébola Circunferencia Elipse Hipérbola

En este tema nos centraremos en el estudio de la elipse y la hipérbola
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

LA ELIPSE (I)

Lugar geométrico de los puntos del plano tal que la suma de las distancias a dos
puntos fijos denominados focos, F'y F’, es constante

eje secundario
+

Y |[B d,+d=cte
— | By
/ d1 ( S \
,"/ LN
." \\
[ a \x
A" F . O ,': "A' * eje focal
iC]

o Eje focal: Recta que pasa por los focos
@ Eje mayor: Segmento A A/, de longitud 2a (a es la longitud del semieje mayor)

@ Eje secundario: Recta mediatriz del segmento F F’
@ Eje menor: Segmento BB, de logitud 2b (b es la longitud del semieje menor)
@ vertices: A, A’, By B (puntos de interseccion de Ia elipse con los ejes focal y secundario)

@ Distacia focal: Segmento F'F/, de longitud 2c, siendo ¢ = 4 / a2 — b2 la distancia desde el origen a los focos

@ Excentricidad:e = £,con0 < e <1
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

LA ELIPSE (II)
Elipse de eje focal horizontal centrada en Elipse de eje focal vertical centrada en un
un punto cualquiera P(xzo, Yo) punto cualquiera P(zo, Yo)

/ \
/ \ / . F \
I F Pl I ‘ [
I B = J4 »
\ ; |
\ b \ |

Ecuacién candnica:

Ecuacién canénica:
(w—x0)2+(y—y0)2 -1 (y—y0)2+(z—mo)2 1
a? b2 a2 b2 -

@ a > b,aenejefocal, beneje

@ a > b,aeneje focal, b en eje
secundario

secundario
@ Vértices: VA’AI (:110 + a, y()),
VB,B’ (%o, Yo £ b)

@ Focos: F(zo + ¢, yo)

@ Vértices: Vy 4/ (x0,y0 £ a),
V,B’ (o £ b, yo)

@ Focos: F(xo,yo % ¢)

Nota: En este tema s6lo estudiaremos elipses centradas en el origen, (zo = 0,yo = 0)
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

LA HIPERBOLA ()

HIPERBOLA

Lugar geométrico de los puntos del plano tal que la diferencia de distancias (en
valor absoluto) a dos puntos fijos denominados focos, F'y F’, es constante

Y
&l

eje imaginario

\ ‘”"j":i{e, bl
N oo, P
\\ 1. /7 \
: /A o A'\-\ F' cje focal
p AN
S X
B

o Eje focal: Recta que pasa por los focos
@ Eje mayor: Segmento A A’, de longitud 2a (a es la longitud del semieje mayor)

o Eje secundario (imaginario): Recta mediatriz del segmento FF’
@ Eje menor: Segmento BB/, de longitud 2b (b es la longitud semieje menor). Los puntos B'y B’ se obtienen
como interseccion del eje imaginario con la circunferencia que tiene por centro uno de los vértices y radio ¢
@ \Vértices: Ay A’ (puntos de interseccion de la hipérbola con el eje focal)

@ Distacia focal: Segmento F F7, de longitud 2¢, siendo c = A/ a2 + b2 la distancia desde el origen a los focos

@ Excentricidad, e = £,cone > 1
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

LA HIPERBOLA (lI)

Hipérbola de eje focal horizontal centrada Hipérbola de eje focal vertical centrada en
en un punto cualquiera P(xo, yo) un punto cualquiera P(xo, yo)
\ /

N ./
N4

/TN
; X
Ecuacién canénica: Ecuacion candnica:
(z —20)®> (y—90)* _ 1 _(x—z0)? n (y —yo)? _ 1

a? B b2 o b2 a? -
@ a en eje focal, b en eje imaginario @ a en eje focal, b en eje imaginario
@ Vértices: V4 4/ (xo £ a,yo) @ Vértices: Vy 47 (x0,yo £ a)
@ Focos: F(xzo £ ¢, yo0) @ Focos: F(zo,yo £ ¢)
@ Asintotas: y — yo = :I:%(a: — o) @ Asintotas: y — yo = 5 (z — o)

Nota: En este tema sélo estudiaremos hipérbolas centradas en el origen, (zo = 0,yo = 0)
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

LAS CONICAS COMO FORMAS CUADRATICAS (l)

Es facil ver graficamente que las elipses y las hipérbolas se obtienen a
partir de distintos tipos de formas cuadraticas:

@ Las formas cuadraticas definidas positivas y las definidas negativas dan
lugar a elipses al corte con un plano z = cte # 0

Q:R2 —R
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

LAS CONICAS COMO FORMAS CUADRATICAS (1)

@ Las formas cuadraticas mixtas o indefinidas dan lugar a hipérbolas al corte
conunplano z = cte # 0

Q:R? —R
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

DIAGONALIZACION DE CONICAS (l)

TEOREMA

Toda forma cuadrética Q : £ € R™ ~ £AZ* € R en la que existan términos
cruzados puede reducirse a otra equivalente Q(z’) = A1 &'3 + ... + Az’
mediante un cambio adecuado de coordenadas Pa?’t = &*, donde P es una matriz
ortogonal (P*P = I), siendo los coeficientes Ay, ..., A,, (algunos pueden estar
repetidos) los valores propios de la matriz A asociada a Q. Se cumplira que

A = PDP?, donde D es la matriz diagonal que contiene dichos autovalores

Dado que los términos a:’f:{l ...n} Seran forzosamente positivos, las formas
cuadraticas se pueden clasificar atendiendo a los autovalores de A:

@ (Q definida positiva si A;—¢1,....n} > 0 = elipses
@ (Q definida negativa si A\;—¢1,...n} < 0 = elipses
@ @ semidefinida positiva si A\;—;1,....n} > 0 = par de rectas (cén. degenerada)
@ @ semidefinida negativa si A\;—(;,... »; < 0 = par de rectas (cén. degenerada)

@ Qindefinidasi 34,5 | A; > 0,\; < 0= hipérbolas
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

DIAGONALIZACION DE CONICAS (II)

Imaginemos una coénica en R? definida por una ecuacion del tipo
Q(z,y) = az?® + bzy + cy? = k, con b # 0. Nuestro objetivo sera eliminar el
término cruzado, que nos indica que la cénica esta rotada respecto de los ejes
coordenados de la base canénica. Para ello necesitaremos encontrar una nueva
base, B, en la cual la conica esté orientada segun los nuevos ejes coordenados.
Esto nos permitira escribir su ecuacién en forma candnica, por lo que nos resultara
muy facil identificar de qué tipo de cénica se trata y cuales sus elementos
caracteristicos. El procedimiento es el siguiente:
Q(z,y) = (;z: y)A(m),conA: (‘; )
Y 2
2 Diagonalizamos ortogonalmente A:
A es simétrica, por lo que es ortogonalmente diagonalizable = 3 P ortogonal tal que

PtAP = D. No olvides que habra que normalizar los autovectores de A antes de
colocarlos como columnas de P
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

DIAGONALIZACION DE CONICAS (l11)

3 P es la matriz de paso de la nueva base B a la base candnica de R2,

por lo que:
x’ T
P = = (' y)P=(z vy
E)=(5)=& nr=@
()="()
Y Yy
Sustituyendo en la expresion matricial de @, quedaria:

(z y)A (2) = (z y)PDP' (m> = (2' o) P'PD (m:) =

Yy Yy

@ v (7)
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Diagonalizacién de cénicas Las cénicas

DIAGONALIZACION DE CONICAS (IV)

4 Ya podemos obtener la expresidén candnica de la conica respecto de la
nueva base B, que seria la compuesta por los vectores que aparecen
en columnas en P

A 0 !
0 (s 2)(5) k-l

5 Las columnas de P indican la direccién y sentido positivo de los
nuevos ejes coordenados. Si det(P) = 1, dichos ejes tendran la
misma orientacion relativa que los canénicos. Si det(P) = —1,
podremos cambiar la ordenacién de sus columnas (asi como las de
D) convenientemente para que det(P) pase a ser 1
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Diagonalizacién de cénicas Canonizacion de cénicas rotadas

CANONIZACION DE UNA ELIPSE ROTADA (1)

Ejemplo: ;Qué tipo de conica representa la ecuacion
3x? + 8xy + 9y? = 6? Determina cuales son sus ejes principales y obtén
Su ecuacion canénica (en relacién a la base formada por dichos ejes).

. " . 3 4 s
@ La matriz de la forma cuadratica asociada es A = (4 9) , Simétrica

. . . ) 11 0
@ Diagonalizamos ortogonalmente A, obteniendo las matrices D = ( R 1>

1 -2 — - .
yP = % (2 1 ) Los autovalores en D nos indican que la conica sera

H - 1 - _ 1
u.na elllpse. Los vectores v; = ﬁ(l, 2)y vy = ﬁ(—z, 1) marcan la
direccién de sus ejes principales
© En la nueva base ortonormal {v1,v2}, la ecuacién de la conica pasara a ser

11z’2 + 1y’ = 6, que podemos escribir en su forma canénica como

2 2 , . . .
%s~ + Y5~ = 1. Esta claro que se trata de una elipse con eje focal vertical

11
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Diagonalizacién de cénicas Canonizacion de cénicas rotadas

CANONIZACION DE UNA ELIPSE ROTADA (1)

2 2

x f/E—
=2 + %2 =1, con ,
11

15

1

7y
05
¥y

25 2 15 -1 -05 Q 05 1 25

La presencia del término cruzado 8zy hace que la elipse no esté orientada segun los ejes
coordenados de la base canénica, {(1,0), (0,1)}. Fijate ademas en que det(P) = 1, por lo
que la base {v1,v2} y la canonica tienen la misma orientacion relativa. Esto quiere decir que
para ir desde @1 a 2 habria que avanzar un angulo 7 en el sentido antihorario; lo mismo que
hariamos para ir desde (1,0) a (0,1)
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Diagonalizacién de cénicas Canonizacion de cénicas rotadas

CANONIZACION DE UNA HIPERBOLA ROTADA (1)

Ejemplo: ;Qué tipo de conica representa la ecuacion x? + 4xy + y2 = 9?
Determina cuales son sus ejes principales y obtén su ecuacién canonica
(en relacién a la base formada por dichos ejes).

. - . 12\ ..
@ La matriz de la forma cuadratica asociada es A = (2 1) , Simétrica

. . . . -1 0
Q Diagonalizamos ortogonalmente A, obteniendo las matrices D = ( o 3>

1 1 S L P
yP = \15 ( 1 1). Los autovalores en D nos indican que la conica sera

una hipérbola. Los vectores v; = %(1, —1)yvs = %(1, 1) marcan la
direccion de sus ejes principales

© En la nueva base ortonormal {47, 43}, la ecuacion de la conica pasaria a ser
—z'? 4+ 3y’? = 9, que podemos escribir en su forma canénica como
2 2 L, 7z . .
—%5- + %~ = 1. Esta claro que se trata de una hipérbola con eje focal vertical
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Diagonalizacién de cénicas Canonizacion de cénicas rotadas

CANONIZACION DE UNA HIPERBOLA ROTADA (l1)

La presencia del término cruzado 4xzy hace que la hipérbola no esté orientada segun los ejes
coordenados de la base canénica, {(1,0), (0,1)}. Fijate ademas en que det(P) = 1, por lo
que la base {v1,v2} y la canonica tienen la misma orientacion relativa. Esto quiere decir que
para llegar desde ¥1 a @2 habria que avanzar un angulo 7 en el sentido antihorario; lo mismo
que hariamos para ir desde (1, 0) hasta (0, 1)
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Diagonalizacién de cénicas Canonizacion de cénicas rotadas

Ejercicios:
@ Obtén una base en funcién de la cual la cénica
Q(z,y) = bx? — 4zy + 5y? = 42 se sitle sobre los
correspondientes ejes coordenados. ¢Qué tipo de conica es?

Con respecto a la base canénica:

@ ;Cual es el angulo que esta rotada?
@ ;Cuales son las coordenadas de sus vértices?
@ ;Cudles son las coordenadas de sus focos?

@ idempara Q(z,y) = 2 — 4xy + y> =6
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