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Calculo de autovalores y autovectores

Imaginemos que tenemos el siguiente endomorfismo:

f R —R3
(x,v,2) ~ (3x—3z,3y +9z,—3z)

Comenzaremos por definir la matriz asociada a f en la base canonica (matriz estandar):
A=[30-3 039; 00-3]; %nmtriz estandar de f
Para hallar los autovalores de f (0 A), podemos recurrir a la funcién eig:

autoval = eig(A

autoval =
3
3
-3

Vemos que ftiene como autovalores 1 =3 (doble) y 1 = -3 (simple). El siguiente paso seria calcular
los subespacios propios asociados a estos autovalores, para lo cual tendremos que resolver el sistema
homogéneo con matriz de coeficientes A — 4./, donde 4; = {3,—3}. La solucién a este sistema sera

directamente una base del subespacio propio asociado a 4;:



% Subespaci o propi o asoci ado al autoval or 3
baseV3 = null (A - autoval (1)*eye(3), 'r') % di m V3)=2=n(3)

baseV3 =
1 0
0 1
0 0

Légicamente, cualquier vector que se pueda expresar como combinacion lineal de los vectores de la base de
V3 que hemos hallado sera autovector de f para el autovalor 3. Se puede ver por tanto que cualquier vector de
R3 cuya tercera componente sea nula seria autovector de f asociado al autovalor 3.

% Subespaci o propi o asoci ado al autoval or -3
baseVnmenos3 = null (A - autoval (3)*eye(3), 'r') % di m(Vnenos3)=1=n1- 3)
baseVnenos3 =

0. 5000

-1.5000
1. 0000

De la base de V_3 podemos concluir que, por ejemplo, el vector (4,—12,8) seria autovector de f asociado al

autovalor —3. Date cuenta que (4,—12,8) es 8 veces el vector (0.5,-1.5,1).

rref ([ baseVmenos3, [4 -12 8]'])

ans =
1 8
0 0
0 0
4 4
Por ser autovector asociado al autovalor 4 = -3, se cumplira A |—12| = =3 [-12|  veamoslo:
8 8

A*[4 -12 8]' - (-3)*[4 -12 8]"

ans =
0
0
0

Diagonalizacién
Para que un endomorfismo en un espacio vectorial real sea diagonalizable han de cumplirse dos condiciones:
1. Todos sus autovalores tienen que ser reales

2. La dimension de cada subespacio propio tiene que coincidir con la multiplicidad del autovalor al que esta
asociado

En nuestro ejemplo, podemos ver que estos dos puntos se cumplen. Por tanto, f sera diagonalizable. Como ya

sabemos, diagonalizar f consiste en encontrar una matriz diagonal D y otra P tales que A = PDP-'. La diagonal
de D estara formada por los autovalores de fy P contendrd en sus columnas una base de autovectores del



espacio en el que estemos trabajando, en este caso R*. Como sabes, ha de respetarse el mismo orden al
colocar los valores propios en la diagonal de D y los correspondientes vectores propios en las columnas de P.
D = di ag(autoval)
D=
3 0 0
0 3 0
0 0 -3

P = [baseV3 baseVirenos3]

P =
1. 0000 0 0. 5000
0 1. 0000 -1.5000
0 0 1. 0000

Podemos comprobar facilmente que, efectivamente, la union de las bases de los subespacios propios

encontrados forman una base (de autovectores) de R?:

rank(P) %Il os tres vectores son L.I. -> fornman base de R

ans = 3

La comprobacién de que las matrices D y P que hemos obtenido son las correctas seria la siguiente:

A - P*D*inv(P)

ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Otra comprobacion equivalente en la que evitamos el calculo de inversas (muy conveniente para el tratamiento
de problemas "a mano") seria la siguiente:

A*P - P*D
ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Ademas de los autovalores del endomorfismo, la funcién eig permite también hallar sus autovectores asociados

del siguente modo:

[P2, D2] = eig(A

P2 =
1. 0000 0 0.2673
0 1.0000 -0.8018
0 0 0. 5345
D2 =
3 0 0
0 3 0
0 0 -3



La matriz D2 es la D que habiamos obtenido anteriormente, es decir, la matriz que contiene en su diagonal
los autovalores de A. Por su parte, P2 es una matriz cuyas columnas estan formadas por autovectores de A
(Ibgicamente, la primera/segunda/tercera columna de P2 corresponderia al autovector asociado al autovalor

gue se sitla en la primera/segunda/tercera columna de D2). Sin embargo, fijate que esta matriz P2 no coincide
con la P que habiamos obtenido anteriormente. La Unica diferencia es que la base que devuelve la funcion eig
para cada subespacio propio es una base ortonormal (vectores ortogonales entre si y unitarios).

% La base devuelta por "eig" para el subespacio propio asociado al
% aut oval or 3 es ortonornal:
dot (P2(:,1), P2(:,2)) %vectores ortogonal es

ans = 0
norm(P2(:,1)) %norma 1
ans = 1
norm(P2(:,2)) %norma 1
ans = 1

% En el caso del subespaci o propio asoci ado al autoval or -3, dado que sélo
% t enenbs un vector, dicho vector serd unitario
norm(P2(:,3)) %mnorma 1

ans = 1

Importante: Ten en cuenta que el hecho de que el comando eig devuelva dos matrices no implica
necesariamente que el endomorfismo con el que se esté trabajando sea diagonalizable. Por ejemplo, imagina

210
que quisiéramos diagonalizar la matriz A= [0 2 1
00 2
A=[210;, 021; 00 2]; %natriz estandar
[P, DO = eig(A % autoval ores y autovectores
P =

1. 0000 -1. 0000 1. 0000
0 0. 0000 - 0. 0000

0 0 0. 0000
D =
2 0 0
0 2 0
0 0 2

Aparentemente, ya tendriamos las matrices D y P necesarias para diagonalizar A. Sin embargo, estas matrices

no satisfacen la relacion A = PDP-!:

A - P*D*inv(P)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results nay be inaccurate. RCOND =
9.860761e- 32.

ans =



0 1 0
0 0 1
0 0 0

Y esto ocurre porque P es una matriz singular (det(P) = 0). En otras palabas, las columnas de P no forman
una base de autovectores, por lo que A no es diagonalizable. En efecto, podemos ver que la dimension del
subespacio propio asociado al autovalor 2 (triple) no coincide con su multiplicidad algebraica.

baseV2 = null (A-2*eye(3), 'r') %dimV2)=1, m2)=3

baseV2 =

1
0
0

rank(A-2*eye(3)) %dimV2) = 3-rg(A 2*1)

ans =

2

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1:

Comprueba si el siguiente endomorfismo es diagonalizable:

f iR — R4
(x,y,2,t) = (x=2y,y—2z,z2+1,-3t)

Ejercicio 2:

Dada una aplicacion lineal f : R* — R3 cuyo Ker(f) =< (1,2,0),(0,3,1) > y bajo la cual el eje OX se

transforma en el eje OZ:

a) Halla su matriz estandar A

b) Obtén una base de la imagen de f

c) Obtén una base de la imagen del subespacio S de R* cuya forma paramétrica es (a, —f,a+ ), con
a,peER

d) Obtén una base de la imagen del subespacio T de R3 cuya ecuacion implicita es x = %y

e) Calcula los autovalores y autovectores de f

f) En caso de existir, da una base de R3 formada por autovectores de f. ¢ Cual sera la matriz de f en esta
base?

g) Obtén M, la matriz de fen la base B = {(1,0,-3),(0,-2,1),(-1,1,0)}

h) ¢ Qué relacidn existe entre la traza y el determinante de A y M?



Ejercicio 3:

Dado el endoformismo f cuya matriz estandar es la siguiente:

2 6 3]
7 7 7
6 3 _2
A=17 7 77
3 _2 6
L 7 7 7]
* a) Clasifica f
* b) Comprueba si f es diagonalizable. En caso de serlo, encuentra las matrices D y P tales que
A = PDP-!

* C) ¢ Qué tienen de particular los subespacios propios de f?
* d) ¢ Cudles serian las coordenadas del vector (0,—4,1) respecto de una base de R3 formada por
autovectores unitarios de f?



