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Objetivos

» Resolucién de sistemas homogéneos
» Resolucion de sistemas utilizando factorizacion de matrices
» Resolucion de sistemas mediante métodos iterativos

Resolucién de sistemas homogéneos

Como sabes, los sistemas homogéneos siempre son compatibles, pudiendo tener solucidn unica (la trivial) o
infinitas soluciones. Comencemos con un sistema homogéneo determinado como el siguiente:

x=3y+4z = 0
x=2y+5z = 0
2x—y-3z = 0

A=1]J1-34 1-25; 2-1-3]; %mtriz de coeficientes
b zeros(3,1); %térm nos indep.
rank(A) %R F:. S.C D

ans = 3
Por tener solucién Unica, podriamos resolverlo utilizando cualquiera de los métodos 1 — 6 que vimos en la

practica anterior (aunque sabemos de antemano que la solucién sera x =y =z=0):

%% Mt odo 1 (escal onada reduci da)
rref(A) % solucion: (x=0, y=0, z=0)

ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1



%0 Metodo 2 ("Ilinsolve")
linsolve(A b) % solucioén: (x=0, y=0, z=0)

ans =
0
0
0

%96 Método 3 ("\")
Alb % soluci 6n: (x=0, y=0, z=0)

ans =
0
0
0

%0 Met odo 4 (sinmbdli co)

syme X y z real %defino las incognitas del sistena conp vari abl es sinbdlicas
X=[xvy z]'; %vector de incégnitas sinbdlicas

sol = solve(A*X == b, [xy z]); %resuelvo el sistema en su forma matrici al
[sol.x, sol.y, sol.z] % solucién: (x=0, y=0, z=0)

ans = (0 0 0)

%0 Mét odo 5 (i nversa)
inv(A)*b % sol uci 6n: (x=0, y=0, z=0)

ans =
0
0
0

%0 Met odo 6 (Craner)

Ax = [b, A(:,2:3)];
Ay = [A(:,1), b, A:,3)];
Az = [A(:,1:2), b];

[det (Ax)/det (A), det(Ay)/det(A), det(Az)/det(A)] % solucion: (x=0, y=0, z=0)

ans =
0 0 0
Pasemos ahora al caso de sistemas homogéneos indeterminados (con infinitas soluciones), como el que se
muestra a continuacion:

2x+y+z = 0
3x—z2
10x+5y+5z = 0

Il
o

A=J]211 30-1; 105 5]; %nmtriz de coeficientes
b zeros(3,1); %térm nos indep.
rank(A) % RF. S . C .

ans = 2



Tal y como vimos en la practica anterior, podemos recurrir al calculo simbdlico para resolver este tipo de
sistemas:

rref(A) % escal onada reducida por filas -->1.P: {x,y}, P.L.: {z}

ans =
1. 0000 0 -0.3333
0 1. 0000 1.6667
0 0 0

symse X y z real %defino |as incognitas del sistenma conp sinbdélicas

X=[xvy z]'; %construyo el vector de incégnitas sinbdlicas

sol = solve(A*X ==b, [x y]); %resuelvo en las I.P.

sol = [sol.x sol.y z] % la solucion del sistema vendra dada en funcion
sol =

z _5z )

2 —-== 7

(3 3

% de "z", el uUnico P.L.
A*subs(sol, z, -7.964)' - b % conprobaci én para z=-7.964

ans =
0

0
0

Sin embargo, MATLAB cuenta con un comando especifico para resolver directamente sistemas homogéneos
(ya sean determinados o indeterminados): null. Este comando es muy Uutil (s6lo requiere como entrada la matriz
de coeficientes del sistema, A), pero hay que saber como interpretar el resultado que devuelve. En el caso

de sistemas homogéneos determinados como el que utilizamos en el primer ejemplo de esta practica, null
devolvera una matriz vacia, lo que indica que la Unica solucién del sistema es la trivial.

x—3y+4z = 0
x—2y+5z 0
2x—y—-3z = 0

A=1]1-34;, 1-25; 2-1-3]; %mtriz de coeficientes
null (A, 'r') %sol. trivial: (x=0, y=0, z=0)

ans =

3x0 enpty double matrix

Nota: En el comando null, el argumento de entrada "r" es opcional. Sin embargo, nosotros vamos a usarlo
siempre, pues da lugar a soluciones compuestas por nimeros racionales (que se pueden expresar como
una fraccién), que resultan mas manejables. Logicamente, las soluciones devueltas con y sin "r" son igual de
vélidas.



En el caso de sistemas homogéneos indeterminados como el que hemos utilizado como segundo ejemplo en
esta practica, la solucién vendra dada por la combinacién lineal de las columnas de la matriz que devuelve

null.

A=J]211 30-1; 105 5]; %mtriz de coeficientes
solh = null (A 'r'")

sol h =
0. 3333
-1. 6667
1. 0000

1 _5

En este caso, null devuelve una Unica columna, por lo que la solucién del sistema sera “(5’ ~3 1) , siendo a

un parametro libre. Comprobemos para un valor cualquiera de « que la solucién hallada es correcta:

al pha = -6.78; % fijo un valor cual quiera para el P.L.
sol = al pha*sol h; % sol uci 6n
A*sol % conprobaci 6n

ans =
0. 0888
0. 0888
0.7105

Veamos otro sistema homogéneo indeterminado en cuyas soluciones intervengan mas parametros libres, como
por ejemplo en este:

{ 4x+5y+6z = 0
8x+ 10y + 127

I
o

A=1[456; 810 12];
rank(A) % RF S CI.

ans = 1

solh = null (A 'r') %Ila sol. del sistema dependera de dos P.L.

sol h =
-1. 2500 -1.5000
1. 0000 0
0 1. 0000

En este caso, la solucion sera “(‘%’ 1,0> + ﬁ(—%,(), 1) . Comprobémosio:

alpha = -1.23; beta = pi/6; %doy valores cual esquiera a los P.L.
sol = al pha*sol h(:,1) + beta*sol h(:, 2)

sol =
0. 7521
-1.2300
0.5236



A*sol % conprobaci 6n
ans =

0

0

Resolucién de sistemas utilizando factorizacion de matrices

En primer lugar, vamos a resolver el sistema del apartado b) del ejercicio 10 de la hoja de problemas utilizando

la factorizacion LU :

x—=2y=3z = 2
2x+y+z = 1
x+3y—-2z = -1

A [1-2-3; 211; 13-2]; %mtriz coefs.
b=1[21-1]"; %térm nos indep.
[rank(A) rank([A b])] % RF. S C D

ans =
3 3
[L, U P] =1u(A %factorizacén PA = LU
L =
1. 0000 0 0
0. 5000 1. 0000 0
0.5000 -1.0000 1. 0000
U =
2. 0000 1. 0000 1. 0000
0 -2.5000 -3.5000
0 0 -6.0000
P =
0 1 0
1 0 0
0 0 1

P*A - L*U % conprobaci én factorizaci 6n
ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Vemos que la matriz P no es la identidad, lo que quiere decir que MATLAB ha realizado algun intercambio
de filas en el proceso de escalonamiento de A. Sabemos que en estas circunstancias se cumplira la

— -
factorizacion PA = LU, o lo que es lo mismo, A = P~'LU. Por tanto, el sistema A x = b podra escribirse como

— —_ . - - .
P7'LU x = b . Sillamamos U x = y, podremos descomponerlo en dos subsistemas que pueden resolverse
inmediatamente (comprueba que son triangulares):



%% Resuel vo 2)
y = inv(P)*L\Db

y:
1. 0000
1. 5000
0

%% Resuel vo 1)
sol = Wy % solucioén: (x=4/5, y=-3/5, z=0)

sol =
0. 8000
- 0. 6000
0

A*sol - b % conprobaci 6n

ans =
0
0
0.2220

Resolvamos ahora el sistema del apartado a) del ejercicio 11 utilizando la factorizacion de Cholesky:
x=y+z =1

—x+5y-5z = 0
x=5y+6z =1

A=[J1-11; -15-5; 1-56]; %nmtriz de coefs.
b=[101]"; %térm nos indep.
[rank(A) rank([A b])] % RF. S CD

ans =
3 3

Antes de nada, tendremos que comprobar la matriz A admite factorizacion de Cholesky.

i ssynmetric(A) %A sinmétrica

ans =
1

[det (A(1,1)), det(A(1l:2,1:2)), det(A)] %A definida positiva

ans =
1 4 4

En estas condiciones se cumplird que A = LL!, siendo L una matriz triangular inferior.



L = chol (A 'lower') %factorizaci 6n de Chol esky

A - L*L' % conprobaci 6n factorizaci én

ans =

[eNeNe]
[eNeNe]
[eNeNe]

. - g , o - - . - >
Por tanto, el sistema A x = b podra escribirse como LL'x = b . Sillamamos L' x = y, podremos
descomponerlo en dos subsistemas que pueden resolverse inmediatamente (es evidente que son
triangulares):

1) L'y =

%% Resuel vo 2)

y = L\b
y:
1. 0000
0. 5000
1. 0000

%% Resuel vo 1)
sol = L'\y %solucion: (x=5/4, y=5/4, z=1)
sol =

1. 2500

1. 2500
1. 0000

A*sol - b % conprobaci 6n

ans =

o oo

Resolucién de sistemas mediante métodos iterativos

En esta seccion nos centraremos en los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Pero antes, haremos una breve
introduccion al uso de funciones en MATLAB. Una funcién es un programa que establece una comunicacién
con el exterior mediante argumentos de entrada y salida. Las funciones deben guardarse en un fichero con
el mismo nombre que la propia funcion y extensién .m. La estructura de cualquier funcién en MATLAB es la
siguiente:



function [argumentos de salidal = nombre_funcion(argumentos
de entrada)

% comentarios

instrucciones

end

Por ejemplo, la funcién que se muestra a continuacién permitiria calcular el area de un circulo conocido su
radio:

function [A] = area_circ(r)
A = pixr*2;
end

Para que MATLAB renonozca esta funcion tenemos dos opciones:

* Situarnos en la misma ruta (directorio) en la que hayamos salvado la funcién. Esta opcién sélo sera
valida mientras permanezcamos en el mismo directorio.

» Utilizar el comando addpath para incluir en memoria la ruta (directorio) en la que hayamos guardado la
funcién:

addpath directorio_donde_has_salvado_la_funcion

A partir de este momento, podremos llamar a la funcién desde la linea de comandos:

area_circ(5) % area de un circulo de radio = 5 unidades

Para aplicar los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel necesitaremos las funciones Jacobi y GaussSeidel,
respectivamente. Las tienes colgadas en Moodle; descargalas a tu ordenador y utiliza el comando addpath
para cargarlas en memoria.

A partir de este momento sera inmediato resolver sistemas cuadrados (mismo nimero de ecuaciones que de
incégnitas) por cualquiera de estos métodos. Como puedes ver, ambas funciones requieren como argumentos
de entrada la matriz de coeficientes, el vector de términos independientes, una solucion inicial (cualquiera)

y el error maximo que estamos dispuestos a cometer con la solucién aproximada (haz un help de ambas
funciones).

Como sabes, la convergencia de los algoritmos de Jacobi y Gauss-Seidel sélo esta asegurada para sistemas
cuya matriz de coeficientes sea diagonalmente dominante. Por tanto, antes de resolver el sistema que aparece
a continuacién por cualquiera de ambos métodos, conviene comprobar que efectivamente la matriz de
coeficientes sea diagonalmente dominante:



10x—y—-2z = 6
x+5y—-3z = 4
4x—-2y—-8z = 5

A=1[10 -1 -2; 15-3; 4-2-8 %nmatriz de coefs.

A =
10 -1 -2
1 5 -3
4 -2 -8

A sindiag = tril (A -1) + triu(A 1) %nmatriz de coefs., poniendo ceros

A sindiag =
0 -1 -2
1 0 -3
4 -2 0

% en | a di agonal
abs(di ag(A)) > sun(abs(A sindiag), 2) %efectivanmente, A es diagonal nente

ans =
1
1
1

% dom nant e
Una vez hemos comprobado que la convergencia esta asegurada, es inmediato resolver el sistema:
b=[645"; x0O0=[000]"; err = 0.001;

% Jacobi
[ sol _Jacobi, niter_Jacobi] = Jacobi (A, b, x0, err) %sol. aproxinmda (10

sol _Jacobi =
0.5510
0.4175
-0. 4539
niter_Jacobi = 10

% i teraci ones)
A*sol Jacobi - b 9% conprobaci én

ans =

1073 X
-0.2291
0. 0361
-0. 3630

% Gauss- Sei del
[ sol _GaussSeidel, niter_GaussSeidel] = GaussSeidel (A, b, x0, err) % sol. aprox.

sol _GaussSei del =
0. 5510
0.4174



-0. 4539
niter _GaussSeidel = 6

% (6 iteraciones)
A*sol _GaussSeidel - b % conprobaci 6n

ans =
1073 X
0.1827

-0. 3823
0

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1:

Resuelve los siguientes sistemas:

X
=5 10 11 10 -67| |y 0 =5 -7 11
a2 -4 5 12 47 zl =10 by|9 -4 5
-1 2 21 34 27 t 0 -1
Lat]

Ejercicio 2:

Obtén la solucién general del siguiente sistema:

-1 2 -1 4 5 7][«x
-2 3 -10 =14 0 ||y
3 =2 4 14 6 ||z]|=
-6 4 -8 28 —12| |t
-3 2 -4 -14 -6 lLul

Ejercicio 3:

Si se puede, resuelve el siguiente sistema:
[ 0 4 11 —9} M {4]
4 0 -5 0 y -3
[11 -5 3 —3‘ [z‘_[ol
-9 0 -3 4 t 1

* a) Utilizando la factorizacion LU
* b) Utilizando la factorizacion de Cholesky
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Ejercicio 4:
Resuelve por Jacobi y por Gauss-Seidel los siguientes sistemas. ¢ Cuantas iteraciones has necesitado para

llegar a una solucion aproximada (con un error de 0.001) en cada caso? Prueba qué ocurre al comenzar el
proceso iterativo desde distintas soluciones iniciales.

; A 2x = 3 ’ 1
royts = x+15y = 45 AR
a)y2x+5y+2z = -5 b) 3y+05; = —66 c)13x+3y+9z = 0
2y+4z = 2 N = 4
xX+2y+4z 0 Y dytzii = 08 3x+3y+5z
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