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El Tensor de los Esfuerzos y
los esfuerzos principales



Contexto de este tema

Leyes de la
Termodinamica y
transferencia del calor

Leyes del

electromagnetismo

Leyes de la mecanica
newtoniana

Medios continuos

Solido

Fluid
HIE08 deformable

Mecanica del sélido
deformable

Sélido
rigido

Particulas estdn

unidas mediante

uniones rigidas;

las variaciones de
geometria son
depreciables

frente a las variaciones del
conjunto de las particulas



Ecuaciones de EQUILIBRIO

Sistema de referencia dado

Ecuaciones CONSTITUTIVAS
Ecuaciones fisicas que describen y caracterizan el tipo de medio; reflejando relaciones entre
00 tensiones y deformaciones, velocidades de deformacion.
. Por ejemplo, en la ley de Hook, influye tanto la temperatura como la velocidad de deformacion
dE € O; J de ij

i=1



Esquema
conceptual



/ Cargas exteriores -»[ ]

Ecuaciones de
equilibrio

Tensiones
Ecuaciones
constitutivas

Deformaciones

Fuerzas de superficie, f.

Fuerzas de volumen, f,

Esquema
conceptual



Fuerzas que actuan

Las fuerzas que se pueden aplicar en un
solido continuo son de dos tipos:

1. Fuerzas de que actuan en el
cuerpo, en cualquier parte del
mismo y son proporcionales al
volumen o a la masa.

Fuerzas de volumen, f,

3. Fuerzas que actuan en la superficie. Si
imaginamos que le quitamos todo el
material gue compone este voliumenV,
encontramos que hay otras fuerzas que
son proporcionales a cada elemento de
superficie

Fuerzas de superficie, f.




Fuerzas que actuan

Las fuerzas que se pueden aplicar en un
solido continuo son de dos tipos:

1. Fuerzas de que actuan en el
cuerpo, en cualquier parte del
mismo y son proporcionales al
volumen o a la masa.

Fuerzas de volumen, f,

3. Fuerzas que actuan en la superficie. Si
imaginamos que le quitamos todo el
material qgue compone este volumen'V,
encontramos que hay otras fuerzas que

son proporcionales a cada elemento de/v
superficie . X

P Fuerzas de superficie, f.
Gravedad

: : F = fuerza ejercida por el material
Fuerzas de inercia

, que se encuentra afuera de V
Fuerzas que actuan en el exterior del solido W = normal al elemento de superficie dS



La Tension T es una fuerza aplicada
sobre una superficie (ds), sirve para
cuantificar la fuerza de contacto (por
unidad de superficie) con la que las
particulas de un lado de una superficie
actuan en las particulas del otro lado. En
ese diferencial de superficie actuan las
fuerza de contacto existentes entre las
particulas internas del solido




La traccion tiene la misma orientacion que
la Fuerza F, y sentido hacia afuera y es
funcidn de la normal que define la
superficie N.

En un sdlido, T no necesariamente es
paralelaa N

La comprension tiene la misma
orientacion que la Fuerza F, y sentido
hacia el cuerpo y es funcion de la normal
que define la superficie N.




El concepto de tension en mas detalle

DRAE-tension:
Estado de un cuerpo sometido a la accion de fuerzas opuestas que lo atraen
Presion en el interior de sélidos sometidos a esfuerzos

Se trata de un concepto relevante
en la mecanica de los medios
continuos y en la teoria de la
elasticidad.

Se denomina tensién mecanica a la
fuerza que actua por unidad de
area, en el entorno de un punto de
la materia perteneciente a un medio
continuo. La superficie de actuacion
puede ser real o imaginaria.

En el Sistema Internacional, la unidad
de la tensién mecanica es el pascal (1
Pa=1N/m?).

También se suelen emplear otras
unidades como kg/cm? o kg/mm?,
donde «kg» se refiere a kilopondio o
kilogramo-fuerza, no a la unidad de
masa kilogramo.

Posee unidades fisicas de presion.
La definicidon anterior se aplica tanto
a fuerzas localizadas como fuerzas
distribuidas, uniformemente o no,
gue actuan sobre una superficie.



Reflexiones sobre el concepto de tension

é¢Porqué es mas apropiado usar el concepto de tension que el de fuerza?

Pesemos monton de piedras

El peso es un fuerza F = mXa . Para un cuerpo de una determinada
densidad, como la masa es proporcional al volumen, a mayor volumen
implicado mayor masa implicada y, por tanto, mayor peso.

g = cte
d = cte

T Peso XT V. men

F = mXa = Pesol = dXVXg = Pesol = dXL>Xg

Superficiel = L?



Reflexiones sobre el concepto de tension

Aumentamos el doble de volumen de piedras a pesar,

siV, =2V,
d = cte
g= cte

Pesol = dxVxg
Superficiel = 1dm? Superficie2 = 4dm?



Reflexiones sobre el concepto de tension

l6gicamente aumentamos en la misma proporcion el tamafio de la balanza para que pueda
efectuarse la medida de ese peso

Pesol = dXL3Xg Peso2 = dx(2L)3xg Peso2 = dx8L3xg
Superficiel = L? Superficie2 = (2L)? Superficie2 = 412




Reflexiones sobre el concepto de tension

Pero....¢ qué pasa con la mesa en la que se coloca la balanza?

Peso2 = 8Pesol
Superficie2 = 4 Superficiel




Reflexiones sobre el concepto de tension

Pesol = 2,1803 Kgf =21m03kef+os1pz-=2113n Peso2 = 17.4424 Kgf
Superficiel = 0,01 m? Superficie2 = 0,04m?
N " .
Presiéon = 2180,3 — Presion2 = 2 Presion 1 Presién = 4360,6 —
m




El vector tension

Sélido rigido en equilibrio

yrie
i

SHe
[

Si se expresa las fuerzas en
un sistema cartesiano hay
tres ecuaciones para la
fuerza, una para cada eje;
Para los momentos hay tres
ecuaciones alrededor de
cada eje




El vector tension
Considérese un cuerpo cilindrico

F, dentro de un sistema en equilibrio
de fuerzas y momentos de fuerza.
Imaginese que esta cortado por el
plano mt, que divide el cuerpo en
dos partes iguales.

Solido deformable

N
Unidades — = Pa
m -

y

Si esta en equilibrio mecanico; sobre la
superficie de corte de cada una de las
partes deberia restablecerse la interaccion
gue ejercia la otra parte del cuerpo. Asi,
sobre cada elemento de la superficie (dS),
debe actuar una fuerza elemental (dF), a
partir de la cual se define un vector
tension (trt) como el resultado de dividir
dicha fuerza elemental entre la superficie

del elemento. ¢ =E
T dA



El vector tension

Este vector tension depende del estado tensional interno del cuerpo, de las coordenadas
del punto escogido y del vector unitario normal al plano it (n,). Se puede probar
gue t,; y n, estan relacionados por una aplicacion lineal T o campo tensorial

llamado tensor tension: t,=T(n;)



El vector tension

Soélido deformable

El vector tension es una presion

N
Unidades — = Pa
m

El vector tension es una presion

Cada una de las partes del sélido una vez
cortadas tienen que estar en equilibrio




El vector tension

Sélido deformable
cortado

En la cara inferior estan
actuando una serie de
fuerzas: las derivadas de la
fuerza externa (F3)

Y las que provienen de la
parte superior, que seria
iguales y de sentido contrario
a las que actuan en la cara
inferior




El vector tension

En la cara superior estan actuando una serie de

fuerzas: las derivadas de la fuerza externa (F1, F2)
Y las que provienen de la parte inferior, que seria
iguales y de sentido contrario a las que actian en
la cara inferior

Sélido deformable
cortado

En el plano & estan actuando
una distribucion de fuerzas por
unidad de superficie, producido
por el efecto de ambos sistemas
de fuerzas

Si tomamos una superficie
infinitesimal (ds) dentro de
dicho plano w, habra un vector
tension que tomara la siguiente
Expresion:

Y
n_nl—{r(l)Aﬂ_dﬂ_o-



El vector tension

dF
i =d_A X

El vector tension en una superficie S
definida por medio de su vector
unitario normal n.

Dependiendo de la orientacion del
plano en cuestion,

el vector tension puede no ser
necesariamente perpendicular a ese
plano, es decir, paraleloan, y puede
descomponerse en dos vectores:

un componente normal al plano, llamado tension normal c,,
y otro componente paralelo al plano, denominado tension
cortante T, .



El vector tension

En el plano &t estan actuando
una vector tensién normal al
plano y otra tangencial al plano,
no dependientes del sistema de
referencia, a este par de

fuerzas se le denomina
COMPONENTES INTRINSECAS

Plano ds Sélido

Tension Normal
> —

0,=0"'Nn

Tension tangencial o de cizalla

2
T=40%°—0,>2




El vector tension

Plano ds Sélido

El vector tension depende de: O,=0'1n
' _ ) 2
» fuerzas exteriores T=40%—0,
e geometria del sélido e

volumen

Tendran reflejo en las
ecuaciones de equilibrio




El vector tension depende de:

punto del sélido

Plan

a

de corte

La tensidon, tanto traccion
como compresion, que se
ejerce en un punto difiere
en funcion de la forma
que tiene el plano de
interaccion.



El vector tension depende de:

En general tenemos un
numero infinito de
tracciones una para cada
posibilidad de plano.
Entonces ¢qué hacemos?

Cos @

g ! CoS ¢ | cos S
n 2 % Z 0, = —COS“Q

(e



El tensor de tensiones

Obtener el valor de tension para
cualquier plano que pasa por un punto

O-x Txz
o= Txy

er

Al cortar por un plano perpendicular
al eje x



El tensor de tensiones

X

Al cortar por un plano perpendicular
al ejey




El tensor de tensiones

Tzx
o = rzy
0,

Al cortar por un plano perpendicular
al eje z

X




El tensor de tensiones

Z A O.Z“ sz
/T /
componentes zZX B
T)’Z ‘J_ e
i Tyz| Txy )—»O_ ?
y |l'yx yj
X ‘l'y
Oy /
T;; i = normal al plano donde actua T;
j =componente de T
Oxx Oxy Oxz Ox Txy Txz
[T]xyz = |Oyx Oyy Oyz|=|lyx Oy T1yz

Ozx Ozy Ozz Tzx Tzy Og



Teorema de reciprocidad
tensiones tangenciales




Teorema de reciprocidad
tensiones tangenciales




Teorema de reciprocidad
tensiones tangenciales

ZM_ix’zo
i
My, =0
M, =0

Q
SR N

%Lq




Teorema de reciprocidad
tensiones tangenciales

O.Z 4 T

/ /1 1(3) —

Si esta en equilibrio Ox Txy Txz

[Tley, = [Tvx 9y  Tyz

] , X xy XZ
Oy =0

F - O X ,X [T]xyz —_ Tyx O-y TyZ

3 S O y Tzx Tzy Oy




El tensor de tensiones de
cauchy

Vectores de traccion en las caras de un elemento infinitesimal del

. 4 solido - f

T, 0; i =normal al plano donde actua T; |
j=componentede T

T(2)

T T3(2)
I /
X I —_—

T,(2)

v
S
=

T,

TW es el vector traccion actuando en la superficie cuya normal hacia afuera es posiva en la direccion &

Las componentes de los tres vectores de traccion T;l), donde el indice del exponente (j) indica la superficie y
el indice (i) indica la componente

Exemplo T; (V) es el componente x; de traccion sobre la superficie cuya normal es &,

011 012 013 Oxx Oxy Oxz Ox Txy Txz
| T;] xyz — |921 022 023|= Oyx Oyy Oyz| =|Tyx Oy Tyz
031 032 033 Ozx Ozy Ogzz






.dro orientado




.traedro orientado




Componentes de esfuerzo que se ejerce en las caras de un tetraedro orientado
con los ejes coordenados.

4i

El tensor de esfuerzo da el vector de
traccion T que actua sobre cualquier
superficie dentro del medio

La traccion no necesariamente
es perpendicular (ortogonal) al
plano en que actua.

Por ejemplo, la traccion en un
elemento arbitrario de superficie ds,
cuya normalAno esta a lo largo de
un eje de coordenadas se encuentra
. multiplicando cada componente de
953 Lo traccion por el area de la cara en
cual actua sumando todas las caras

3
Ti = 04iny + 0Ny + 03in3 = ) 05N = 0Ny

j=1

Por medio del balance de tracciones en las caras de un tetrahedro orientado con tres caras
ortogonales en las direcciones de los ejes coordenados podemos encontrar la traccidon en un

plano con una inclinacion arbitraria. Notar que las tracciones en las caras ortogonales,
compensan a la traccién en la cara inclinada.



Ji

(0]
021

\0'31

012 013)
022 023
03 033/

El Tensor de esfuerzos esta definido como:

(T( 1) T{ 1)
T(Z) - T{Z)

3 (3)
T) 7T

Tener cuidado con la notacion en los textos,

TO#T,

Tél) Tgl)\

TéZ) TgZ)
(3) (3)

I 2 r 3 )

El tensor de esfuerzos es simétrico:

O:_O.::

l‘]=

J




El Tensor de esfuerzos nos da la Traccion que actua en cualquier superficie dentro del
medio que nos interesa.

Por ejemplo, los componentes de la Traccion en un elemento arbitrario de superficie

dS cuya normal 72 no es paralela a ningun eje, se encuentra multiplicando los
elementos correspondientes del tensor de esfuerzos por los cosenos directores de la

normal al area donde actua y sumando el resultado.
Esto es lo que se conoce como Ecuacion de Cauchy.

3
[ =0,n| + 0Ny + 03,13 = Z , Ojin;j =0 in;
j=1

. Notar que es la transpuesta de
Esto nos da cada componente de 7', i = 1...3 q P

0jj, pero como es simétrico, no
importa

T1 =0 N +0,Nn, +0;N,
Tz =0,N +0,l, + 04,1,

I, =0;n + 040, + 0530,




Componentes de esfuerzo que se ejerce en las caras de un tetraedro orientado
con los ejes coordenados.

4

ds,

v O |,m,n cosenos directores del plano ds
oc=mn -|T]
Ty l Oxx Oxy Oxz [ Ox Txy Txz
Ty =|m|.|%x Oyy Oyz|=|[m]|.|Tyx 9y Tyz
TZ n O-Z X O-Z y O-Z Z n TZ X TZ y O-Z
Xyz

Tensor de Cauchy



Ejemplos

Representar el siguiente vector de tensiones

8 2 1
[T]xyz SE 0 —1
3 —2 6




Ejemplos
Determinar el valor de las tensiones normal y tangencial que
actuan en un punto contenido en un plano, cuyo vector I 4
O-Z

: - 1/, = o
unitario 7 = 5(1, )

A ’l'zy
8 2 1 <=
[T]xyz= 3 —6 —1lfenMPa Tyz| Txy Aj——fz —y
5 —2 6 7.,
X/ O x y
_1/ e
PR [0 S 1 2 11
B |/ 0y 3 -2 6 y 7
. wo
3 /-1
/2 11
o, =13 =1/, -1/2-[—4]=1/4(11—4+7)=14/4=3,5MPa
6 1 7

T = y|6|2—0,2= /(46,5 — 12,25) = 5,85 MPa



Ecuaciones de equilibrio

Sélido rigido en equilibrio




/

.

Tensor de tesiones de Cauchy

T

Para conocer las - Oy I Ox Txy Txz
T

condiciones de eq,u!llbrlo of | = [m|.[Tvx 9y Tyz

en un punto del sélido 7 nl 1Tzx Tzy 03

tenemos:

txy

O x

Ux(X, Y)Z)

=0,(X,Y,Z)

0,(X,Y,Z)
Txy(X) Y; Z)

=17,,(X,Y,Z)

TyZ(X) Y;Z)

Queremos conocer las condiciones de equilibrio en todos los puntos del sélido

A T
AR zy
p //: ! T
X
L______( | Z
I I T A/L

yl X

P J—>y B o

|
I
|
I Y
I 0 L7 O,
|

Queremos conocer los lugares mas débiles del sélido para esas tensiones
Ecuaciones de equilibrio

Tomamos los seis componentes del tensor en equilibro

y definimos una funcion que depende de las tres coordenadas
cartesianas (X,Y,Z); aportando diferentes valores en funcién de
estas coordenadas.

Esta funciones tienen que cumplir las ecuaciones de equilibrio



Tensor de tesiones de Cauchy

Ox Txy Txz
Tyz

) T_’
! ! zZX
Ty T xy
T
= | VA i i -
o’ . y
y ! 2 O'x y
1 zy T,
Pri—

L N

N

Ecuaciones de equilibrio

La condicion de equilibrio es que tiene que haber equilibrio tanto con las fuerzas de
volumen f, y las fuerzas de superficie f.

fo=X-T+Y-J+Z k)
Comencemos con las fuerzas de volumen f, .
Las fuerzas de volumen en funcion de los tres ejes cartesianos.
Comencemos con las que actuan el eje X

Z Fi=0 (X(dedydy) + (0h — 03) dydy) + (The = Tyx 1(dydy) + (The — T30) (didy) = 0



Tensor de tesiones de Cauchy

Ox Txy Txz

Ecuaciones de equilibrio

ol I
iy 0'; = \m‘ Tyx Oy Tyz
fv=(X'?+Y~f+Z-k) a7 Ntz Tzy O ﬂ
A T

! / /I 1(3) ———

Z f; =0 X(dxdydz) + (o, — ax)(dydz) + (Tﬁ,x — Tyx\)(dxdz) + (15, — sz)(dxdy) =0
i

0 ’ Tyx ! e
(0'92 — o'x) = —9x dx (Tyx — Tyx) = dy (sz B sz) - P dz

9]

X(dxdyd,) + 2 dy(dy ) + 2 dy (dydy) + 2 4, (dyd,)) = 0

0z



Tensor de tesiones de Cauchy

l Ox Txy Txz
=|m|.|Tyx Oy Tyz
nl LTzx Tzy O

Oy

it
Oy
oy

0



Tensor de tesiones de Cauchy

-l

d 4 2 T03) ——

Ecuamones de equmbrlo o rii
= (X 1+Y -j+27- k)

aO'x aTyx asz
X+ 0

0, dy d, : : : :

P 3 P Estas tres ecuaciones son tres ecuaciones diferenciales
y + 224 v "z en derivadas parciales de primer orden

0, dy d,

0 0y g, Pero no bastan para la determinacion de las

Oy dy d, componentes del tensor de tensiones



Y ahora con las fuerzas de superficie f; Tensor de tesiones de Cauchy

T
(0) (0) T T
— 05 p— — X l X Xy XZ
n=il+jm+kn T
O-ZT n Tzx Tzy Oy
Elemento infinitesimal
- AR t Tzy
Plano ) O_Ix // // 1(3) >

I T
| |
| [ | T
/ I | y: JL’xy ‘J-_’ Gy
Oy ; ; ! / B Ty
T zy/T z : > Ox

Ecuaciones de equilibrio

fuerzas de superficie f; fi=(f: T+ T+ l:)
G=f fx = loy+mt,,+nty,
f — [T fy = lty+maoy,+nt,,

. = lt,.+mt.,.,,+Nno.
El vector fuerza tiene fz zx zy z

gue estar en equilibro
con el vector tensor



Cambios de sistemas de
referencia

éComo expresar el tensor de tensiones en otros ejes diferentes al sistema de
i referencia original?

[T] Tensor de tensiones referido a Pyy;

[T’] Tensor de tensiones referido a Pyy. »

[R] Matriz de cambio de ejes

o=|[T]-u L N
u Componentes de un vector unitario respecto a Pyy;
u=[R] v u’ Componentes de un vector unitario respecto a Pyy
[T]
1 .
[T’]




Cambios de sistemas de
referencia

lU’] =[T"]- lu'] En el nuevo sistema de referencia

Tiene que cumplir una serie de requisitos
como que sea ortogonal

[R]™* = [R]" } 5
) ) 3 | = [RI" - ]
og=|[T] -u [u] = [R] - [u'] 1 )
i = [R] - G=I[R]-o = [R]-[1']- || = [R]-[1"] - [R]" - [




Cambios de sistemas de
referencia

Supongamos que el tensor de tensiones obtenido en un sistema X, Y, Z, lo queremos
expresar en un sistema de referencia nuevo X, Y/, Z/, llevando a cabo una rotacién 0 en el

eje Z, que afecta aleje X e Y. La matriz de rotacidn es: [R] = [cos 6 —sinéd
sinf cos@




Cambios de sistemas de
referencia

25 MPa
Dibujar el tensor de tensiones
40 MPa
o 15 MPa —15 =25
4 X’ Para girarlo al nuevo sistema

g=|[T] -u 35° utilizamos esta matriz

— cos35 —sin35
— 7 =
u=|[R]-u . [R] lsin35 cos35]

Dibujar el tensor de tensiones en el nuevo sistema
[T'] =?

(7] = [R] - [T"] - [R]” [Z'] = [R]" - [T] - [R]

[T'] =

[R]" - [T] - [R] 452 —35,67]
~ |-35,67 1048


MatrixSetup4.exe

Solucion:

C=A-B=[ 0.8191  0.5735 ] [ 40 -15 ]

-0.5735 0.8191 -15  -25

[ 24.1615 -’6.624]
~ | -35.2265 -11.875

Los componentes de la matriz C se calculan del modo siguiente:
Cri=Ay1 - BritAp - Byg=

=(0.8191) - 40 +(0.5735) - (-15)=(32.764) + (-8.6025) = 24.1615
Ci2=A11 - Bip+A - Byo=

=(0.8191) - (-15) +(0.5735) - (-25)=(-12.2865) + (-14.3375) = -26.624
Cr1=A21 - Bri+tAxy - Byg=

=(-0.5735) - 40+ (0.8191) - (-15) =(-22.94) + (-12.2865) = -35.2265

Cr2=Ap1 - Biat+Apy - Bys=
=(-0.5735) - (-15) + (0.8191) - (-25)=(8.6025) + (-20.4775) =-11.875

OnlineMSchool.com




Solucidn:
0.81910.5735 |, |40 -15 |_|24.1615-26.624

C=A-B= -0.5735 0.819 -15-25 | |-35.2265 -11.875

Los componentes de la matriz C se calculan del modo siguiente:
Cl1,1=A1,1 - B1,1+A1,2 - B2,1=
=(0.8191) - 40 +(0.5735) - (-15) =(32.764) + (-8.6025) = 24.1615

C12=A1,1 - B1,2+A12 - B2,2 =
= (0.8191) - (-15) + (0.5735) - (-25) = (-12.2865) + (-14.3375) = -26.624
C2,1=A2,1 - B1,1+A2,2 - B2,1=

= (-0.5735) - 40 + (0.8191) - (-15) = (-22.94) + (-12.2865) = -35.2265

C2,2=A2,1 - B1,2+A2,2 - B2,2 =
= (-0.5735) - (-15) + (0.8191) - (-25) = (8.6025) + (-20.4775) = -11.875



Solucion:
C=A-B= [

|

_ | 45222302 -35.6646254
" | -35.6647482 10.475872

Ci.1=A11 "Bii1t+tAp Byg=

Ci2=Aq
=(24.162)

" BiaptAjp - Bpa=
- (-0.5735) + (-26.624)

Cr1=4A1
=(-35.227)

- Bi1tAyy - Byi=
- (0.8191) + (-11.875)

Cr2=Az1 - Biot+tAyy - Bya=
=(-35.227) - (-0.5735) +(-11.875)

24.162
-35.227

=(24.162) - (0.8191) +(-26.624) -

-26.624
-11.875

0.8191
0.5735

-0.5735
0.8191

||

Los componentes de la matriz C se calculan del modo siguiente:

(0.5735) = (19.7910942) + (-15.268864) = 4.5222302

- (0.8191) = (-13.856907) + (-21.8077184) = -35.6646254

- (0.5735) = (-28.8544357) + (-6.8103125) = -35.6647482

- (0.8191) = (20.2026845) + (-9.7268125) = 10.475872

OnlineMSchool.com




Solucidn:
24.162 -26.624|/0.8191 -0.5735|(4.5222302 -35.6646254
C=A-B= -35.227 -11.875/10.5735 0.8191 ||-35.6647482 10.475872

Los componentes de la matriz C se calculan del modo siguiente:
Cl1,1=A1,1 - B1,1+A1,2 - B2,1=
=(24.162) - (0.8191) + (-26.624) - (0.5735) =(19.7910942) + (-15.268864) = 4.5222302

C1,2=A11 - B1,2+A12 - B2,2 =
= (24.162) - (-0.5735) + (-26.624) - (0.8191) = (-13.856907) + (-21.8077184) = -35.6646254
C2,1=A2,1 - B1,1+A2,2 - B2,1=

= (-35.227) - (0.8191) + (-11.875) - (0.5735) = (-28.8544357) + (-6.8103125) = -35.6647482

C2,2=A2,1 - B1,2+A2,2 - B2,2 =
= (-35.227) - (-0.5735) + (-11.875) - (0.8191) = (20.2026845) + (-9.7268125) = 10.475872



Tensiones principales

Como se ha visto dado un punto contenido
en un plano existira un vector tensién con

La respuesta es S|

componentes normales y tangenciales. 7

Pero,...éHabra planos en los que el vector X -

tension es ortogonal? Es decir, solo tenemos

tensiones normales no tangenciales ¢Como calcular esos valores?
- —
o=I[T]-mn

El vector tensidon se obtiene multiplicando el
tensor de tensiones por un vector normal,
entonces écual es ese vector normal? Sin
duda sera un moédulo ( escalar o)
multiplicado por el vector normal
og=o0-n éComo calcular?
lgualando, el tensor de tensiones
multiplicado por el vector unitario es igual a
ese escalar multiplicado por el vector
unitario

(IT] =oll])-n =0



La expresion del sistema formado es la siguiente:

Tres tensiones principales
oy, oy, oq11 Son los autovalores, con la propiedad de que son todos reales

Y ademas
Tres direcciones principales que son vectores unitarios

Son los autovectores, con la propiedad de que son ortogonales,
existiendo tres planos perpendiculares en los que las tensiones

son normales

—
ng, ny, 43901

No habra solo un plano a partir del cual habra
un vector tension que es ortogonal, sino tres
planos. Es decir tres direcciones principales
con tres valores de las direcciones

Ecuacion caracteristica

0-3—110-2"‘120'—]3:0



Tres tensiones principales

- . - Recordemos de la diapositiva anterior estos tres valores son
I 11 111 :
los autovalores, con la propiedad de que son todos reales
Tres direcciones principales
Recordemos de la diapositiva anterior estos tres vectores
—_— —_— —_— .
ny, ny, Ny son los autovectores, con la propiedad de que son ortogonales,
existiendo tres planos perpendiculares en los que las tensiones
son normales

Ecuacion caracteristica Los invariantes son independientes del sistema de

referencia, es decir, son independientes de como se definan

3 _ 1 2 _ =
0°—ho*+Lo—I3=0 los ejes del sistema de referencia

I =0y +0y,+o0,

2 2 2

I; = |T|

Explicaciones

Se puede cambiar el sistema de referencia pero la suma de los tres valores de [1 = O, + O-y -+ 0,
la diagonal vale siempre lo mismo

Los productos de los ejes principales menos los cuadrados I, =0.:0.+4+0.,-0,+0, 0 —TZ 2 TZ i TZ
de la tensiones tangenciales valen lo mismo 2 = Y Y/ 4 = X ez Zx Xy

Es el determinante del tensor de tensiones 13 = |T|




Tensor de tensiones

()] 0 0
0 Oy 0
0 0 Op

I, = o, + o5 + oy

I, = o0y 05+ 0y - 05 + 0yy7 ¢ 0

I3 = o0y - 0y1 - oy




Calcular:
Ejemplo a) Los dos primeros invariantes del tensor de tensiones
b) Los valores de las tres tensiones principales

c) Los tres vectores unitarios que definen dichas direcciones
Iy = o7 + o5 + oy

I, =00y + 0y -0y + 0y - 0 —Th, — T2 — Tk 50 —20 0
2 I 11 11 111 111 / vz zZx Xy [T] =1-20 20 0
I3 = 07 - oy - oy 0 0 0
I, =50 + 20 = 70 Los valores de las tensiones principales
Se calculan mediante los autovalores
I, =50-20—20% = 600
I =0 50 —-20 0
< [T]=1-20 20 0 |IT —ol| =0
— - 1T
Uno de los autovalores es cero oy =0
Como se calcula el resto de los autovalores
A los componentes dela diagonal se le resta —c
Y El determinante de esta matriz 50-0 —20 | =0
—20 20—-o0
(50 —0)-(20—0) — (=20%) =0
(62 — 700 + 1000) - —(400) = 0 B o; = 60
52 — 700 + 600 = 0 az_bi“::_4ac . 4930_2400 e, o = 10



Calcular:
Ejemplo a) Los dos primeros invariantes del tensor de tensiones
b) Los valores de las tres tensiones principales

c) Los tres vectores unitarios que definen dichas direcciones
Iy = 07 + oy + oy

I = . _|_ 3 _|_ . e a2 2 50 _20 O
2 = 0701 T Oy *O0ppp TO0qp1 * 0 —Tyz = Tzx — Txy [T1=]|-20 20 o0
I;=0;:-0/0 L =7 0 0 0
3 1°011 " Oqqp 1 0 B 0
I, = 600 o = 10
I3=0 o =0
Las direcciones principales
La direccion principal 3: es z e = = (0,0,1)| Coincide con la direccion z

oreciont [500 520 (&)-(0) [0 ()= ()
—10a; —20a, =0

2 i e i —>_ -
B df F dp=] g = 0,89431 — 0,4473)
50 -10 —20 {al} 1 {0} g 20

20 20—10lla,J = o —-20 10 {Z;}:{g}
u, = 0,44737 — 0,8943]

Direccion 2




El tensor
de
Cauchy



Principio de Cauchy Principio fue enunciado por Augustin Louis Cauchy (1789-1857),

Sea B, un medio continuo deformado, entonces en cada subdominio
V c B, existe un campo vectorial t, lamado campo de tensiones, tal
que las fuerzas de volumen f € R3y el campo de tensiones t € R3
satisfacen las siguientes ecuaciones de equilibrio

f f(x)dV+ja t (x,n)dA =0
v 14

J x Xf(x)dV +j xxt(x,n)dA =0
v v

en su forma mas general, su principio basado en las ideas de Leonhard
Euler (que habia hecho una formulacion menos general), desarrolla un
principio a partir de la demostracion de un teorema para el tensor de
tension. En principio de Cauchy se fundamenta en que el tensor equivale a
la existencia de una aplicacion lineal, T € C'(B,R3) con las siguientes
propiedades:

L.t(x,n) = [T(x)](n),
2.divT(x) + f(x) =0,
3.T(x) =TT (x)



La descripcion de la aplicacion del tensor de Cauchy puede hacerse usando los esquemas
anteriores, dentro del sélido deformable escogido anteriormente. Dicho sélido esta sometido
a tension, y debido a ésta ha sido cortado por el plano imaginario 7.

Sobre una de sus caras del sélido, hay un punto concreto. Sobre dicho punto existe un vector
tension t;, que depende del estado tensional interno del cuerpo, de las coordenadas del
punto escogido y del vector unitario normal n, al plano it definida mediante el tensor tension:

t, =Tn,)

Usualmente ese vector puede
descomponerse en dos componentes que
fisicamente producen efectos diferentes
segun el material sea mas ductil o mas
fragil. Esas dos componentes se llaman
componentes intrinsecas del vector
tension respecto al plano T y se \
llaman tensién normal o perpendicular al dF
plano y tensién tangencial o rasante al E:
plano, estas componentes vienen dadas

2

F3

pori{rn:l’lt;z::ltl:" t,; ||2= 0-7% uE T721 Anélggamente cuz?ndo existen dos sélidos en contac,t'o y se
examinan las tensiones entre dos puntos de los dos sélidos, se
puede hacer la descomposicion anterior de la tensidn de contacto
segun el plano tangente a las superficies de ambos sélidos, en ese
caso la tension normal tiene que ver con la presion perpendicular a
la superficie y la tensidn tangencial tiene que ver con las fuerzas de
friccion entre ambos.



Tensor de Cauchy

El teorema de Cauchy sobre las tensiones de un cuerpo, establece que dada una
distribucion de tensiones internas sobre la geometria de un medio continuo deformado,

gue satisfaga las condiciones del principio de Cauchy existe un campo tensorial T simétrico
definido sobre la geometria deformada con las siguientes propiedades:

O-_'-‘\_'-'\
1..t(x,n) = [T.(x)](n),
2. VT.(x) + f(x) =0, < - Yo
3..T.(x) =T/ (x) "3 | ) O3
O35
. ( | + M o
Ci' O, O1
O-x"x
T\

La tercera propiedad significa que este tensor vendra dado sobre las coordenadas
especificadas por una matriz simétrica.


https://es.wikipedia.org/wiki/Tensi%C3%B3n_mec%C3%A1nica

Cabe senalar que en un problema mecanico, a priori, es dificil conocer el tensor
tension de Cauchy, ya que este esta definido sobre la geometria del cuerpo una vez
deformado, y ésta no es conocida de antemano. Por tanto previamente es necesario
encontrar la forma deformada para conocer exactamente el tensor de Cauchy. Sin
embargo, cuando las deformaciones son pequeias, en ingenieria y aplicaciones
practicas se emplea este tensor aunque definido sobre las coordenadas del cuerpo
sin deformar (lo cual no conduce a errores de calculo excesivo si todas las
deformaciones maximas son inferiores a 0,01).

Fijado un sistema de referencia ortogonal, el tensor tensién de Cauchy viene dado
por una matriz simétrica, cuyas componentes son:

011 012 013 Oxx Oxy Oxz Ox Txy Txz
[Tc]xyz = |01 032 033| = |0yx Oyy Oy =|Tyx Oy Tyy
031 032 033 Ozx Uzy Ozz Tzx sz 0,
O3
=20 23
c, 77 O3 O,
3 O
O35,
. (’; 4 M > O'::
¢ ' = 09 O12
Oy,
N /







Esfuerzos normales:
Los que producen tension
son positivos.

Esfuerzos de corte:

Si pensamos en un
elemento cubico, la
direccion positiva de los
esfuerzos de corte
corresponde a la direccion
positiva del eje si el
esfuerzo de tension que
actua en la cara esta en la
direccion positiva del eje
coordenado (cara
positiva).

Si el esfuerzo de tension
tiene una direccion
opuesta a la direccion
positiva del eje
coordenado entonces la
direccion  positiva del
esfuerzo de corte es
opuesta.

Sobre la convencion de
signos en los
componentes del tensor
de esfuerzos

Tensor Sign Convention

This sign convention must be
used to satisfy the differential
equilibrium equations and

tensor transformation
relationships.

= =
T S} L \-;l n
. Fage : . i
8 Stresses acting i a positive
L .
v ¥x G coordinate dlf ectionon a pOSltl'\'e

)y
‘—- »

face are positive.

Shear stresses acting in the
negative coordmate direction on a
negative face are positive.




Efecto producido por las Simetrias

Siguiendo la convencion de signos los
esfuerzos de corte positivos en las caras
visibles del cubo de la figura coinciden
con la direccion de los ejes
coordenados.

Pero en las caras ocultas estarian al
reves.

El equilibrio de momentos (torques) se
usa para reducir el numero de
componentes independientes del
esfuerzo, de manera que sélo nos
quedan 6.

3D Stress Components

¥ Note that the tensor

/ -1/ sign convention 1S
/ > o used.

A =T /| & ” There are nine
v ] < components of stress.

P Moment equilibrium
G / can be used to reduce
' ) the number of stress
v components to six.

Ty = Tix

y4 X T =Tx

z R




Las simetrias permiten no tomar en cuenta todos los componentes.

Figure 2.3-5: Torques on a rectangle.

X2
A

00
By & —= iy
X,

T ol 35;21 d, —— El torque de este par
2

i Pero todas estas tracciones
son positivas !

> X,

l O \ Queda contrarrestado por el torque
de este par



Trataremos ahora de ver como podemos manipular estas ecuaciones.
En algunos casos lo que vamos a requerir es el esfuerzo normal y el de cizalla en
un plano dado, conociendo el tensor de esfuerzos.

Ecuacién de Cauchy, componentes del vector traccion

[, =0,n +0,n,+0,n,
I, =0,,n +0,n;+ 05,1,

I, = 030, + 01, + 0551,



R

T — T11+T2]+T3k

De manera que

il

La traccién (esfuerzo) normal al plano de interés esta dada por la
proyeccion del vector traccion a la normal al plano (es decir el producto
punto):

Lo que nos resulta en:

O'n=T1'n1 +T2"n2+T3"n3



Expandiendo y considerando la simetria _eI tensor de esfuerzos:
O =n’o, +n’0,, +nio. +2(nn,o,, + nN.0,. + n,n.0.,)
n =0 T0pn TR0 + 21,0, +111130,3 + 1,130,

El esfuerzo de corte sobre el plano se puede encontrar simplemente por
trigonometria :

Lo que resulta en:

Tz = le +T22 +T32 — 1% |



Ejemplos
Determinar el valor de las tensiones normal y tangencial que
actuan en un punto contenido en un plano, cuyo vector I 4
O-Z

unitario 7 = %(? )

4 sz
5 “w |
[T]xyz= 2 —6 —2{enMPa Tyz| Txy AJ——fZ_}:
1 o T

_1/_

8 3 3 z 14

e 2| . 1/2 =1/2°[—6]
6

6
=1 6
1/,
3 /-1
1/2 14
7, = ol -1/2-[—6]=1/4(14—6+6)=14/4=3,5MPa
| 1/2 6
3

T = 3/|6]2—0,2= /(67 — 12,25) = 7,3 MPa



