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., Como actuan las tensiones sobre
un objeto?

* Veamos el siguiente experimento

Cilindro de material F

Se comprime

Se deforma hasta que...

Aparece un fractura

Y se rompe




¢ Qué ha ocurrido?

* El cilindro se ha comprimido por la accion
de una fuerza, y se ha roto

., Como analizar los cambios?

» Volteemos a la horizontal el cilindro y
analicemos el sistema de tensiones en 2D



TENSIONES EN 2D
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Ahora veamos lo mismo desde
un punto de vista numerico

Para analizar numéricamente las consecuencias las fuerzas que actuan sobre ese
cilindro de material, se han hecho una serie de consideraciones:

1° El cilindro es igual de alto que de ancho, y que su proyeccion sobre el plano de esta
diapositiva es un cuadrado.

2° Este cuadrado posee caras a izquierda y derecha, perpendiculares al eje X
cartesiano; asimismo otras localizadas en la parte superior e inferior, perpendiculares al
eje Y.

3° Respecto al sistema de fuerzas que actua sobre las caras mencionadas. Las fuerzas
que actuan sobre dichas superficies son presiones que denominamos tensiones (o
esfuerzos). Sobre el eje X rige la regla de la mano derecha; sobre el Y la de la
izquierda.

4° Las tensiones que utiliza el modelo representado en la figura corresponden a
fuerzas con sentido hacia las caras (compresion).

5° Como consecuencia de dicho sistema de fuerzas se produce un plano de rotura AB
que viene definido por su perpendicular o normal, que se construye a partir de un
angulo respecto a sus ejes (X-Y)

6° Las fuerzas que actuan en las caras opuestas son iguales pero de signo contrario.
Por lo que no hace falta pintar las fuerzas sobre todas las caras del cuadrado sino
aquellas localizadas bajo o sobre una diagonal, en este caso la diagonal izquierda.



Reglas de |la mano derecha o
izquierda para las fuerzas

« Compresion

 Traccion

Utilizamos los dedos:
indice, corazon y pulgar.

El dedo indice siempre se situa sobre el
eje en el que actua la fuerza
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Traccion

Y

Mano izquierda

/
9 +y
Mano derecha T—> T +xy
— |
| Mano derecha
17
F

Mano izquierda

X Z



Utilizando |la Teoria de Esfuerzos
en 2D

e Creamos un sistema de referencia 2D

 Deducimos las ecuaciones para los
esfuerzos normales ¢ y tangenciales t
gue actuan sobre un plano



Sistema de referencia en 2D
compresion

Y
\ P -
e \_}B X OBA = ¢
) 4 AB=1=a
AJ s O .
Txy . S OA = asing
¢ =
\ ‘ T OB =acosg
/7N
6/’ \\ Analisis del esfuerzo en un plano inclinado
P 0 A
"""" £) \# X Si se considera un plano AB cuya normal
O O ;o . ,
| Gy LN OP esta inclinada un angulo ¢ respecto
| Tyx ; \y’ al eje OX. Las componentes px y py del
| ! vector P, paralelo a OP pueden
* _ - determinarse considerando el equilibrio
! a sin ¢ : del area triangular OAB, para que la

suma de las fuerzas actuantes en
cualquier direccion sea cero.



OJO!
iApréndete este sistema de referencia
en 2D, es fundamental!




Mediante dicho sistema podemos
calcular el valor de la componente o
gue actua sobre el plano AB

{ J
Y
Yy

N\
~4B X S§,AB=c,0B+1,04 S ,=0c,0B/AB+1,04/AB

o Ty VN TN S S, AB=c 04+t OB S ,=c,04/AB+1, 0B/ AB
-—-I- : P\ ) [1 ] S, =0,0080+T,,SiNe
a .
O /// \\SX S, =0,sinep+T, COSY
______ @ \‘.A " [2a] o = S,£0s¢+S sine
OI R ——— I\
L S 'Y . 5 l—cos2¢
I V' ] _
‘ Tyx E AV, sin” @ >
= — 1+ cos?2
' asing i cos’ = 5 P

sinpcos@=1/2sin2¢



Teniendo en cuenta

S, =0,€0s0+T,,SINQ
S, =o,singp+T,,COSO

[1a]

[2a] o=S,cosp+S sing

: I—cos2¢
2
sin“p=——+-
© 5
1 2
cos? = — 059 ccz)s P

sin@cos@=1/2sin2¢

Solucion componente ¢ —

c = (o Ccosp + ’EyXSin(p)COS(p + (cysin(p + ’EXyCOS(p)Sin(p

c = oxcosch + ryxsin(p cosp + cysinch + TyyCOSQ sing
o= ox[ j + oy[
2

=0 COS“@+7T Ssin@cos@+o Ssin
X Q@ Jx pcos y

1

oo

1

IESE

1+ cos2¢
2

1—cos2p
2

—sin 2@ —sin 2@

2

+7 sIn@cos
@ Xy @ CcosQ

B 2 ) .
o =0 C0s go+aysm q0+21yxsm(pcosgo

J

Y cos2¢ +1,,5en2¢

S




Mediante dicho sistema podemos
calcular el valor de la componente ©
gue actua sobre el plano AB

v T=vector diferencia de sus componente (Sy-Sx)

Teniendo en cuenta

\\PB ) &
_______ 3 .
/" N G
s Txy 1 \ ) l1—-cos2¢p
2 W AN : sin” @ =
o= PX&T T [lb] T=3Sycosp—Sxsin@ 9)
(&) / N .
X 2T Y S,=0,c08Q+T, sinQ 5 1+ cos2¢p
______ //\, P . A [Za] ) CcOS ¢ —
o s :\\X S,=0,sInQP+71, COSQ 2
&
‘ Tyx 1Y singpcos@ =1/2sin2¢
asin g ﬁi T=0,SINPCcosP+7,, cos? o — (o singpcosp+7,, sin® @)

7 =(0y -0y)SINPCoSP +7,, (cos2 go—sin2 Q)

1 :
[3b1] T=— 5 (ox—oy)sin 2@+ 1xy cos 2



Solucion componente ¢ -

T = (oysin(p + erCOS(p)wS(p - (O'XCOS(D + ryxsin go)singo

T = (oysin(pmsgo + rxycoszgo)— (O'XCOS(DSin(p + ryxsinz(p)

1 1+ cos2¢p 1 1 —-cos2¢p
T=| 0| —sin2¢ |+7y —| Ox| —sin2¢ |+ 7yy
y 2 y 2 2 y 2
(o) o T X T X
T = A sin 2¢ + Txy ©0S 20 |- —X sin 20 |+ x_ ¥ cos2¢p
2 2 2 2

%y 9
2

2

j sin 2¢ + Tyx Cos 2¢

o,-0,
3b2] == > sen2¢+1,,€0s2¢ |




Ecuaciones que expresan los esfuerzos
normal y tangencial que actuan sobre un
plano que pasa por el punto P

Las expresiones anteriores dan los valores de los esfuerzos normal (o) y
tangencial (t) sobre cualquier plano que pase por O punto de aplicacion de
los esfuerzos oy, oy ¥ txy, cuya normal a ese plano P esta inclinada un
angulo ¢ respecto al eje OX

G,+06, ©,—-C
¢ [3a] o= 5 L+ 5 ~cos2Q+ 1, sen2

- 1 .
3b 1] T=— 5 (ox—oy)sin 2@+ 1xy cos 2@ Oio! estas dos

T expresiones son
o, -0 equivalentes

3b2] 1=—2 ; ~sen2@+1,,cos2¢




. Qué significa el sistema de
ecuaciones anterior?



Ld Ldllldlad de esSiuerZ0s, ese grall
Instrumento

r

blue arrows = tension stress
green arrows = compression stress
red arrows = shear stress

h

+0.00

After calibrating with the stresses in the x and y directions, the
camera can be rotated to measure stresses in any other direction.

R 4114 @

C. T.A. Philpot (Mec-Movies), 2017



Recordemos: rotacion de un sistema
de coordenadas

El cambio de sistema de
coordenadas rectangular (x,y) de
la estrella (E) a otro sistema (X,y’)
con el mismo origen, pero girado a
la izquierda (antihorario) un
angulo o.




Recordemos que una rotacion de una
coordenada

Se trata de un cambio de sistema
de coordenadas rectangular (x,y)
de la estrella (E) a otro sistema
\ (x’,y’) con el mismo origen, pero
Ve o \ E <~ girado a la izquierda (antihorario)

\ "W ¢ - un angulo o.
\ b A< PR *é,\(\Q

\ X'

7

x':xCOS(erysin(p

y':—xsin(p+ycosq)

+ \
X 5.)_(wse sing) (o,
g'y - -singp cos¢) \ o,




Recordemos: La transformacion
Inversa

La transformacion inversa del
sistema anterior rotando en
sentido horario o.

Y s E X=Xx'cos@—y'sin@
y=Xx'sin@+ y'cos@

_[cose -smn@ G'x
sSIn@ Ccos @ G:V




Cambio de sistema de referencia de
esfuerzos

Sustituyendo los nombres del

sistema de coordenadas

rectangular (x,y) por (o40y) la
N rotacion a otro sistema (x,y’) que
y A \ E 4 ’ ’ z

N se llamara (o X,cy) se desarrollara
o'« con las mismas matrices de
rotacion.




La camara representa un giro
del sistema de referencia del de
las caras del solido a otro

formado por el plano AB
. Ox=0yp,

Gy- = ’C(p




matematicamente

v

Supongamos un vector traccion t (rojo
en la imagen), que actua sobre el punto
p, que esta situado en un medio
continuo e incide sobre el plano AB
cuyo vector unitario es (u), aplicando el
primer postulado de Cauchy ese vector
depende unicamente del punto p y de la
normal al plano

Un Plano (AB) con normal unitaria (u,
también denominada n) que forma un
angulo ¢ con el eje x, define un vector
unitario (m) en la direccion paralela al
plano (AB) y tangente, cuyo sentido
viene dado por la regla de las manos
anteriormente vista.

COSQ

n= ,m:

Sin @

t=t(P,n) >t=0-n

El tensor de ese vector de esfuerzos o
con componentes cartesianas

G_x T_xy
T yx Gy

O =



Seguimos desarrollando
matematicamente

o)

4 y El vector traccion en el punto
y T xy considerado t=0-'n
Entonces:
Ox C: Ty |COSO
I=0c-n= 1 =

n Tyx Gy S (p
P G, CosP+ T, SINQ
T,CO8Q+ G, SINQ

X
El esfuerzo normal o, y el esfuerzo

tangencial t, sobre el plano AB 2 : .2
inclinado un angulo ¢ O, = 0.COS P+21,SMPCOsG+G, 81N ¢

[ - . ] cos @
C,=!'n=|0,CosQ+T, SN, T COSO+ SINQ| sin @

[ - _ ] sin @
T(p:t'm: GxCOS(P+Txy81n(P’TyxCOS(p+Gy81n(P . —COSQ

. .« 2 2 .
T, = 0O,SIMPCcoso+ 1 QSN ¢—71,,COS P~ C,SINPCOSY

. .« 2 2
To™ [Gx—Gylsm@COS(Pﬂ:xy Sin ¢—CoOS (P]



La camara permite ver el cambio de sistema
de referencia

Las expresiones anteriores dan los valores de los esfuerzos normal (c,) y
tangencial (t,) sobre cualquier plano AB que pase por P punto de aplicacion
de los esfuerzos oy, oy Y txy, cuya normal a ese plano P esta inclinada un
angulo ¢ respecto al eje OX

6,+0, O©,-0

3a] G,=— 5t ~cos 20+ T, sen2@

o
[3b2] T,=— > —s5en2Q+1,, cos2¢

Y esto ocurre tanto para los esfuerzos (o tensiones) de traccion como los de
compresion que actuan sobre el plano



Pensemos en una tension (T) que
actua a compresion, con una direccion
determinada en el espacio. T tiene

una componente en Xy otraen Y

y
C,|_[C: To .(Coscp)
To) (T O,) \(8INO

Plano, AB

Y a su vez una tension normal, Gy, Y
tangencial 7, al plano AB.



Veamos que ocurre si rota el plano AB
un angulo o, antihorario

C,|_[O: To _(COS(PJ
To T O,) \sinQ



T Se reduce

Plano, AB

C,|_(O: Ty _(COS(PJ
To T. O, sin ¢



T disminuye y va tendiendo a 0
T—0

o
Plano, AB 1
1
— \

~—

C,|_[O: To _(COS(PJ
To) (Tx O,) \sinQ



Existira un plano donde t=0

o
Plano, AB / 1
o ?QO
X
C,|_[O: To _(COS(PJ
To T O,) \sinQ



Todos los planos que pasan por
ese punto P general una elipse de
valoresde cy T

Sobre cada uno de los infinitos planos perpendiculares a la elipse que
pase por el punto central, actuan un par de esfuerzos paralelos y
opuestos, oblicuamente al plano y que pueden ser descompuestos en

Y =0, componente normal y tangencial. Unicamente sobre los dos planos
A perpendiculares a los esfuerzos principales o1 y 62 (los planos
y principales de esfuerzo), no actuan esfuerzos de componente
tangencial.
B




., Y se puede conocer donde se
situan los valores maximos y
minimos de la elipse?



¢,qué variaciones del angulo ¢ anulan
los esfuerzos normales c y de cizalla t?

[I]Sx —0CO5p i ]Sx =G, CosQ+1T,, sin@
: a ,
Sy = o sin @ S,=0,8INQ+1, COSP
sii]= [ta]=> [4] S50~ 0= €050 * B SI0
csing=0o,sine+1,, cose
a] Oy +Gy OOy o . ,
a = oS T .s€en
x G(P 2 2 ¢ xy ¢

1 :
[3b1] T=— > (ox —oy)sin 2@ + Txy cos 2¢




Resolvamos las ecuaciones diferenciales de o y t respecto al angulo ¢

Primer caso o/¢. Orientaciones de AB que hagan valores de cizallamiento=0

La ecuacion [7] es muy importante,
porque permite conocer el angulo que
hay entre el valor de o, y el valor del
esfuerzo principal normal [7.1] vy
tangencial al plano [7.2].

6,+0, ©,—0C,
[3a] o= 5 + > cos2¢+1, sen2@

[3b 1] e = % (ox —oy)sin 2@ + txy cos 2@

s1i— =0
)

[5] 2—6 =—(c,-0,)sin2¢+2t , cos2¢=0
¢

6] (o, - G,)sn2@ =2t cos2@
dividiendo por cos 2¢ y pasando(c, — o)

al otrolado de laigualdad
2T

[7] tanZ(p = r)@(}jy)
1, 4 2'cxy
[7.1] ¢, =5 tan {m}

T
[7.2] 0, —(p1+5



Continuando el razonamiento

q0°

i
160°

Partiendo de la derivada primera

0
[5] “On_ —(0,—0,)sin2¢+2z cos2¢p=0

La derivada segunda

2
8] % =—(o,—0,)cos2¢p—-27 sm2p=0
P

S1

o Gn
a¢
o o,
5(”

= T = ©
O €S maximo cuand0¢ A A
@ =m=180°

<0seobtieneel valormaximoy 5, = ¢ = Q,

>0 seobtieneel valorminimoy 5 = ¢ = @,

Cuando el esfuerzo de cizalla es cero
hay dos esfuerzos normales uno
maximo y otro minimo

Valores que hacen t =0y ¢ maximo,
Son: 0°y 180°



Considerando las propiedades anteriores podemos
crear un nuevo sistema de referencia (o,,, o;) que esta
referenciado respecto al sistema anterior (cy, ). Los
ejes o,, oy, de este nuevo sistema son aquellos en los
que t=0 y ademas es posible conocer el angulo ¢ de

giro entre ambos sistemas

Sistema de referencia antiguo Nuevo sistema de referencia

Ot

y 1 y 1 \/ﬂcﬂ

Plano, AB




Los esfuerzos normales maximo y minimo reciben el
nombre de esfuerzos principales y
los planos donde ellos actuan se llaman planos

principales
Al esfuerzo maximo normal se le llama o4 y al menor o,

Sistema de referencia antiguo Nuevo sistema de referencia
y A y A
/\ Esfuerzo principal
= - —\
P .
Onhminimo =0 2 <
Gy Tn .
45> Txy ®
G n maximo
Ox T / 1 . Ox !
“— —
Txy 3~
Oy




Valor de los esfuerzos principales ¢ en
el nuevo sistema (maximo, o, y
minimo, c,)

Tomando en consideracion Ia§ ecuaciones de [7] = 27,
esfuer_zo normal y tangencial en un plano, (6,-0,)
ecuaciones [4.1y [4.2] 1 .
[4.1] G:GX+Gy+0x_0y0082§0+’[xysi1’12¢ [7.1] ([)lzg*tan 1((0 _xyG )J
2 2 x y
[4.2] T:_O'x-i-o-y sin2¢+7,, cos2¢ [7 2](P = +E
¢ 2 1 2

Y las ecuaciones [7.1] y [7.2] que aportan los valores angulares a los que se encuentran los
esfuerzos normales se obtienen los valores de los esfuerzos principales o1 y c,. esto se
hace Sustituyendo en [4.1] los valores de [7] para ¢4y ¢




Valor de los esfuerzos
principales t en el nuevo
sistema

C, +0O o, — O

3 == > 4= Y 20+ 2

[ a] G(p ) 5 COS 20 Txysen ¢ [5] Z_(OD- — _(Gx _ Uy)Sin 2¢ + Zz-xy COS 2(0 =0
1 : olex

[3b1] r:—a(csx—cy)sm 2+ Xy cOS 2¢ s1£:0

Para obtener los valores de los esfuerzos principales t sustituimos en [3b1] los valores de [5]

c,+0, .
[3b1] T=- 5 sin2Q+1,, cos2¢

[11] =100 G _gormp

si
2 0 op

i Moraleja, en los planos principales no hay esfuerzo cortante!



El nuevo sistema es invariante

0,+0,=0,+0,

La suma de los esfuerzos normales es independiente de la orientacion del esfuerzo



., Como es el esfuerzo cortante maximo?

Resolvamos las ecuaciones diferenciales de o y t respecto al angulo ¢

Segundo caso 1/¢. Variaciones del angulo ¢ para que los esfuerzos de cizallamiento sean nulos
3a] _ =% O %y osopt . sen2

1
N 3bl| t=——(ox—oy)sin 2@+ txycos?2
N [3b1] - (0x—0y)sin 20+ Ty cos 20

,”i { N\ T

0 2o -0
[% ’ [IZ]Q:— ( x2 y)(:os2g0—27xysi112g0=0

-
3

A . o 2 = cos2p =1, sin2¢p

o.—0
[13] tan2go=—u
27

Xy

[13.1]p= —%tan{ax _GyJ

27,
="/ =45°
p=37/ =135°

Valores que hacen a t=maximo 45° y 135°

7 es maximo cuando



El esfuerzo cortante maximo

(0,-0,)
6, +6, ©,—GC [13]tan2¢ =~
3a] G,= X2 =+ ————cos2¢+1,,sen2e 2z,
1 o,—O
| [13.1](p=——tan{ - y}
[3b1] T=——(ox—oy)sin 2¢ + txy cos 2¢ 2 27,

2
[15] Max.p. = Max.p_+ %

Para obtener los valores de los esfuerzos principales ¢4 Yy o, sustituimos en [4.1]
los valores de [15]




Representacion grafica del estado de
esfuerzos normales y cortantes

27 o.—0
[7]tan2¢p = = [13]tan2g0:—( 1 7%)
(0,-0,) i
Angulos 2¢, para los Angulos 2¢, para los
esfuerzos normales maximos esfuerzos tangenciales maximos
27 o.—0O
[14]tan2¢p * tan2¢ = = +—( :79,) =-1
(0,—0,) 27,
T
[15]|Max.p.= Max.p_+ 2
- ,°
“40°
. 180°
45°
135°




Graficamente es

Sistema de referencia antiguo

[15] Max.p_= Max.p_+ %

N
—t—
GX < I 1 >
v | Oy
Txy 5
Oy

traccion



y
ﬂk

compresion



