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Objetivos

 Calcular bases ortogonales (y ortonormales)
* Calcular y utilizar la matriz de proyeccién sobre un cierto subespacio

Célculo de bases ortogonales (y ortonormales)

Hemos visto que podemos recurrir al método de Gram-Schmidt para obtener una base ortogonal a partir de
una base cualquiera. Por ejemplo, si quisiéramos calcular una base ortogonal de R? partiendo de la base

{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, el procedimiento seria el siguiente:

vl =[110]; %priner vector de |la base de partida

v2 = [0 1 1]; % segundo vector de | a base de partida

v3 =[101]; %tercer vector de |la base de partida

%0 Apl i co Gram Schmi dt (pag. 14 de | os apuntes)

ul = vl; %uprinmer vector de | a nueva base ortogonal

u2 = v2 - ul*dot(ul, v2)/dot(ul, ul); % segundo vector de |a nueva base ortogonal
u3 = v3 - ul*dot(ul, v3)/dot(ul, ul) - u2*dot(u2, v3)/dot(u2, u2); % prinmer vector

% de | a nueva base ortogonal
format rat
[ul; u2; u3] %esta seria m base ortogonal (ejenplo pag. 15 de | os apuntes)

ans =

1 1
-1/ 2 1/
2/ 3 -2/

Si no solo quisiera una base ortogonal, si no una base ortonormal, tendria que normalizar los vectores de mi
base ortogonal:

format short
[ul/norm(ul); u2/normu2); u3d/normul3)] % base ortonormal (ejenplo pag. 15

ans =



0.7071 0.7071 0
-0.4082 0. 4082 0. 8165
0.5774 -0.5774 0.5774

% de | os apuntes)

En MATLAB, y siempre que estemos trabajando con el producto escalar usual, podriamos recurrir a la

funcién orth. Esta funcién implementa internamente el método de Gram-Schmidt y permite obtener una base
ortonormal a partir de una base cualquiera directamente. Sin embargo, para utilizarla bien, hay que tener en
cuenta un par de particularidades. La primera es que la matriz que le pasemos a orth como entrada sea una
matriz simbdlica (no numérica). Para ello, tendremos que utilizar la funcién sym. El resultado que nos devuelve
orth también sera simbdlico, pero ya hemos visto que la funcion double permite pasar a niUmerico cualquier
expresion simbdlica en la que sélo intervengan numeros (no incégnitas). Por tanto, el procedimiento seria:

=[vl v2' v3]; %mtriz con |a base de partida
% Los vectores de | a base tienen que estar en col umas!

%% Base ortonor mal
base orton = orth(symv))

base_orton =
V_iffﬁ
2 3
fo_ﬁ
2 3
Ox/iﬁﬁ
3 3

cl ass(base_orton) %esto serd una expresi on sinmbdlica

ans =
"sym

doubl e(base_orton) % para pasarla a nunerico

ans =
0.7071 - 0. 4082 0.5774
0.7071 0. 4082 -0.5774
0 0. 8165 0.5774

% Esta es | a base (en columas!) que habi anps obteni do con G am Schm dt
%% Base ort ogonal
base ortog = orth(sym(v), 'skipnormalization') % el argunento opci onal

base_ortog =
1 -1 2
2 3
1 L2
2 3
0o 1 2
3

% ' ski pnormalization' evita |la nornmalizaci én



cl ass(base_ortog) % esto sera una expresi on sinbdlica

ans =
"sym

format rat
doubl e(base_ortog) % para pasarla a nunérico

ans =
1 -1/
1 1
0 1

% Esta es | a base (en columas!) que habianpbs obteni do con G am Schm dt

Matriz de proyeccidn

Hemos visto que la matriz de proyeccion sobre un subespacio S se obtiene como Pg = A(A'A)™' A?, donde A
es la matriz que contiene en sus columnas los vectores de una base de S. Por tanto, si quisiéramos hallar la
matriz de proyeccion del subespacio S =< (2,-1,1),(-1,2,1) >, hariamos lo siguiente:

baseS =[2 -11; -1 2 1]'; %base de S (es un sist. gen. y L.1.).
% La col oco en columas. Esta base no tiene porqué ser ortogonal
dot (baseS(:, 1), baseS(:,2)) % venps que no es ortogonal

ans =
-3

% Ya podenos calcular la matriz de proyecci 6n (pag. 16 de | os apuntes)
PS = baseS*i nv(baseS' *baseS)*baseS'; % natriz de proyecci 6n sobre S

Podemos ver que Ps cumple las tres propiedades que ha de cumplir toda matriz de proyeccion:

% 1) Es cuadrada

% 2) Es sinetrica. Esto puede conprobarse con issynmetric, que devol vera
%un 1/0 si la matriz que se |l e pasa conb entrada es/no es sinétrica. Este
%tipo de variables binarias 1/ O se denom nan | 4gi cas

issymmetric(PS) % matriz sinétrica

ans =
1

% 3) Es idenpotente
format short
PS - PS*"2 9% Ps=Ps2

ans =
10°15 x
-0. 1110 0 0
0 -0. 1110 0
0 0 0



Esta es la matriz del ejercicio de la pagina 18 de los apuntes. Por tanto, acabamos de ver que esa matriz es la
matriz de proyeccién sobre un subespacio cuya base es {(2,-1,1),(—1,2,1)}.
Una vez hemos calculado Py, seria inmediato proyectar cualquier vector v sobre S; tan solo habria que
aplicarle la matriz P, ( es decir, multiplicar Ps por v ). Por ejemplo, para proyectar ortogonalmente el vector
(3,4,5) sobre S:

v =[3 45]'; %vector a proyectar

format rat
PS*v % proyecci 6n de v sobre S

ans =
7/3

10/ 3

17/ 3

Ejercicios propuestos

Ejercicio 1:
Halla una base ortonormal del plano generado por los vectores (0,1,0) y (3,2,1):

 a) Aplicando Gram-Schmidt
* b) Con la funcion orth

Ejercicio 2:

Utilizando matrices de proyeccion, calcula la proyeccion ortogonal del vector V= (3,4,5) sobre el subpespacio

; . -
S:{x—-y+z=0} de R? y sobre st. Comprueba que ambas proyecciones son ortogonales entre siy que v
puede expresarse como la suma de ambas proyecciones. ¢ Qué pasa si sumas la matriz de proyeccién sobre S
y la matriz de proyeccién sobre $+?

Ejercicio 3:
En R*, con el producto escalar habitual, sea el subespacio S={x+y—-z+1r=0,2x+y—2z+3r=0}. Dado el

- - - - - - - - -
vector v =(1,-1,2,3), halla v, y v, talesquev =vi+v,, v ES Yy v; L .



