Tema 1: Senales y Sistemas
f Introduccion. T
Senales continuas y discretas.
Transformaciones de la variable independiente.
Caracteristicas de senales.
Senales elementales
Propiedades de los sistemas.

o 0 A~ W h =

. |

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales vy sistemas. Tema 1: Sefiales v Sistemas. OpenCourseWare —p. 1/58



1.1 Introduccion

-

¢;,Qué es una senal?

Una funcion (¢, z, ...) que lleva informacion acerca del
proceso fisico o matematico al que representa.
Ejemplos de senales:

m CD, MP3, ECG, EEG, RNM, PET, TAC {ecg.m}.

® Tension de un microfono {anykey .m}.

m Senales de radio.

® Numero de manchas solares en un ano.

m Radiacion fondo cosmico microondas {cmbr . m}.

m Cotizacion acciones {msft .m}

. |

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales vy sistemas. Tema 1: Sefiales v Sistemas. OpenCourseWare — p. 2/58



1.1 Introduccion (II)
-

Representacion matematica como funcion de una o
mas variables independientes.

Continua unidimensional: z(t) € R, C.

Discreta unidimensional: z|n]ox, € R, C.
Bidimensionales: z(u,v), z[n, m|, 2, m.

Funcion cuyo patron de variacion lleva informacion.
Senales deterministas y aleatorias (ruido).

Procesado de senal: representacion, transformacion y
manipulacion de senales y de la informacion que
contienen.

. |

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales v sistemas. Tema 1: Sefiales v Sistemas. OpenCourseWare — p. 3/58



1.1 Introduccion (II1)
B -

;,Qué es un sistema?

Cualquier dispositivo fisico u operador matematico que
transforma senal(es) de entrada en senal(es) de salida
y/o algun efecto fisico.

Un sistema realiza operaciones sobre senales, las
modifica {riceedge.m}, {eco.m}.

Es una abstraccion matematica de un sistema fisico, un
modelo.

Matematicamente, un operador: z(¢) BN y(t).

=
—_
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1.2 Senales continuas y discretas

o N

Senales continuas: x(t) o z.(t). Familiaridad por
circuitos eléctricos, mecanica, ...

La secuencia z|n| esta definida para n € Z.

Para poder tratar numéricamente una senal en un
ordenador se necesita muestrear y cuantizar
{sampling.m, cuantos.m}

Periodo de muestreo 7,
x(n| = x(nT).

Intervalo de cuantificacion A:

z|n| = A round (x(nT)> .

A

. |
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1.2 Senales continuas y discretas (I1I)

o N

tiempo / amplitud | continua discreta
continuo analogica cuantizada
discreto muestreada digital

Cuatro tipo de senales {contdisc .m}.

Cuantificacion: la senal e[n] es una secuencia aleatoria
acotada {gnoise.m}.

Por defecto, trabajaremos con senales analdgicas
(continuas) y muestreadas (discretas).
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1.3 Transf. de la variable independiente
f Pregunta basica: T
¢, COmo cambia z(t) 0 x[n| cuando se transforma ¢ o n?

Desplazamiento temporal:
Wm(t) = x(t —tp) {shiftc.m, shiftd.m}.
m Retrasada si ty > 0, adelantada si ¢y < 0.
m Ejemplo: y|n| = z[n] + x[n — ng|] {eco.m}.
®m Tiempo de propagacion.

Inversion temporal: x|—n| {back.m}

Escalado temporal: z(2t) comprimida, z(t/2) expandida
{escala.m}, {cartaesc.m}.

;, Somos capaces de reconocer la voz?

. |
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1.3 Transf. variable independiente (1I)
- -

La transformacion y(t) = x(at + ) conserva la forma.
y(t) = x(at + B): y(0) = z(6), y(—=F/a) = 2(0).
Ejemplo: si z(t) = [|t| < 1], calcular y(t) = z(2t + 3).
Método 1 {orden.m}:
) t — at: p(t) = z(at).
i) t =t + B qt) = z(a(t + B)) = z(at + aB) # y(t).
i) t > t+ B/a: r(t) = x(at + 5) = y(t).
Método 2:
) t = t+ pt: u(t) = x(t + 5).
) t = at: v(t) = z(at + B) = y(1).

. |
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1.4 Caracteristicas de senales

-

Senales periodicas.
Senales pares e impares.

Senales simétricas conjugadas.
Energia y potencia de una senal.

. |
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1.4.1 Senales periodicas

-

Si existe T' > 0 tal que x(t + T') = z(t) para todo ¢.

[ANVANYA VA
\/T \/QT \/ST \/4Tt

Se verifica z(t) = x(t + mT) para todo m € Z.

Ty es el periodo fundamental, excepto si z(t) = cte.
z|n + N| = z|[n|, Ng. N,2N,3N,....
Frecuencia angular:

2

m Continua: Q) = % rad/s.
27T

m Discreta: w = — rad.

. Y |
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1.4.2 Senales pares e impares

-

Par: x(t) = z(—t), x|n] = z[—n)].
Impar: z(t) = —x(—t), z|n] = —x[—n)].
Si es impar, z(0) = 0, z[0] = 0.

o
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1.4.2 Senales pares e impares (II)

o N

Toda senal puede ponerse como la suma de una senal
par y otra impar.

Si definimos

Entonces, x(t) = x.(t) + x,(1).

. |
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1.4.2 Senales pares e impares (II)

-

Hacer ejercicios 1.34 y 1.37.
Ejemplo, descomponer z|n| = [n > 0.

r[—n] = [-n > 0] = [n < 0]

reln] = 5([n > 0] + [n < 0))

1 1 1
= (> 0+ 2n=0]+ [n<0) = 3 + 5 [n=0],
2o :%([n>0]—[n<0]):%[n>0]—%[n<0].

Mostrar notacion convencional.

. |
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1.4.3 Senales simétricas conjugadas

o N

Es el criterio de paridad importante para senales
complejas.

x(t) es simeétrica conjugada si z(—t) = z*(¢).

Sea x(t) = a(t) + jb(t) simetrica conjugada:
r(—t) = a(—t) + 7b(—1)

a(t) — jb(?).

m Por tanto, a(t) es pary b(t) impar.

. |
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1.4.4 Energia y potencia de una senal

| oW o

\
77

Potencia

Energiat; <t <ts:

t2 t2 1
/ p(t) dt = / —v3(¢) dt.
t1 tl R

Potencia media:

1 E
L r— /tl p(t) dt. J
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1.4.4 Energia y potencia de una senal (II)

o N

Energia en un intervalo:

[P

n=—n1

Potencia media en el intervalo:

I 1 S )
t)|”dt :
[ CROPd S feln)

t1 n=na

Integral: area bajo la curva (de |z(-)|?).

. |
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1.4.4 Energia y potencia de una senal (III)
B -

Energia:

T o0 o0
Fs = lim 2 (t)]? dt :/ 2 (t)]? dt, Z z[n] |2

T— 00 _T

— n=—00
Potencia:
Py = lim L ) z(t)|* dt lim Z |z[n
X 1500 2T J_p ’ N—00 2N+1

. J
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1.4.4 Energia y potencia de una senal (IV)
B -

Senales de energia finita
m LA, < oo.
Fioo
o7 T 0.
mEj: x(t) =[|t| < 1]: Exo =2, Py = 0.
Senales de potencia finita
m P > 0, finita.
m L, = oo.
mE|: z[n| =4: P, =16, E = 0.
Ejemplo de senal con P, y E infinitas: z(t) = t.

. |
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1.5 Senales elementales

-

Son importantes porque:
m Sirven de base para otras.
®m Modelan situaciones reales

1. Senales exponenciales y sinusoidales.
(a) Continuas.
(b) Discretas.
(c) Propiedades de periodicidad.

2. Impulso, escalon y rampa.
(a) Discretas.
(b) Continuas.

. |
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1.5.1.1 Exponenciales continuas

-

Exponenciales complejas continuas:
z(t) = Ce®, dondea,C € C.

Exponenciales reales: a, C' € R.
Si a <> 0: decreciente, creciente o constante.

A

Y

. |
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1.5.1.1 Exponenciales continuas (II)

o N

Exponenciales complejas periodicas:

CeC, C=|C?= A
a €l a = j§).

2(t) = |C|ed ot +9e),

Periodica si z(t +T) = x(t).

Periodo: T = &%, ya que /¥ = /(327 T = T|_, .
Frecuencias negativas: gira en sentido contrario.
Cualquier Qy da lugar a una sefal periddica.

Qo = 27 fo, fo = =.

. |
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1.5.1.1 Exponenciales continuas (I1I)

SN | N

Si z(t) = Ae/$t+9) segun la regla de Euler:

Re{xz(t)} = Acos(Qpt + ¢), Im{x(t)} = Asen(Qpt + ¢).

NSNS
\></ X

;7 /\ (ot
I

. J
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1.5.1.1 Exponenciales continuas (IV)

o N

Senales armdnicamente relacionadas,
op(t) = M0t =0, +1,. ...

Energia y potencia: sea z(t) = /%,

mEp, = [ ]ei®t2 4t = T,
B Pr, =1,

[ EOO — OO!

m P, =1.

. |
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1.5.1.1 Exponenciales continuas (V)

-

Caso general: C = |C|e??, a = r + jQo.

Cli(t) _ ‘C‘ertej(ﬁot—l-e)

= |Ce" cos(Qot + 0) + j|Cle" sen(Qpt + ).

Envolvente , real e imag, polar.

’C‘_‘L
W N7 ¢ tel

. |
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1.5.1.2 Exponenciales discretas

-

Exponenciales complejas discretas,
z|n| = Ca”, x[n|] = Ce". C,a,a € C.

Exponenciales reales: C, o € R {expdisc.m}
m Si|a| > 1 crece, si |a| < 1 decrece.
®m Si o > 0 no cambia de signo, si a < 0 alterna.
mSia=1,zn =cte,sia=—1, zn] =C(-1)"

. |
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1.5.1.2 Exponenciales discretas (II)

o N

Exponenciales complejas
BSia=c¢c%=¢e"% z[n] = e = e™(coswn + jsenwn).
®mSiw=m,coswn=(—1)" senwn = 0.

mSit¢Z, e e C. En las continuas no hay una
exponencial real con o < 0.

Sinusoidales: a € I — || = 1.
[ ] x[n] — Aej(w0n+¢>_

General: C = |C|e?? = Ael?, a = |a]el“v.
m z[n] = A|a|edwWontd),

. |
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1.5.1.3 Propiedades de periodicidad
-

Continuas, z(t) = e’*%t,
1. Cuanto mayor 2y, menor T.
2. Es periddica para todo €.
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1.5.1.3 Propiedades de periodicidad (II)
- -

Discretas, z[n| = ¢/“*" {perdisc.m}

1. ewot2mn — gjwon s 0 = @y + 27 Indistinguibles.
Intervalo frecuencial de 2« (|0, 27| O |—7, 7])
T fcuando wg T, Tmin = T'|we=r: 7™ = (—1)".

2. egiwo(ntN) _ gjwon _y gjwolN 1, por tanto wg N = 2mm,
wo = 27‘(%, 02‘)—7? c Q.

wo es la frecuencia de la envolvente, la frecuencia

fundamental ws,ng €S la frecuencia de la secuencia

discreta.

m 2T 2T wo
wop=2"n— > N=m—:, N = S Wiynd = —
N W Wund

. |
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1.5.1.3 Propiedades de periodicidad (11I)
B -

Hacer ejercicios 1.35y 1.36.

Ejercicio: ¢son periddicas las siguientes sefnales?
Calcular N y wiyng- {€jperdis .m}

a) x[n| = sen(2n).

b) z[n| = cos(0.27n).
c) z[n] = %™,

d) z[n] = ei6m/35

. |
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1.5.1.3 Propiedades de periodicidad (1V)
B o

a) Si z|n]
b) Si x[n] = cos(0.27n):

sen(2n): wo = 2 # 27 %:: No periddica.

wo = 0.21 = QWE, N = 10, wiyng = wo.

c) Siz[n] = 0™

3
wo = 6w = QWI,N = 1, wiyng = wo/3 = 2.
d) Si z[n] = eI6m/35.
0 3
Wy = T 2r—, N = 35, wgyng = wo/3 = 27/35.

L 35 35 J
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1.5.1.3 Propiedades de periodicidad (V)
B o

Exponenciales relacionadas armonicamente (peridodo
comun N)

Pr\n] = AN =0,41,42,...

. -7, 27
En el caso continuo, todas las ¢ (t) = e?* 7t son
distintas, en el discreto no:

Oranln] = /I = T = gy [n)

Solo hay N distintas de periodo N:

Po\n| = 1,¢1|n] = IR dN_1, 6N = do.

. |
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1.5.1.3 Propiedades de periodicidad (VI)
. o

a) Sixzi[n] =sen(5mn) Yy x2[n] = V3 cos(5mn), calcular N.

jemplo: {ejh16 .m}

b) Evaluar amplitud y fase de y|n] = x1|n] + x3|n].

a) Como wy = 57 =272, N = 2, Wyng = X = .

b) y[n| = Acos(won + ¢) = A coswyn cos ¢ — Asenwyn sen ¢.

ACOS¢:\/§7 A2:4:A:27 Sen¢:_1:¢:—z.
Asengp = —1 2 0

Por tanto, y|n| = 2 cos(bmn — 7/6).

. |
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1.5.2.1 Impulso, escalon y rampa

fC

aso discreto
Impulso unitario 0 muestra unitaria {deltad.m},

5[] = {(1) Zig — =0

Propiedad de muestreo:

. |
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1.5.2.1 Impulso, escalon y rampa (II)

o N

Escalon unitario {ud . m}:

0 <0
up] =4 TS =[n>0)]
I, n=>0,

o[n| = u[n] —uln — 1].

uln| = Enj om| (ver paran =0,1,...).

m—=—aoo

m:n—k%u[n]zﬁoé[n—k].

Dibujar con eje abscisas k y de n|. Superposicion.

. |
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1.5.2.1 Impulso, escalon y rampa (I1I)
B -

Rampa, r|n| = nu|n| {rampa .m}:

0 <0
rln] =4 = n[n > 0].
n, n >0,

Ejemplo: expresar x[n| = [0 < n < 9] en funcion de u/|n)|
y de d[n|.

. |
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1.5.2.2 Impulso, escalon y rampa (I)

o | N

aso continuo

Escaldn unitario, discontinuo en ¢t = 0:

u(t) — {o, t <0

Y

1, t>0,

n t

uln| = Z 5[m]%u(t):/ 6(T)dr,

mMm=—0o0 — 00

du(t)
dt

. |
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1.5.2.2 Impulso, escalon y rampa (II)

- N

efinimos

o
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1.5.2.2 Impulso, escalon y rampa (I1I)
B -

Area de 6 (t) = 1.

§(t) = lim J5(t).

Delta de Dirac.
Distribucion.
Representacion:

. f |
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1.5.2.2 Impulso, escalon y rampa (IV)
B o

Interpretacion: u(t) = ffoo o(T)dr.

 0(7)
——————— | :t>0f:1
t<0:[=0, |
] ] T
Slhacemosf_t—a a—t—T do = —dr;
f o(t—o)( fO (t —7)dr.
5(?5_7_) A '\ 6<t_7-)
t<0:[=0 L |t>0: [ =
|
|
|

. ' J
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1.5.2.2 Impulso, escalon y rampa (V)
B o

6(t) también tiene una propiedad de muestreo.

Si §(t) = lima_g0a(t), S€ea xa(t) = x(t)oa(t).

Si z(t) es continua, en el origen z(t)0a(t) ~ x(0)0a(t).
Limite: z(¢)0(t) = z(0)d(t) y x(t)5(t — tg) = x(tg)d(t — to).
Definicion: §(t) =0 parat#0e [~ d(r)dr = 1.
Propiedad de seleccion

/OO x(t)5(t — t()) dt = Zl?(to) /OO 5(t — to) dt = :E(t()).

— 0 — OO

. |
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1.5.2.2 Impulso, escalon y rampa (VI)
-

Funcion rampa

Nﬂ{é t<0 Ly drD)

t, t>0, dt

Hacer el ejercicio 1.38.
6(t) es una funcion par: 6(t) = o(—t) (0(t) = 0, t #£ 0).
Escalado: 6(at) = 14(t), si a > 0.

. |
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1.6 Propiedades de los sistemas

o N

Estabilidad BIBO:
B loda entrada acotada produce una salida acotada.

my(t) = H(xz(t)).

m El operador es BIBO-estable si cuando
z(t)| < M, < oo para todo ¢, entonces
y(t)| < M, < oo para todo t.

Ejercicio: demostrar que el MA3 es estable.
Ejercicio: ver qué ocurre con y[n| = r™x|n].

. |
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1.6 Propiedades de los sistemas (I1I)

o N

Memoria:

m Un sistema no tiene memoria si la salida en cada
instante depende solo de la entrada en ese instante.

m Si y(t) depende de valores pasados o futuros de
x(t), tiene memoria.

m ;, Tienen memoria los circuitos con R, C, L?.
m ; Tiene memoria el sistema MA3?

Causalidad:

m Es causal si la salida depende solo de valores
pasados o presentes de la entrada.

m Cuando t no es el tiempo, o esta grabada.
m Aproximaciones del operador derivada.

. |
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1.6 Propiedades de los sistemas (I11I)

o N

Invertibilidad

m Un sistema es invertible si se puede recuperar la
entrada a partir de la salida.

o) ol v sl

= = =
- - -

m Operador inverso, operador identidad.
H™ Y y(t)} = HHH{z()}} - H'H = 1.

m Cada entrada debe proporcionar una salida distinta.
m ;Es invertible el sistema y(t) = 22%(¢)?
m Diagrama de Veen

. |
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1.6 Propiedades de los sistemas (I1V)

o N

Invarianza temporal:

m Un sistema es Tl si para toda entrada z(¢) con salida
y(t), la salida de x(t — tg) es y(t — tp).

m Operador desplazamiento: z(t — tg) = S {z(t)}.
m Para un sistema H, y(t) = H{x(t)}.

yi(t) = H{z(t —to)} = H{S"{=(t)}} = HS"{z(1)},
y(t —to) = S*™{y()} = S™{H{x(t)}} = S”H{=z(t)}.

mHesTlsiy(t)=y(t—tg).

m [ es Tl si conmunta con S: HS% = S% [ para todo
to.

. |
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1.6 Propiedades de los sistemas (V)

o N

Linealidad:

m Un sistemas es L si satisface el principio de
superposicion.
m La salida a la entrada z;(t) es y;(t) = H{x;(t)}.

mSea x(t) = Zi\;l a;zi(t).

N
y(t) = H{x(t)} = H {Z aixxt)} ,

1=1
N
y(t) = aiH{zi(t)}.
1=1
L ®m H es L si conmuta con el operador suma. J

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales v sistemas. Tema 1: Sefiales vy Sistemas. OpenCourseWare —p. 46/58



1.6 Propiedades de los sistemas (VI)

. N

jemplo: ¢es lineal el sistema y[n] = nx[n|?
La salida asociada a la entrada z;|n| es y;|n| = nx;|n|.
Dada la entrada z[n] = 3 ; a;z[n),
su salida es

N N N
yln] =n Z a;x;|n] = Z a;nxin| = Z a; ;i [n).
i=1 i=1 i=1

El sistema es lineal

. |
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1.6 Propiedades de los sistemas (VII)
ijempIo: ses lineal el sistema y(t) = x(t)x(t — 1)?
_a salida de z;(t) es y;(t) = x;(t)x;(t — 1).
Dada la entrada z(t) = x1(t) + z2(t),

-

a salida es

y(t) = (21(t) + 22(t))(w1(t — 1) + 22(t — 1))
xl(t)xl(t — 1) -+ Q?Q(t)xz(t — 1)

1(t):€2(t — 1) o ZCQ(t)xl(t — 1)
= y1(t) + yo(t) + 21 () wo(t — 1) + zo(t)x1(t — 1).
No es lineal

. J
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Ejercicio 1.34
L

(a) Demostrar que si z|n| es impar, entonces

aracteristicas de senales pares e impares

©.9)
Zx[n]:().
Nn=—o0
Z Zx —I—ZU +Zx
n<0 n>0
:Zx—n +Zaﬁn
n>0 n>0

=— Y zx[n|+ z[n| = 0.
- Z Z B
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Ejercicio 1.34 (1I)
-

(b) Demostrar que si z1|n] es impar y z2|n| €s par, entonces
yln] = x1|n|x2|n| es impar.

-

yl=n] = z1[=nlza[—n| = —z1[n|z2[n] = —y[n].

. |
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Ejercicio 1.34 (1II)
-

(c) Sixy|n| = Par{z[n|} Yy x;/n] = Imp{z[n]}, demostrar
sz[n] = Zxﬁ[n] + Zx?[n]

Si z[n] = xp[n] + zi[n],
°In] = x}% n| + :CZQ (n] + 2zp[n)|x;|n)].

Por tanto,
Z z%[n] = Z xz%[n] — Z x%[n] + 2 Z Tp|n|x;|n].

El ultimo sumando vale 0. La E. de una senal es igual a
L la suma de las E. de sus componentes par e impar. J
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Ejercicio 1.34 (I1V)
-

(c) También para continuas. Demostrar

/_Z z?(t) dt = /_Z v2(t) dt + /: 22(t) dt.

Repetiremos los tres pasos del caso discreto. Si
x(t) = —x(—t), entonces

/Zx(t)dt:/(;x(t)dtJr/Ooox(t)dt
:_/:x(—t)dtJr/Ooox(t)dt

5 :/Ooox(—t)dt+/ooox(t)dt:(). N
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Ejercicio 1.34 (V)
-

Sizi(t) es pary xo(t) impar, entonces z(t) = z1(t)xa(t) €s
impar, ya que

r(—t) = x1(—t)x2(—1t) = —x1(t)x2(t) = —2().

Por ultimo,

/ N 22(t) dt = / N (z2(t) + 27 () + 2xp(t)zi(t)) di

:/ :cg(t)dt+/ x3(t) dt.

. |
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Ejercicio 1.35
- -

. %
x|n| = TR g = =2

N N
Sea N = Nyged(N,m), m = mgged(N, m), entonces

d(N
wo = op 0 8CdN,m) ) mo.

- No ged(N, m) No

. |
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Ejercicio 1.36
. | ] -

Sea z(t) = /“" de wyung wo Y periodo Ty = L. Sea
z[n] = z(nT) = eIwon!

a Demostrar que z[n| es periodica sii 7= € Q.

2 I
wol’ (w():%) :27Tm > Z%E@.

T
b Suponer 7 =~ = &. ;Cuales son el periodo

fundamental y Ia frecuencia fundamental de z|n|?
Periodo fundamental: N/ gcd(N, m) = N. Frecuencia
fundamental: wiyng = woT'/m.

= ¢ = - ¢Guantos periodos de z(t) se necesitan para

L obtener Ias muestras que forman un periodo de x|n]? J
TN = mTy: m periodos de z(t).
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Ejercicio 1.36 (1I)
F_;O = 5; .

t=linspace(0, 30, 1000);

X=coSs (2xpixt/T0);

plot(t, x);

hold on;

T=2:

n=[0:t(end)/T];

stem(n*T, cos(2xpi*nxT/T0), 'r’);
T=exp(1l);

n=[0:t(end)/T];

stem(n*T, cos(2xpi*n+T/T0), 'r’);

. |
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Ejercicio 1.37
s

| se define la correlacion entre z(t) e y(¢) como
D)) = / x(t+ 7)y(7)dr.
(@) ¢Qué relacion hay entre ¢, (t) Y ¢y (t)?

Dyl = / y(t + 1) (1) dr = / y(o)x(oc —t)do

— 0O — 0O

-/ " a(r = O)y(r) dr = buy(—1).

— 00

(b) Calcular la parte impar de ¢, (t). Si ¢gy(—t) = Puy(t),
entonces ¢, (—t) = ¢ (t) (par).
. |
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Ejercicio 1.37 (1I)
W -

(c) Siy(t) =z(t+T), expresar ¢.,(t) Yy ¢,y(t) en términos
de ¢, (t)

¢azy(t) = /OO x(t == T)y(T) dT = /OO x(t + T)x(T 14 t) dr

— 0 — O

:(7-—|—T:c7)/OO r(t—T+o0)x(o)do = ¢ppp(t =T).

— 00

Pyy(t) = /OO y(t+ 7)y(1)dr = /OO r(t+ T+ 7)x(T +7)dr

— 00 — O

=(r+1T =o0) /OO (o +t)x(o)do = ¢dga(t).

N - N
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