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3.1 Introduccion

b N

ara los sistemas LTI:

., Ventaja de expresar senales en términos de funciones
base ¢ |n]?

Una buena base: generalidad, sencillez.
Funciones base del tema 2: impulsos desplazados,

0. @) ©.@)

vfn] = Y a[kldln— k] > yln] = >  a[k]h[n — k].

k‘:—oo k:—OO

Funciones base Fourier: exponenciales complejas,

. |
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3.2 Autofunciones de los sistemas LTI (I)

B

o

-

Sea A € C™*™ yna matriz cuadrada.

Un vector no nulo x € C™ es un vector propioy A € C
un autovalor si

Ax = \x.

ldea clave: la accion de la matriz A sobre un
subespacio S de C™ se reduce a una multiplicacion
escalar.

El conjunto de los autovalores de A es su espectro, un
subconjunto de C denotado por A(A).

Elementos del espacio vectorial: vectores.
Operadores sobre los elementos: matrices.

|
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3.2 Autofunciones de los sistemas LTI (II)

-

o

B

Elementos del espacio vectorial: funciones.
Operadores sobre los elementos: sistemas.
H{¢(t)} = h(t) * o(1).

La accion del sistema sobre las funciones es una
convolucion.

Una funcion no nula ¢(t) es una autofuncion y A es un
autovalor si

H{g(t)} = Ao(1).

|dea clave: la accion del sistema H{-} sobre ciertas
funciones se reduce a una multiplicacion escalar.

|
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3.2 Autofunciones de los sistemas LT1 (I1I)
B -

La operacion del sistema sobre una autofuncion es
simplemente una multiplicacion escalar

H{ow(t)} = A\pdr(t).

ldea: tomar como base para representar funciones las
autofunciones de los sistemas LTI.

Si z(t) = ) alk]or(t),

k

y(t) = H{z(t)} = ) _ alkAn(D).

k

La entrada y la salida son combinacion lineal de las

L funciones base. J
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3.2 Autofunciones de los sistemas LTI (I1V)

H(s) = / T e dr

— 0

s =a+ j. Si a = 0, transformada de Fourier. Si o # 0,
L transformada de Laplace. J
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3.2 Autofunciones de los sistemas LTI (V)

-

o
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y[n] = z[n] * h[n] = i hlk]z[n — k).
Si z[z] = 27, o
yln] = ki hlk]2"F = Z”ki hlk]z=F = H(2)z[n]
H(z) = ki hlk)z*.

»z =rel¥. Sir = 1, transformada de Fourier. Si r # 1,
transformada -.

|
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3.3 Ortogonalidad (I)
B -

Sean ¢(t) y ¥ (t) dos funciones periddicas de periodo T'.
Definicion de producto interno:

(6(), (1)) = /<T> o(0)0* (1) di.

Definicion de ortogonalidad: dos funciones son
ortogonales si su producto interno es nulo.

Proposicion: las funciones base ¢;,(t) = e/*%?, con
(g = 27/T, son ortogonales.

(Pk(t), dm(t)) = Toy".

. |
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3.3 Ortogonalidad (II)
- -

T
(64(1), dm(t)) = / St —mSot gy _ / i(k—m) ot gy
0

(T)

Si k =m, el integrando es €’ = 1y (¢x(t), pm (1)) =
Si k #m,

(Pr(t), D (1)) = P PE— i (h—m)Qut

ya que 6j(k—m)QoT _ ej(k—m)Zw — 1
En resumen, (¢r(t), om(t)) = Tk = m| = T9;".

. |
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3.3 Ortogonalidad (III)

o N

Sean ¢[n] y ¥[n] dos funciones periddicas de periodo N.
Definicion de producto interno:

(¢[n], ¥[nl) = ) ¢lnle*[n],
n=(N)

donde n = (N) significa que n recorre N enteros
consecutivos.

Definicion de ortogonalidad: dos secuencias son
ortogonales si su producto interno es nulo.

Proposicion: las secuencias base ¢;[n] = e/*" con
wo = 27 /N, son ortogonales.

- (k[n], dmln]) = NG |
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3.3 Ortogonalidad (IV)
B -

N—-1 N—-1

(Pr[n], pm[n]) = Z g Fwon g =jmuwon Z oJ (k=m)won

n=0 n=0
Si k = m, el sumando es €' = 1y (¢[n], pu[n]) = N.
Si k # m,

1 — e~ J(k—m)woN

<¢k [n]7 gbm [n]> —

1 — e—J(k—m)wo =0,

ya que wolN = 21 y e dk—m)2m — 1
En resumen, (¢i|n], om(n]) = N

. |
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3.4 Representaciones de Fourier (I)

f T. Continuo Discreto T
ESArS
s T s
3 2
o — 5 20 15 10 -3 510 15 2 (@]
o) 2
ol DTFS (DFT) |O
qv)
2 - 11 R A J k OOOOOOOOOOOOO S
NS, RIS c
g - ' : : ’ s 0 s 0 s 10 15 2 -lg
< FT DTFT O
L Aperiddica Periddica F. J
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3.4 Representaciones de Fourier (II)

T

-
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Continua Discreta
p(t) = Y  afkle!! tln] = ) afk]e/" "
k=—o0 k=(N)
| o= [ s etar | alk = 3 alnjeien |3
= alk| = = x(t)e alk| = — xr|n|e O
e gl gy 5
Q FS DTFS (DFT) a
T 7 . 1 -
_ - 98t _ JW\ L Jwn
B x(t) . /_OOX(]Q)G dQ) | x|n] . 27TX(e )e?“" dw
O 00 00 ©
S X(7Q) :/ x(t)e % dt X(ev) = Z x[n]e 7" =
g X n=—00 -lCE)
< FT DTFT O
Aperiddica Periodica F.



3.5 Series de Fourier continuas (FS)

f Aplicable a senales periodicas continuas. T
x(t +T) =z(t), Vt: periodo T', pulsacion Qg = 27 /T.
o(t) = eI*%t periddica de periodo T = 27 /€.
o (t) = ¥t | ¢ 7: periodo fundamental T/|k|.

©.@) 0. @)

p(t)= Y alklgp(t) = » a[kle’*™" periodica de periodo T

k=—00 k=—00

Representacion de x(t) como una serie de Fourier:
® Frecuencia angular fundamental €.
m Coeficientes a|k].

. |
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3.5.1 Analisis y sintesis (I)
B -

Supongamos que z(t) = z(t + 1) puede ponerse como

0. @) 0. @)

()= S alMer(t) = 3 alkleMt

k=—o0 k=—o0

¢;,Cuanto valen los coeficientes a|n], n € Z?

©.@) 0. @)

(@(t) 0n0) = 3 alk] (x(8), 60 () = > alkIT6 = aln]T:

k=—o0 k=—o0

despejando



3.5.1 Analisis y sintesis (IT)
-

La ecuacion de analisis

aln] = %/@) x(t)e It gy n € 2,

determina los coeficientes espectrales o de Fourier a|n|.
La ecuacion de sintesis

0. @)

x(t) = Z a[k]e/ ot

k=—o0

sintetiza x(¢) sumando co exponenciales complejas.
alk] indica cuanto de ¢ (t) esta presente en x(t).
L El coeficiente a|0] es el valor medio de z(t). J
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3.5 Ejemplos

Calcular los coeficientes de Fourier de

T w
t) = 3cos (St+ 7).
x(t) cos | 5 + 1

Calcular los coeficientes de Fourier de la senal x(t)
construida repitiendo el pulso [|t| < T,| con un periodo
T. Particularizar para T, = T/8. {ej35a.m}

. |
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3.5.2 Aproximacion minimos cuadrados (I)

-

Seaxz(t) =xz(t+1T), Vt. T
Construimos z(t) = z(t +T') con ¢x(t), |k| < N,

N
B(t)= > blk]e/ N
k=—N

El error entre ambas también es periddico

() = 2(¢) — a(t), _ % /< § ()2 dt.

Pregunta: ;cuanto valen los coeficientes b|k| que hacen
el error MSE lo mas pequenfo posible?

L Mejor aproximacion LS. J

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales v sistemas. Tema 3: Series de Fourier. OpenCourseWare — p. 18/49



3.5.2 Aproximacion minimos cuadrados (II)

o N

N
_ 1 kQot
E—T/ > bkt — x(t)| dt.
(T) |g=—N

Criterio de minimizacion de E:

OF
— — < N.

Expandiendo el modulo cuadrado (sumas en ky m)

| N N *
E=— b[k|eIF ot — 4 (¢ blm)ed™ ¥t _ (¢ dt
T/<T><kZN” <>><Z ] <>>

m=—N

. |
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3.5.2 Aproximacion minimos cuadrados (III)

o N

N N

1 7 .
T (T >

Nm——N

- Z bk / o (t)eF 0t gt




3.5.2 Aproximacion minimos cuadrados (IV)

o N

Si definimos

entonces

N N

E_-E: > blk]b*[m]

—Nm=—N

1
_ blkla* k] — b [klalk] + = ()| dt.
kE%[[][] h;& [][%%TA%\(H
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3.5.2 Aproximacion minimos cuadrados (V)

o N
N N N 1
E= ) b - Z blka” k] - Z b*[klalk] + = / [ (t)|? dt
k=—N = . ()

N
= 3 B~ alk Z b+ [ oo
k=—N (T')

Criterio de optimizacion: 0F /0blk] =
Solo el primer término depende de b[k].
Suma de cantidades positivas.

Minimo si blk] = alk].

. |
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3.5.2 Aproximacion minimos cuadrados (VI)

o N

Los coeficientes que minimizan el error cuadratico

1 .
=7 [ e ar, < N
T
(T)
son los coeficientes de Fourier.

Normalmente (bajo las condiciones de convergencia),
si N — oo, entonces z(t) — x(1).

. |

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales v sistemas. Tema 3: Series de Fourier. OpenCourseWare — p. 23/49



o

3.5 Ejemplos
-

Coeficientes de senales pares (a[k] = a|—k]: cosenos) e
Impares.

Calcular alk| si z(t) par o impar. Si ademas z(t) real.
Ejemplo: z(t) =1 —t*,t € [-1,1] {ej35b.m}

/ 5 21 (a:Q 2) |
r“cosardr = — + — — — | sinax.
a a a

En el ejemplo anterior, encontrar la mejor aproximacion
de z(t) por una constante, y por a + b cos wt. Dibujar.

|
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3.5.3 Convergencia (I)

z(t) es la mejor aproximacion LS de x(t).
Si existe z(t), lim Ey = 0.
N —00

0. @)

B(t)= Y  afkle!".
k=—o0
¢;,Cuando podremos decir z(t) = x(t)?
En principio, con ¢ (t) solo funciones continuas.
No todas las x(t) son representables, pero si muchas.

¢, Bajo qué condiciones existe? Puede que alk] = o0, 0O
que ) alk|oy(t) = oo.
k

. |
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3.5.3 Convergencia (1)
-

fCriterio 1: aplicable a senales que tienen energia finita en
un periodo. Si

/ ()2 dt < oo (— alk] < o0),
(T)

entonces:
El error ¢(t) tiene energia cero. El error MSE es cero.

/ e(t)|* dt = 0.
(T)

Esto no significa que z(t) = z(t), V.

. |
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3.5.3 Convergencia (1)
-

fCriterio 2. aplicable a senales que verifican las condiciones
de Dirichelet:

1. Integrable en valor absoluto
/ lz(t)| dt < oo (— |alk]| < o0).
(T

2. # finito de max. y min. por periodo (variacion acotada).
3. # finito de discontinuidades en un periodo.

Si CD, entonces z(t) = z(t), Vt; excepto en las
discontinuidades, donde z(t) — (z(t™) + z(t7))/2.

. |
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3.5.4 Propiedades de la FS (I)

s N

| a|k] son los coeficientes de Fourier de z(t)

x(t) = Z alk]elF ot (sintesis)
k=—00
alk] = %/<T> z(t)e Hht gt ke, (analisis)

diremos que z(t) y alk] son un par transformado, y lo
representaremos por

x(t) <— alk].

. |
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3.5.4 Propiedades de la S (II)

o N

Linealidad: z(t) = Ax(t) + By(t) <3 Aalk] + Bblk] (A).

Desplazamiento temporal: z(t — t) LR eIk otog k] (A).

Inversion temporal: z(—t) LR a|l—k] (A).

Conjugacion: z*(t) <2 a*[—k] (A).

Escalado temporal: z(at) = 3 a[k]e?k(eS20)t,
K

Multiplicacion: =(t)y(t) < a[k] = b[k] (S x S).

. |
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3.5.4 Propiedades de la FS (111)

Convolucion periddica (A x A):
_ FS
r(t) ®y(t) = / x(7)y(t — 7)dr <— Talk|blk].
(T)
. ., .. FS |
Diferenciacion: z(t) <— jkQoalk].
Integracion: [*_ x(r) dr <2 alk]/(jk0).

Relacion de Parseval (e]. 3.46):

[ NN
oy MG > lall,

L (pot media z(t) = ) pot media comp. armonicas) J
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3.5.4 Propiedades de la FS (I1V)
-

Si hacemos y(t) = x*(t) y aplicamos (Multiplicacion)

clk] = > anlbk —n] = )  a[n]a*n— k],
C = N an 221 €X 2 arseva
0= 3 il =7 [ 0P asoa

Demostrar que si x(t) es par (impar), a|k] también
(Inversion temporal).

Si z(t) € R, alk| simétrica conjugada (Conjugacion).
Si z(t) real y par, alk] también.
L Si z(t) real e impar, alk| imaginarios e impares. J
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3.6 Secuencias periodicas (DTFS, DFT)

-

Aplicable a secuencias periddicas discretas.
z|n + N| = x|n], Vn: periodo N, pulsacion wy = 27 /N.
Como la FS para z(t) continuas perioddicas era

©.@) 0. @)

v(t)= > alklgp(t) = Y  a[k]e!*",

k=—00 k=—00

podriamos pensar que para x|n| discretas,

0. @) ©.@)

i) = 3 alklesin) = 3 alklehen:

k=—0o0 k=—0o0

L pero no es totalmente correcto, ya que. ..
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3.6 Secuencias periodicas (DTFS, DFT)
- -

Mientras que todas las ¢ (t) son distintas, las ¢x[n] no.

B N (1| = ¢ln]
m Existen sOlo N ¢;.[n] distintas de periodo N.

Por lo tanto el sumatorio no debe estar extendido a
infinitas ¢ [n], sino s6lo a NV consecutivas

o) = S alklenln)

k=(N)

. |
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o

3.6.1 Analisis y sintesis (I)
-

Supongamos que z|n] = x[n + IN] puede ponerse como

o) = 3 alklonln) = S alklern

k=(N) k=(N)

¢,Cuanto valen los coeficientes a|k|?

(), ¢mnl) = > alkl{Gk[n], gmln]) = > alkINGF* = a[m]N;

k=(N) k=(N)

despejando

] = (el ol (= (el sl = afm + 7).

|
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o
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3.6.1 Analisis y sintesis (IT)

La ecuacion de analisis

1 .
alm|] = — Z x|n|e MO m € (N),
n=(N)
determina los coeficientes espectrales a|m].
Tanto z|[n] como a|m] son periddicas de periodo N.
La ecuacion de sintesis

x|n| = Z alk]elFwon

k=(N)

sintetiza x|n] sumando N exponenciales complejas.

alk] indica cuanto de ¢ [n] esta presente en z|n].

Course

|
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3.6.2 Aproximacion minimos cuadrados (I)

-

Sea z|[n| = z[n + N|, Vn.
Construimos z[n] = z[n + N] con ¢i[n], 0 < k< M < N,

Pregunta: ;cuanto valen los coeficientes b|k| que hacen
el error MSE lo mas pequefo posible?

L Mejor aproximacion LS. J

(©) Luis Vielva, Grupo de Tratamiento Avanzado de Sefial. Dpt. Ingenieria de Comunicaciones. Universidad de Cantabria. Sefiales v sistemas. Tema 3: Series de Fourier. OpenCourseWare — p. 36/49



3.6.2 Aproximacion minimos cuadrados (II)

o N

M—-1

1
- ]kwn_
E——N E bl k]el ™0 n]

n=(N) | k=0

Criterio de minimizacion de E:

oF

—— =0,0< k< M.
oblk]

Expandiendo el moédulo cuadrado (sumas en ky m)

5 (o) (o)

VSR

. |
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3.6.2 Aproximacion minimos cuadrados (III)

o N

1 M—1M-1
L o o * (k—m)won
E=—> p bkp(ml ) e
k=0 m=0 n=(N)
M—1 1
*  kwon
- > blk) - > z*[n]e’
k=0 n=(N)
M—1 1 |
— Z b*[m]ﬁ Z x|n|eIMeon
m=0 n=(N)
+ 5 3 falnl
n=(N)



3.6.2 Aproximacion minimos cuadrados (IV)

o N

Si definimos

n=(N)
entonces
M—-1M-1
E=Y ) bk mloy
k=0 m=
M-—1 M-—1 1
* * 2

= ) blkla*[K] = ) b*Klalk] + = > [x[nl]

k=0 k=0 n=(N)



3.6.2 Aproximacion minimos cuadrados (V)

o N

M—1 M—1 M—1 1
B=>" PP =Y bkla’ k] = > b*[Klalk] + & > Jaln]P
k=0 k=0 k=0 n=(N)
M—1 M—1 1
= > [blkl —alk]]> = > lalk]* + N > lemlP
k=0 k=0 n=(N)

Criterio de optimizacion: 0F /0blk] = 0.
Solo el primer término depende de b|k].
Suma de cantidades positivas.

Minimo si blk] = alk].

. |
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3.6.2 Aproximacion minimos cuadrados (VI)

o N

Los coeficientes que minimizan el error cuadratico

bkl = — »  alpleFn 0 <k < M;
n=(N)

son los coeficientes de Fourier.
Si M — N, entonces z[n] — z[n].
E minimo es nulo (Relacion de Parseval).

. |
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3.6.3 Convergencia

Bn] = ) alkle/" ",

k=(N)

Podemos encontrar una representacion exacta
mediante N términos para x|n] = x|n + N].

x|n| = z[n|, Vn.

N numeros en ambos dominios (informacion),
descripcion completa.

alk] es el espectro de z[n|.

Las dos secuencias proporcionan una descripcion
completa de la senal.

. |
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3.6.4 Propiedades de la DTFS (I)

s N

| a|k] son los coeficientes de Fourier de z|n|

x|n| = Z a[k]elFwon (sintesis)
k=(N)
alk] = % Z x[n]eIkwon ke (N), (analisis)
n=(N)

diremos que z|n| y alk] son un par transformado, y lo
representaremos por

. |
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3.6.4 Propiedades de la DTFS (1)
f Linealidad (A). T

Desplazamiento temporal (A).

Primera diferencia: z[n| — xz[n — 1] LR (1 — e~ 7k0)q[k].

Relacion de Parseval:
N Doneiy 1212 =37,y laln] .

DTFS
—

Multiplicacion: z[n| = z[n]y[n] alk] ® bk]

Convolucion periddica: z[n] = z[n] ® y[n] 225 Nalk]b[k].

. |
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3.7 Series de Fourier y sistemas LTI

o | _—

Hemos visto que toda z|n| periddica y la gran mayoria
de z(t) periddicas admiten representacion mediante FS.

Hemos visto que las exponenciales complejas son
autofunciones de los sitemas LTI.

Si a:(t) = e5t, entonces y(t) = H(s)e, donde

s) = [ h(T)e *7 dr es la funcion de sistema.

H(s) =
Si z[n| = 2", entonces y|n] = H(z)z", donde
H(z) =>_, h[k]z* es la funcién del sistema.

. |
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3.7 Series de Fourier y sistemas LTI (II)
. o | -

Sis=jwyz=e" H(jw) = [h(t)e ¥ dt y
H(e’¥) =", h[n]e 7*" se denominan respuesta
frecuencial.

Siz(t) =", ape?!, entonces,

y(t) = >, a[k]H (jkwo)e?* 0, es decir, blk] = H(jkwo)ay,
Sizn] =3 1\ ae?F0n  entonces

yln] = Zk:<N> a H (e%0)elkwo | Es decir, by, = H(e/"0)q,,

Filtrado.

. |
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3.5 Filtrado

Autovalores: respuesta frecuencial
H(jw) = [H (jw)|e?®).

x(t) = Acos(wt + ¢), h(t) real.

Particularizacion si z(¢) real. aj = a_y.
ap = Akej@k = B + jCr. Si ay, real.

Ejemplo: hi[n] = 5(0[n] + é[n — 1]).

. |
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