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1. Supdn que conoces la siguiente informacién sobre una senal continua x(t) de periodo
T = 3 y coeficientes de su serie de Fourier alk]:

alk] = alk +2), a[k] = a[—k, /0’5 2(t)dt =1, /01’53,«(15) dt = 2.

-0,5 ,9

Calcular y dibujar z(t) (2 puntos).



2. Responde a las siguientes preguntas:

1) Considera un sistema S cuya relacién entrada-—salida es

y[n] = z[n](g[n] + g[n — 1]).
Indicar si el sistema es o no invariante en el tiempo en los siguientes casos (0.5
puntos):
a) Sign] =1
b) Si g[n] =n.
c) Sig[n] =1+ (—-1)"
11) Sea un sistema LTI cuya respuesta al impulso es
hin] = (n + 1)a"u[n], con |a| < 1.
Calcular la respuesta del sistema al escalén unitario u[n] (0.5 puntos).

N+1 N+1

d k k—1
Sugerencia, o % o = ; ka .



3.

Considera el sistema realimentado negativamente de la siguiente figura:

gn] + eln] yln]

Suponiendo que y[n] = 0 si n < 0, dibuja la salida y[n]

1) cuando z[n| = d[n] (0.5 puntos).

11) cuando x[n] = u[n] (0.5 puntos).



4.

Supdén que pides un prestamo de 100000 euros a un banco que pagaras en cuotas
mensuales iguales de D euros. El interés, que se calcula mensualmente, es del 6 %
anual sobre la cantidad que se debe al banco en cada momento.

1) Supongamos que el crédito se solicita en el mes 0 y que se empieza a pagar
mensualmente en el mes 1. Si denominamos y[n] a la cantidad que se debe tras
el n-ésimo mes, demostrar que y[n] satisface una ecuacién en diferencias, con la
condicién inicial y[0] = 100000 (1 punto).

11) Resolver la ecuacion en diferencias para obtener y[n] paran >0 (0.75 puntos).

111) Si se pretende pagar el crédito en 20 afos, tras 240 pagos, calcular el importe de
la cuota mensual que debe pagarse. ;Cudl es la cantidad total pagada al banco?
(0.25 puntos)



Considera un sistema causal y estable con respuesta al impulso h(t) € R y funcién
de transferencia H(s). Se sabe que H(s) es racional, uno de sus polos estd en —1+ j,
uno de sus ceros esta en 3 + j, y tiene exactamente dos ceros en el infinito. Para
cada una de las siguientes afirmaciones, determinar si es verdad, si es mentira, o si
no hay suficiente informacién para decidir sobre su veracidad. Razona tus respuestas
(2 puntos):

1) h(t)e 3" es integrable en valor absoluto.

11) La ROC de H(s) es R(s) > —1.
111) La ecuacion diferencial que relaciona la entrada x(t) con la salida y(t) del sistema
puede escribirse de forma que todos sus coeficientes sean reales.
limg_.o H(s) = 1.
H(s) tiene al menos cuatro polos.

H(j§2) = 0 para al menos un valor finito de €.

Si la entrada al sistema es €* sin(t), entonces su salida es e cos(t).
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Ejercicio 1
(1) Como alk] = a|—k], entonces z(t) = z(—t).

(11) Como a[k] = a[k + 2], la propiedad de desplazamiento frecuencial implica,

47rt

x(t) = x(t)e_j%t — eIt =1,
lo que sélo se verifica para t = 0,+1,5,+3,+4,5,..., que han de ser por tanto los
tnicos instantes no nulos de z(t).
(1) Como f x(t) dt = 1, necesariamente z(t) = 6(t) para —0,5 <t < 0,5.

1v) Como 1’51: t) dt = 2, necesariamente x(t) = 20(t — 1,5) para 0,5 <t < 1,5.
0,5
Por lo tanto, como sabiamos que el periodo es T' = 3, x(t) es un tren de deltas de Dirac
= > 0(t=3k)+2 Y 5(t—15—3k).
k=—0o0 k=—o0
Ejercicio 2

(1) Calculamos la relacién entrada—salida sustituyendo g[n] en los tres casos:

a) y[n] = 2z[n], invariante en el tiempo.
b) y[n] = (2n — 1)z[n], no invariante porque y[n — No| # (2n — 1)x[n — Np].
¢) yln] = (1+ (=1)" + 1+ (=1)" Hz[n] = 2x[n], invariante.

(11) La respuesta al escalén unitario es

[e.9]

s[n] = hln]«ufn] = Y hlnJuln — k) = > (k+ a*ulkluln — k]

k=—o00 k=—o00
n

Zk—l—laun—k]:[nz()] (k+1)a”
k=0

k=0



Para sumar esta serie, hacemos uso de la sugerencia

g M N+1 N
T Z of = Z kaf~! = Z(k + 1)ak.
k=0 k=1 k=0
Por lo tanto,
d d1—am?
—[n>0]— F_p>0——
s[n] [n_O]da§oz [n_O]da T
1 — an+2 (n + z)an—I—l
= - uln].
(1—a)? -«

Ejercicio 3 El sistema verifica las siguientes relaciones: y[n] = e[n—1], e[n| = z[n] —y[n].
Si, como dice el enunciado, suponemos y[n] = 0 para n < 0, podemos construir una tabla
para cada entrada; es decir, para xz[n| = d[n] y para x[n| = u[n]:

3
=
3

| yln] eln] n | z[n] yln] eln]
10 0 0 10 0 0
o 1 0 1 o 1 0 1
10 1 - 11 1 0
2 0 -1 1 2 1 0 1
30 0 1 - 3/ 1 10

Ejercicio 4

1) Lo que debemos en el mes n, y[n|, ha de ser igual a lo que debfamos en el mes
anterior (y[n —1]), mas el interés de dicha cantidad durante el mes (un interés del 6 %
corresponde a un 0,5 % mensual), menos la cuota pagada D:

y[n] = y[n — 1] 4+ 0,005y[n — 1] — D = 1,005y[n — 1] — D.

Nada maés pedir el crédito, en el mes 0, debemos toda la cantidad solicitada, luego
y[0] = 100000.

11) Podemos resolver la ecuacién en diferencias bien en el dominio del tiempo o aplicando
la transformada z. Por ejemplo, en el dominio del tiempo, la solucién de la homogénea
y la particular de la completa son respectivamente yp,[n] = A1,005" e y,[n] = 200D.
Por lo tanto y[n] = A1,0005™ + 200D. Imponiendo la condicién inicial y[0] = 100000,
tenemos A = 100000 — 200D, con lo que

y[n] = (100000 — 200D)1,005" + 200D.



I11)

Si pagamos en 240 meses,
0 = »[240] = (100000 — 200D)1,005%*° + 200D,

con lo que D = 716,43 euros al mes, y la cantidad total pagada al banco es de
171943,45 euros.

Ejercicio 5 Como h(t) es real, sus polos y ceros deben ocurrir en pares complejos
conjugados. Como H (s) tiene exactamente dos ceros en infinito, H(s) tiene al menos dos
polos finitos més. En caso de que H(s) tenga mas de cuatro polos, entonces tendra un cero
en algin punto por cada polo adicional. Como h(t) es causal y estable, todos los polos de
H(s) deben residir en el semiplano izquierda, y la ROC debe incluir al eje imaginario.

1)

1)

111)

V)

VI)

VII)

Cierto, ya que g(t) = h(t)e 3! tiene como transformada de Laplace G(s) = H(s + 3).
La ROC de G(s) serd la misma que la de H(s) desplazada 3 unidades a la izquierda,
por lo que también contendra al eje imaginario.

No hay suficiente informaciéon. No sabemos donde estd el polo mas a la derecha de
H(s) (aunque sabemos que esta en el semiplano izquierdo).

Cierto. como H (s) es racional, puede expresarse como el cociente de dos polinomios
en s. Ademds, como h(t) es real, los coeficientes de H(s) también

= ) _PO)
X(s)  Q(s)

La ecuacién diferencial es la transformada inversa de Laplace de Y (s)Q(s) = X (s)P(s),
que, por lo que acabamos de decir, tiene que tener necesariamente coeficientes reales.

Falso. Sabemos que H (s) tiene dos ceros en el infinito, por tanto lims_.., H(s) = 0.
Cierto. Ver la discusion al comienzo del problema.

No hay informacion suficiente. Los posibles ceros adicionales de H(s) pueden estar en
cualquier lugar. Ver la discusion al comienzo del problema.

Falso. Podemos expresar la entrada como
3¥gint = ie(g’ﬂ')t _ ie(?ﬁj)t_
2j 2j

Tanto e+t como e®~7* son funciones propias del sistema LTI, por tanto sus salidas
asociadas seran H (3 + j)eB+t y H(3 — j)e®=9)t Como H(s) tiene ceros en s = 3 =+ 7,
la salida del sistema debe ser cero.



