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1. Resuelve los siguientes problemas:

1) Calcular la energia de la senal (0.5 puntos)

11) Demostrar que la transformada de Fourier de la senal gaussiana de varianza o

_ sin(4mt)

o(t) =

Tt

2

Ft)y=e /),

es otra sefial Gaussiana. ;Cudl es la varianza de la gaussiana frecuencial? Sugeren-
cia: utilizar las propiedades de derivada temporal y frecuencial de la transformada
de Fourier. (1 punto)







2. Un sistema LTT causal estd descrito por la ecuacién integro-diferencial

dz_g) + Ky(t) + 25/O y(r)dr = a(t),

donde K € R.

1) Expresar la ecuacién caracteristica en términos de K y encontrar una expresién
para las raices caracteristicas en funcién de K. (0.5 puntos)

11) ;Para qué valores de K son reales las raices? (0.25 puntos)
111) Encontrar el rango de valores de K para los que el sistema es estable. (0.25 puntos)

1v) Calcular el valor de K para el que la respuesta natural serfa una oscilacién sinu-
soidal no amortiguada. (0.25 puntos)



3. La respuesta al impulso de un filtro de Butterworth de primer orden es h(t) = e tu(t).
i, Qué atenuacién —en dB— introduce a los tres primeros arménicos —la frecuencia
fundamental y las dos siguientes— de la serie de Fourier de una senal periédica de
periodo T = 27 segundos? (1 punto)



4. Calcular la transformada de Fourier de y(t) = sin(Qot)u(t) como la convolucién de las
transformadas de Fourier de cada uno de sus factores.! (1.25 puntos)

LU(jQ) = 55 +76().



5. Un sistema LTI esta descrito por la ecuacién diferencial?
Y(t) + 64i(t) + 11y(t) + 6y(t) = @(t) + dx(t).

El sistema se supone que se encuentra inicialmente en reposo (condiciones iniciales nulas
sobre la salida y sus derivadas).

1) Calcular la respuesta frecuencial H(j$2). (0.5 puntos)

11) Calcular la respuesta al impulso, h(t), mediante la transformada de Laplace. (0.5
puntos)

1) Calcular la respuesta a la entrada z(t) = 6e~*'u(t) mediante la transformada de
Laplace. (1 punto)

1v) Calcular la respuesta a la entrada x(t) = 6e~4u(t) resolviendo la ecuacién diferen-
cial en el dominio del tiempo. (1 punto)

2.14+46-114+6=0.
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Ejercicio 1

1) La relacién de Parseval permite calcular la energia de una senal tanto en el dominio del
tiempo como en el de la frecuencia

/ lz(t)|? dt = —/ X (5Q)|? dQ.

Como conocemos el par transformado

Qnt
sen(@nt) (192 < Qul,
it
la transformada de Fourier de la senal problema es
X(j9) = [|9] < 4n].
Por lo tanto,

& 1
/ |z(t)|? dt = —8m = 4 Julios.
—o o

) Si f(t) = e **/27%) entonces
f(t) - 20_26 - O_Qf(t)

Segun la propiedad de derivada temporal:

F ) : —t F . .
f@) = F@G) = f()=—5f{) = JQF(Q).
Segun la propiedad de derivada frecuencial:

—t F —1.d .
— —7-=F ().

Si las seniales temporales de las dos tltimas ecuaciones coinciden, también deben hacerlo
sus transformadas de Fourier; por tanto
—-jd . : :
——F(jQ) = jQF(jQ);
5 gL W) = JQF(5);

o lo que es lo mismo

d 2y -
mF(]Q) = —Qo“F(jQ).

Esta ecuacién diferencial es anédloga a la que verifican f(t) y f (t); por lo tanto su solucién
es
F(jQ) = e 7/,

una gaussiana de varianza 1/02.



Ejercicio 2
1) La ecuacién integro-diferencial puede convertirse en la ecuacién diferencial
§(t) + Ky(t) + 25y(t) = &(t),
cuya ecuacion caracteristica es a? + Ka + 25 = 0, y sus raices son

—K+VvK?-100
5 .

a1 =

11) Las raices son reales sin K2 > 100, o lo que es lo mismo |K| > 10.

11) La funcién de transferencia es

S
H(s)= ———
() s2+ Ks+ 25
cuyos polos estan en
-K+vVK?-100
51,2 = .

2

Para que el sistema sea estable, la parte real de las raices debe ser negativa, lo que
implica K > 0.3

1v) Para que la solucién sea sinusoidal no amortiguada, las raices deben ser imaginarias
conjugadas, luego K = 0.

Ejercicio 3 La transformada de Laplace del filtro es H(s) = 1/(s + 1), por lo que su

respuesta en frecuencia es

. 1
H(jQ) = H(s)|s=jo = i

cuyo moédulo es
1

V1I+Q2
Si tenemos una senial periddica a su entrada de periodo T' = 27 (Qp = 27/T = 1), a la salida

estard afectada por una ganancia |H (j€2)|. Los tres primeros arménicos de la serie de Fourier
de la senal periddica se encuentran a 2 = g, 20, 3€2y. Por lo tanto

[H ()| =

HG) =55 =—3dB, [H(2)) = —= = ~699 dB., |H(3)| =

Es decir, la atenuacién es de 3, 6,99 y 10 dB respectivamente.

= —10 dB.

o

3Nunca es posible que VK2 — 100 > K.



Ejercicio 4 Conocemos por las propiedades de la transformada de Fourier que

P(t)y(t) = 5- X (1) Y ().

En nuestro caso, podemos poner y(t) = s(t)u(t), donde s(t) = sin(Qot) y

S(jQ) = g(é(Q — Q) = 5(Q+ ), UGR) = ]iQ +78(9).

Por lo tanto

1)

1)

I11)

Y(5Q) = % (%Q + 776(Q)> % (5(Q — Qo) — 6( + Q)
1 1 1
-5 (amay ~ ey + @ %) @+ o)
_ % (JQ +j?£2__333)+ IR0 4 150 — Q) — 75(0 + QO))
_ ﬁ + 250+ ) — 502~ )

Ejercicio 5

Si calculamos la transformada de Laplace bilateral de la ecuacién diferencial
Y (s)(s® 4 652 + 115 +6) = X(s)(s + 5),
obtenemos la funcién de transferencia y, a partir de ella, la respuesta en frecuencia

Y (s) s+5 5+ 0

)= XG6) " F 162 - 11556 ) = H)ls=i0 = —05 602 1150 + 6

Para obtener la respuesta al impulso, descomponemos la funcién de transferencia en
fracciones simples. Para ellos hayamos las raices del denominador. Este polinomio tiene
—como indica la sugerencia— una raiz s = —1; las otras son s = —2 y s = —3. Por lo

tanto
2 3 1

s+1_s+2+s+$

H(s) =

por lo que
h(t) = (27" — 3e™ 2 + e 3)u(t).

Para calcular la salida cuando x(t) = 6e~*u(t), calculamos la transformada de Laplace
unilateral, teniendo en cuenta que §(07) = g(01) = y(0F) = 0, X(s) = 6/(s +4) y
z(0T) = 6.

6(s+5) 6

—6= .
s+4 s+4

Y (s)(s® 4 652 + 115 + 6) =
Despejando Y (s),
6 1 3 3 1
Y(s) = L o
() (s+1)(s+2)(s+3)(s+4) s+1 s—|—2+s—|—3 s+4

Por lo que la salida es

y(t) = (eft — 372 4 373 — ef4t)u(t).



1v) Para calcular la salida directamente en el dominio del tiempo, calculamos las raices de la
ecuacién caracteristica o 4+ 602 + 11a+ 6 = 0, que son las mismas de antes, y afiadimos
el término particular debido a la entrada.

y(t) = Ae™' + Be " 4 Ce 3 + De™.

El dltimo de estos términos —la solucién particular— debe verificar la ecuacién dife-
rencial, ya que el conjunto de los tres primeros es soluciéon de la homogénea. Por lo
tanto,

yp(t) = De ™ g,(t) = —4De™*  jj,(t) = 16De™*, Y ,(t) = —64De ¥,
debe verificar la ecuacién diferencial. Sustituyendo
—64D + 96D — 44D 4+ 6D = —24 4 30 = D=—1.
Imponiendo ahora que se verifiquen las condiciones iniciales nulas

y(0)=A+B+C—-1 =0,
§(0) = —A—2B —3C+ =0,
ii(0) = A+ 4B 4+ 9C — 16= 0,

se obtiene como solucién A =1, B = —3 y C' = 3. Por lo tanto

y(t) = (eft — 372 4 373 — ef4t)u(t).



