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1. Supongamos un sistema LTI con respuesta impulsiva
h(t)=6(t—Ty) —o(t +T1)
al que se le introduce la entrada
To+t, =20y <t< Ty,
x(t) = < [t], —Th <t < Ty,
0, en otro caso.

donde Ty es una cierta constante positiva.

a) Dibujar las senales x(t) y h(t) y calcular graficamente la salida del sistema.
Considerar dos casos: Ty = 2Ty y T = Ty /2.(1 punto)

b) Supongamos ahora una nueva senal

{u 0<t<T,

u(t) =
0, en otro caso

Calcular el producto de convolucién z(t) * v(t).(1 punto)

2. Supongamos una secuencia z[n] definida por

0, n <0,
zn] = 4 1, n=1,
zn — 1]+ 2zn - 2]+ (-1)", n>2.

a) Calcular la transformada z de x[n|. Representar su patrén de polos y ceros y la
regiéon de convergencia (razonando si el origen y el infinito pertenecen o no a la
regién de convergencia). (2 puntos)

b) Deducir una expresién explicita —que no sea una relaciéon de recurrencia— para
z[n].} (Existe X (e/*)? (2 puntos)

En caso de no haber respondido al apartado (a) de la preguna 2, calcular la secuencia asociada a la

Lre —1 . . z
funcién X (2) = 1=Z7== si su ROC es el exterior de un circulo en el plano z.



Supongamos una senal w(t) como la que se muestra en la figura (a), que puede con-
siderarse nula a partir del instante de tiempo ¢ = T}. Su transformada de Fourier,
la sefial W (jw) representada en la figura (b), puede considerarse que tiene una fre-
cuencia angular maxima w;. Con objeto de tratar ambas senales numéricamente en
un ordenador, las senales se someten a los siguientes procesos sucesivos:

y

1)

111)

V)

Se muestrea la sefial w(t) con un periodo At utilizando la senal a(t) consistente
en un tren de impulsos unitarios, obteniendo como resultado la senal muestreada
x(t).

Representar a y x tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.
Considerar dos casos: cuando At es tal que no existe aliasing (traslape) y cuando
existe un aliasing moderado (1 punto).

A continuacién, se trunca en el tiempo la senal x(t) utilizando una nueva senal
b(t) que vale uno si [t| < Ty/2 y cero en otro caso —el pardmetro Ty esté repre-
sentado en la figura (a)—, obteniendo como resultado la senal y(t).

Representar b e y tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.
(1 punto)
Por ultimo, se muestrea en el dominio de la frecuencia la senal Y (jw) mediante

la senal C'(jw), un tren de impulsos separados una distancia 27 /Tj en el dominio
de la frecuencia, para obtener la sefial Z(jw).

Representar C' y Z tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia.
(1 punto)

Supongamos ahora que a partir de la senal z(t), la resultante del paso i), se
obtiene la secuencia discreta asociada x[n].

Representar la secuencia z[n] y su transformada de Fourier. (1 punto)

En todos los casos, etiquetar los ejes mostrando las variables representadas en los
mismos y marcar los puntos significativos (¢, w, 71, At, ... ).
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La senal h(t) = 0(t —T1) — 0(t +11) consiste en dos impulsos unitarios, uno positivo
ubicado en t = T y otro negativo en t = —T). La senal z(t) consta de tres tramos

rectos. h(t) :L“(t)
1 To
=T 215 —Ts

Como z(t) x 6(t — t9) = x(t — to), el producto de convolucién de h(t) y z(t) es
x(t—T1)—x(t+T11). Graficamente puede obtenerse dibujando dos copias desplazadas
de z(t) —una de ellas invertida al estar multiplicada por —1— y sumarlas. Si 77 = 27T
no hay influencia muitua entre las dos réplicas

x(t — 2Tp) — z(t + 2Tp)

mientras que en el caso 17 = Ty /2 si que la hay.

z(t —To/2) — x(t + Ty /2)




El producto de convolucién de z(t) y v(t) viene dado por

y(t) = (t) % v(t) :/ (7)ot — 7) dr,
donde
Tt —2Ty <7 < =T
ot 07 0 t—7, t—-Ty<T<t,
x(t) = 4 I7l, Ty <7 < Ty, vt —7) =
0, en otro caso
0, en otro caso.

Para calcular el producto de convolucion, hay que distinguir seis casos, tal y como se
muestra en la figura (e).

v(t —7)
To+
7 27 7 7 v )
t—1T, t T
z(7)
To+
2T -To
T T TO T T T

1) Sit < —2Ty, (7)Yy v(t —7) no comparten ningin subintervalo en el que ambas
sean no nulas. Por tanto y(t) = 0.

11) Si —27y <t < =Ty, ambas son no nulas en el subintervalo (—27j, ), por tanto

! t* + 32T, — AT
y(t):/ (To +7)(t — 7)dr = 0
—oTy 6
1) Si —7p <t <0, en el subintervalo que comparten con valor no nulo, z(7) tiene
dos expresiones distintas (como 7 < 0, |7| = —7), siendo
—To t
y(t):/ (T0+T)(t—7)dT—|—/ —7(t—7)dr
t—To —To
2t +3Ty) t*—3tTy — 205 2t° + 3t°T, — 3Ty — 217
T 6 a 6 T 6 '

1v) Cuando 0 < t < Ty x(7) tiene también dos expresiones, siendo

y(t) = /:T —r(t—7)dr + /Otf(t —7)dr

(t — To)?(t + 2Ty) N t _ 263 — 3T + 213
6 6 6 '




v) Cuando Ty < t < 2Ty, se verifica

T(t —71)dr = —

7o £ — 6tT7 + ATy
t—To

vI) Por tltimo, cuando ¢t > 2Ty, y(t) = 0.

Si calculdsemos x[0] mediante la expresién de x[n] védlida para n > 2 obtendriamos
z[0] = (1) = 1. Como el valor real es x[0] = 0, tenemos que modificar la expresion
general para restar 1 cuando n = 0; es decir,

zln] = z[n — 1] + 2z[n — 2] + (—=1)" — d[n],

es una expresion valida para n = 0 y para n > 2. Analogamente, si utilizasemos la
expresion general para calcular z[1] obtendriamos z[1] = —1, como el valor real es
z[1] = 1, debemos sumar 2 a la expresién general cuando n = 1; es decir,

zn] = z[n — 1] + 2z[n — 2] + (—=1)" — d[n] + 25[n — 1].

Esta ultima expresion es valida para todo n > 0. Si tenemos en cuenta que z[n] =0
cuando n < 0, podremos obtener una expresién general valida para todos los valores
de n

z[n] = (z[n — 1] 4+ 2z[n — 2] + (=1)")uln| — §[n] + 26[n — 1].

A partir de esta expresion general podemos obtener una relacién con la transformada
z si multiplicamos por z™" y sumamos para todo n

[e.o]

X(z) = Z xn — 127"+ 2 Z x[n — 227" + Z(—l)”z_” — 142271

n=-—00 n=-—00 n>0

que, teniendo en cuenta la propiedad de desplazamiento temporal de la transformada
z y la suma de los términos de una progresién geométrica que aparece en el segundo
miembro, se convierte en

X(2) = 21X (2) + 222X (2) + = 142271
de donde, despejando X (z), obtenemos
2 H1+2271) 21 +2271)

X&) =027 - A2 P —2:)

Para calcular la ROC, expresamos X (z) como una funcién racional en z

_p(z) (2 +2)
9(z)  (z=2)(z+1)%




que tiene dos ceros, uno en el origen y otro en z = —2, y tres polos, unoen z =2 y
otro doble en z = —1. Como la secuencia es causal —derecha— la ROC es la region
externa a la circunferencia que pasa por el polo més externo, tal y como se muestra
en la figura (f), donde se observa que el origen no pertenece a la ROC. Como el orden
de p(z) es menor que el de ¢(z), el infinito si pertenece a la ROC. Como la ROC no
contiene a la circunferencia |z| = 1, no existe X (e/*).

7

X

Para deducir la expresién explicita de z[n| podemos calcular la transformada inversa

de X (z), para lo que calculamos la siguiente expansién en fracciones simples
14227 A N B n C

(142121 —2271) 1-2z1 1421 (142712

X(2) =

que se verifica para A =4/9, B = —-7/9y C = 1/3. Por lo tanto, la secuencia z[n]
asociada —teniendo en cuanta que la ROC es el exterior de un circulo— es

efn] = 52"ufn] — L (~1)"ufn] + 5 (~1)"(n + ulo]
1

= §(2"+2 + (3n — 4)(=1)")u[n].

Como alternativa, podiamos calcular la secuencia asociada a la funcién

271 23

X(z) = = .
(2) 1 —4z72 4274 24—42241

Calculando las raices del denominador —se puede resolver x? — 4z + 1 = 0, con

x = 22— se obtienen los cuatro polos de X (z), que estan ubicados en z = +1/2 + V3.
Estos cuatro polos corresponden a circunferencias de radios |z| = 1,9 y |z] = 0,5. Si
la ROC es el exterior de un circulo debe verificar |z| > 1,9, por lo que el circulo
unidad no pertenece a la ROC y no existe X (e/).

La funcién X (z) puede ponerse como X (z) = 27'Y(2), donde

B 1
Sl — 4224 x4

Y (2)



sélo tiene potencias pares de 271, por lo que podemos poner Y (z) = W(2?), donde

1

Wiz) = 1 —4z 14 272

Si expandimos W (z) en fracciones simples

1 1 1
W =53 (z1 —(V3+2) - (ﬁ—z))
1 1 1 1

2v/3(2 — V/3) =1 3(2+3) P
1— 1—
2—3 2+/3
podemos calcular inmediatamente la secuencia w{n| asociada a W (z)

wln] = 2 (2 4+ VBY™ = (2= V)™ ulnl.

Ahora, como Y (z) = W (2?), se verifica que

wln/2], sin par,
yln] = o
0, si n impar.

Por tltimo, como X (z) = 27'Y (), entonces z[n] = y[n — 1], es decir,

o] = {w[(n -1)/2], s? n impar,
0, sl n par.

Partimos de la senal w(t), cuya transformada de Fourier, es la senal W (jw).

) ()

T() I Tl t a}l w
Si tomamos la senal a(t) —un tren de impulsos unitarios separados At—, cuya trans-
formada de Fourier es el tren de impulsos A(jw)

1]a(?) 21/ At] A(jw)

At t =27 /At 27 | A



y la multiplicamos por w(t) obtenemos la senal z(t).
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Esta multiplicacién en el dominio del tiempo se traduce en una convolucion en el do-
minio de la frecuencia, obteniéndose X (jw). Si At es lo suficientemente pequeno como
para que se verifique el criterio de qu?t( la senal X (jw) no presentard aliasing.

A A AL

—27?/ At 21 /At
Si, por el contrario, no se verifica el criterio de Nyquist, la Senal X (jw) presen-

tard aliasing.

om /Aty X (jw)

—27r JAt 27 / At w
El siguiente paso consiste en truncar temporalmente la senal x(¢) con ayuda de la
ventana rectangular b(t) y cuya transformada de Fourier es la senal B(jw).

1]b(t) 2To ) B(jw)
— — — — A AN
T2 Ti t ~ A\ 2 N~

Si multiplicamos x(t) por b(t), se obtiene la senal y(t).
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Esta multiplicacion en el dominio del tiempo se traduce en una convolucién en el de
la frecuencia por la transformada de la ventana —un rizado en la senal—, obteniendo
la senal Y (jw).

/A‘w
—27T At 2/ At
Por 1ltimo, muestreamos Y (jw) en el dominio de la frecuencia multlphcando por la

sefial C'(jw) —un tren de impulsos unitarios espaciados 27 /Ty—, cuya transformada
inversa de Fourier es el tren de impulsos ¢(t).

1| C(jw) c(t)

2 w _
o Ty Ty t

Al multiplicar en el dominio de la frecuencia, obtenemos la senal muestreada Z(jw).
\ Z(jw)

/ / /

] A1 A0

\

—2m /At 21/ At w
Esta multiplicacién en el dominio de la frecuencia se traduce en una convolucién en

el dominio del tiempo, haciendo que la sefial temporal z(t) sea periddica
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Si pasamos de la senal continua z(¢) a una senal discreta obtenemos la secuencia z[n]

hT?T ﬂ.ﬂ.

[Hoeert]

To

Jat
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hh‘?"-r :

cuya transformada de Fourier es la senal X( 63“’

n




