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Senales y sistemas.

Segundo curso de Ingenieria de Telecomunicacién
Universidad de Cantabria

4 de febrero de 2000

Dado el sistema de la figura:
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Calcule la descripciéon matricial mediante variables de estado, tomando como éstas
las secuencias qi[n] y g2[n] (las salidas de los retrasos). Si z[n] = u[n], utilice la
descripcién obtenida para generar una tabla con los valores de las secuencias ¢1[n],
q2[n] e y[n] para n = 0,...,3 en los dos casos siguientes: cuando ¢i[—1] = 0y
g2[—1] = 0 —el sistema estd inicialmente en reposo— y cuando ¢i[—1] = 1y
q2[—1] = 3. (1 punto)

Obtenga una ecuacion en diferencias que proporcione una relaciéon entre la entrada
y la salida. Si z[n] = u[n] y el sistema estd inicialmente en reposo. Utilice la
descripcién obtenida para generar una tabla con los valores de y[n| para n =
0,...,3. Realice una implementacién directa de tipo II equivalente. (1 punto)

Si z[n] = u[n] y el sistema estd inicialmente en reposo, resuelva la ecuacién en dife-
rencias del apartado anterior para obtener una expresién explicita de y[n]. Utilice la
solucién obtenida para generar una tabla con los valores de y[n] paran =0,...,3.
(1 punto)

Si z[n] = u[n] y el sistema estd inicialmente en reposo, resuelva la descripcién
mediante variables de estado del primer apartado y obtenga expresiones explicitas
para qi[n], ¢2[n] e y[n]. Utilice la solucién obtenida para generar una tabla con los
valores de las secuencias ¢1[n|, g2[n] e y[n| paran =0,...,3. (1 punto)

Calcule y[n], mediante la transformada z unilateral, cuando x[n] = u[n], ¢1[—1] =1
y q2[—1] = 3. Utilice la solucién obtenida para generar una tabla con los valores de
y[n] paran =0,...,3. (1 punto)



2.

Dados los dos sistemas de la figura, donde los simbolos (| M) y (] M) representan,
respectivamente, un diezmado y una expansion por un factor M,

x[n] wln] y[n] x[n] v[n] y[n]
—> (I M) > hin] f——> —>han (] > (| M) ——>

1) Demostrar, trabajando en el dominio del tiempo, que la salida y[n] es la misma en
ambos casos. (1 punto)

11) Demostrar, trabajando directamente en el dominio de la frecuencia —no transfor-
mando el resultado del apartado anterior—, que la salida Y (e/“) es la misma en
ambos casos. (1 punto)

A partir de la senal

se define . .
T T
ht)=qt)+—q(t+—)+=q(t——).
(t) Q(>+QQ( +%>+2q( wc>

1) Calcule y dibuje su transformada de Fourier H (jw). ;Cudnto vale el ancho de banda
de h(t)? (1.5 puntos)

11) Se define una nueva funcién x(t) = h(t) cos 4wt y se denota su senal analitica como
x4 (t). Dibuje su transformada de Fourier X (jw) y la de su senal analitica X ; (jw).
. Cuénto valen los anchos de banda de x(t) y de =4 (¢)?
Si se define la envolvente compleja &(t) = x4 (t)e 70!, dibuje X (jw) para los casos

wo = 3,5w. ¥ wg = 4w,. Indique cuanto vale el ancho de banda de la envolvente
compleja en cada caso y si Z(t) es real o compleja. (1.5 puntos)



1.

Soluciones al examen de Senales y sistemas
4 de febrero de 2000

Segundo curso de Ingenieria de Telecomunicacion
Universidad de Cantabria
Luis Vielva

Ejercicio 1

El sistema verifica las siguientes relaciones

aln 1) = ~5ailn] + o], (1)
el +1) = ailn] + Saaln] + el @)
yln) = galn) + 2aln), )

que pueden expresarse matricialmente como

Q[n + 1] = AQ[n] + bz[n], (4)

donde

Q[n]:((qgm» A:(_l% g) b:@), c=(0 1), D=2

Si se fija la entrada —en este caso z[n] = u[n]— y las condiciones iniciales, las ecuaciones
anteriores pueden iterarse para obtener los valores sucesivos de las secuencias.

n | qiln]  ge[n] y[n] n | aln] gl yln]

0] 0 0 2 0] -1/2 2 1

1] 1 3 5 1] 5/4 19/6  31/6
2|12 5 7 2| 3/8 5305 7.305
3| 3/4 31/6  43/6 3|13/16 5143  7.143
(caso q1[—1] =0, g2[-1] = 0) (caso qi[—1] =1, g2[-1] = 3)

Una forma de resolverlo es partir de (1)—(3) y eliminar las secuencias q1 y ¢2. En primer
lugar eliminaremos g2. Multiplicando la ecuacién (2) por tres se obtiene

3q2[n + 1] = g2[n] = 3q1[n] + 9z[n]. (6)

— 2x[n], si la multiplicamos por

La ecuacién (3) puede reordenarse como ga2[n] = y[n]
= 3y[n+ 1] — 6x[n+1]. Sustituyendo

tres y sustituimos n por n+ 1 obtenemos 3gz2[n +1]
estas dos ultimas expresiones en (6) obtenemos

3qi[n] = =Tx[n] —y[n] - 6z[n + 1] + 3y[n + 1],



que junto con (1) constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. Elimi-
nando g; mediante un procedimiento similar, se obtiene la ecuacién solicitada

6y[n] + y[n — 1] — y[n — 2] = 12z[n] + 20z[n — 1] + 13z[n — 2].

Si tomamos z[n] = u[n| y el sistema estd inicialmente en reposo, esta ecuacién genera
la dltima columna de la tabla del apartado i).

La implementacién directa de tipo II se obtiene de forma inmedianta a partir de la
ecuacién en diferencias

x[n] 2 y[n]
—® ~(D— >
Y
D
_1 10
6 3

<——@
Y
1 D 13
6 6
El polinomio caracteristico es 6r2 47 —1 = 0, que tiene como raices r = —-1/2yr=1/3.

Como la entrada es z[n| = u[n], la solucién general sera de la forma

yln] = [01 (%)n L0 (—%)n + 03} uln).

Para determinar las constantes Cy, Cy y C3 damos valores a la expresion anterior para
n =0,1,2, obteniendo el sistema

2=C1+Cs+ Cs,

Cy O
b=——-—+C
3 2 + Cs,
Cy O
T=—+—+0Cs.
9 + 1 +C3
Cuya solucién es
63 4 15
Cl__ﬁ’ Cz—g, 03—7-

Si damos valores a la solucién

yln] = [—% (%)n + % (—%)n + % uln),

obtenemos de nuevo la dltima columna de la tabla del apartado i).

La ecuacién (4) puede ponerse como la ecuacién en diferencia Q[n+ 1] — AQ[n] = bx[n],
cuya solucién nos dard explicitamente Q[n]. La ecuacién caracteristica es matricial de



primer orden, R — A = 0, cuya solucién es, trivialmente, R = A. Por tanto, cuando la
entrada es z[n] = u[n], la solucién general es

Q[n] = A"V + Wu|n].

Para determinar los vectores constantes
v () =)
() w9
damos valores a Q[n] para n = 0,1, obteniendo
v+ wy
va+wa /)’
1y _ —1 0\ (n L) 2 —5 4wy
3 1 % () wa V1 + % +wq /)’

de donde se obtiene )
2

N\
o O
N———
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< <
N =
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N———
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Por lo tanto, la solucién viene dada por Q[n] y por la ecuacién (5)

o[ ' () (P

yin] = [(0 1) Qln] + 2] uln].
Dando valores a estas ecuaciones se obtiene la misma tabla que el apartado i).

Aplicando la transformada z unilateral a las ecuaciones (1)—(3) —teniendo en cuenta
que, como z[n| = u[n|, x[—1] = 0— se obtiene

QF ()= =X () - 57 QF () — sarl-1L.

Q5 () =01 + a1+ i) + EEN pae e,
V) = Q3 ) +2X*(2)

Eliminando Q7 (2) y Q3 (2) se obtiene

12+ 20271 4+ 13272 a[-1] 27t q2[—1] 1
YH(z) = Xt (2)- —1 .
(2) 64271 —272 (2) 2 1+ %2*1 - %z*2+ al=1+ 3 1— %

Para el caso particular z[n] = u[n], la transformada z de la entrada es X T (z) = 1—i—1
Sustituyendo esta expresién y expandiendo en fracciones simples se obtiene

63 1 4 1 5 1 —1] |6 1 6 1
Y(2) = - T +z T 15 -1 e T T F T

101—32_1 51—|—§z—1 121 -2 2 51—§z_1 51—}—52_1

+ (ql[—ll + qz[_1]> .

_ 1 -1
1 3%



con lo que la senal de salida es

yln] = [(—% - % +aqi[-1] + @) (%)n + 4+3+1[_1] (—%)n + 1—;} uln).

Si hacemos q1[—1] =1y g2[-1] =3

ol = [ () T () B
YmM=1"10\3) "5\ 2 2 |
que al dar valores a n reproduce la ultima columna de la segunda tabla del apartado i).

Ejercicio 2

1. Para el primer sistema, la secuencia w[n] se obtiene diezmando z[n] por un factor M,
es decir, wln] = x|y [n] = x[nM]. La salida y[n] es el producto de convolucién de w[n]
por h[n]

yln] = hn] xwln] = Y hlklwn -k = > hlklz[(n — k)M].

k=—o0 k=—o0

Para el segundo sistema, la secuencia v[n| se obtiene mediante el producto de convolucién
de z[n] por la respuesta impulsiva del primer bloque.

v[n] = han 0] Z heianklz(n — k] = > hlk/M)xz[n — k).

k=—o00 k multiplo de M

Como y[n] = v[nM],

yln] = > h[k/MlaxnM — k] = Zh [(n — §)M],

k miltiplo de M j=—o0
donde en el ltimo paso se ha hecho el cambio de variable j = k/M.
2. Sabemos que
z 2 1 _ 2m
z[n] «— X(2) — zqwmln] < i Z X(zl/MWMm), donde Wy = e/m .

m=0

—_

Por tanto,

(an[n <—’—ZX€JW ).

Aplicando este resultado al primer sistema para calcular W (e/¥), y teniendo en cuenta
que Y (e/¥) = W (/@) H (e/%),

M—
63“’ = Z ejw T (ejw).



En el segundo sistema tenemos V (e/*) = X (e/)H (e/“M) y, segtin el resultado anterior,

| M-l B
V() = 57 2 VI
m=0
por tanto
| M , | M-l s
Y(ejw) _ M Z X(CJ i )H(GJ(W*Qﬂ'm)) M X(CJ M )H(ejw)
m=0 m=0
Ejercicio 3
1. Sabemos que
senw.t F ) L |w| <we,
= s w) =
q(t) Tt Q) {0, lw| > we,
y que
o(t) < X(jw) —  x(t —tg) < e I X (jw).
Por tanto,

1 jor 1 _swn
H(Jw) = Q(]W) (1+ 56]“’0 + 56 j“-’0>

1 ﬂ) < ’
= Q(]w) (1 -+ cos ﬂ) = { + cos We |W| We

We 0, |w[ > We.

Esta senal, que se muestra en la figura,

—We We W
es de banda base y tiene una ancho de banda de w,.

La senal z(t) = h(t) cos 4wt tiene como transformada de fourier

1 . 1 ‘
X(jw) = §H(€](W—4wc)t) + EH(ej(w+4wc)t)’

—4w, 4w, w

se trata de una senal de paso banda con ancho de banda 2w..

La transformada de Fourier de la senal analitica es X (jw) = X (jw)(1 + sign(w))



27X (jw)

T _4Iwc T T T T T T 4wc T w

Se trata de una senial de paso banda con ancho de banda 2w..

La transformada de Fourier de la envolvente compleja es X (jw) = X4 (j(w — wp)); es
decir, una copia desplazada en el dominio de la frecuencia de la sefial analitica.

Si wg = 3,5we, la envolvente compleja es

X(jw)

we/2 w
Se trata de una senial banda base compleja —su transformada de Fourier no es compleja
conjugada— cuyo ancho de banda es 1,5w..

Si wy = 4w,, la envolvente compleja es la propia senal X (jw); es decir, una senal banda
base real —su transformada de Fourier es compleja conjugada— cuyo ancho de banda
es We.



