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Grupos: nociones bdsicas

Definicion 1.1.1 Sea G un conjunto no vacio. Toda aplicacién  que a cada par de valores
del producto cartesiano G x G les asigna un valor de G, es decir, x : G x G — G, se denomina
operacion o ley (binaria e interna) en G. Las siguientes propiedades pueden verificarse, o
no, por el par (G,*):

(G.) Propiedad asociativa:
para todos g,h, f € G se tiene que gx (hx f) = (g*xh)* f.
(G.II) Existencia de elemento neutro:
existe e € G tal que para todo g € G se tiene que gxe =e*xg =g.
(G.III) Existencia de inverso:
para todo g € G existe § € G tal que: gxg=gxg=ce.

El par (G,*) se denomina magma, y dependiendo de si se satisfacen o no las propiedades
anteriores decimos que:

(A) El par (G,*) es un semigrupo si se satisface (G.I).
(B) El par (G,*) es un monoide si se satisface (G.I) y (G.II).
(C) El par (G,*) es un grupo si se satisface (G.I), (G.II) y (G.III).

Si el par (G,%) es un semigrupo, un monide o un grupo y, adicionalmente, verifica la
propiedad:

(G.C) Propiedad conmutativa: para todos g,h € G se tiene que gxh =hx*g.

decimos que (G,*) es, respectivamente, un semigrupo, un monide o un grupo abeliano o
conmutativo.

Imagen de cabecera: Yayoi Kusama - The Souls of Millions of Light Years Away’ 2013 (Ver Ejercicio 1.3.24)
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6 Capitulo . Introduccién a la teoria de grupos

Ejemplo 1.1.2 (1) Grupos abelianos infinitos: (Z,+), (Q,+), (R,+) o (C,+). Para n €
N>p, (Z',+), (Q",+), (R*,+) o (C",+). Dados n,m € N>, (Mat,xu(Z),+), (Mat,xn(Q),+),
(Mat,(R),+), (Mat,xu(C),+). El conjunto Aplic(R,R) = {f: f: R — R} de las
aplicaciones de R en R con la suma, (Aplic(R,RR),+). Con el producto, por ejemplo,
(Q\{0}, ), (R\{0}, ), (C\{0},+), (@0, ) 0 (Rxo, ).

(2) Grupos abelianos finitos: Para k € N>, (Z/kZ,+). Para p € N>y, con p primo, (Z/pZ\{0},-).
Dados n,m,k € N>, (Mat,xm(Z/kZ),+).

(3) Grupos no abelianos infinitos: Si GL(n,K) es el conjunto de matrices n X n inverti-
bles con coeficientes en K, tenemos que son grupos no abelianos infinitos (GL(n,Q),),
(GL(n,R),+) y (GL(n,C),+) con n € N>;. El conjunto de las aplicaciones de R en R
biyectivas con la composicién. Las isometrias de R” en R” con la composicion.

(4) Grupos no abelianos finitos: Para p,n € N>, con p primo el grupo (GL(n,Z/pZ),-).

(5) No son grupos: (N,+) es un monoide. Son monoides pero no son grupos (Z\{0},-),
para k € N> no primo (Z/kZ\{0},+) y, por ejemplo, (Mat,,(R)\{0},*).

Propiedades 1.1.3 Sea (G,*) un grupo. Se cumple que:
(I) el elemento neutro es tunico.
(I1) el elemento inverso es inico.

Demostracion. (1) Supongamos que existen dos elementos neutros ey, e; € G que satisfacen la
propiedad (G.II), entonces tenemos que:
e=ey, g=¢ e=ej,g=e
(G.In (G.In)
€1 = e1xep = eén.

(11) Dado g € G supongamos que existen dos elementos inversos de g, que denotamos por
81,82 € G. Por (G.III), tenemos que gxg1 =g1xg=ey que g% gr» = Z»xg = e. Por tanto, se
cumple que

L (GID . (GID)
2 = &2%e =

G.D) Gl . (GID .
8 = exg =

(G, L (
Srx(g*x81) = (Soxg)*x81 = g
]

Notacién 1.1.4 Como es tinico se representa habitualmente por 1g, o simplemente, 1 si la
operacion en G es el producto y por Og, o simplemente, 0 si la operacién es la suma. Del
mismo modo, como es tnico el inverso de g se representa por por g~ ! si la operacién es el
producto y por —g si la operacién es la suma. Dado n € N> ={1,2,...}, el resultado de operar
un elemento g consigo mismo n veces, lo denotamos por g” si usamos notacién multiplicativa y
por ng si usamos notacién aditiva. Del mismo modo, el resultado de operar g~ con él mismo
n veces se denota por g~ " si usamos notacién multiplicativa y por —ng si usamos notacién
aditiva. Finalmente, denotamos por g = 15 y 0g = Og en las correspondientes notaciones. En
otras palabras, para todo n € N> se tiene que

n factores
n factores N
¢ =%g 8 g =g gt g, (Notacién multiplicativa)
n sumandos n sumandos
—— ., ..
ng:=g+g+---+g, —ng:=(—g)+(—g)+ -+ (—g). (Notacion aditiva)

Gracias a la propiedad asociativa, esta definicién no es ambigua y, para todos n,m € Z, podemos
probar que

m

g = g"g™, (g =g"", (Notacion multiplicativa)
(m+n)g = ng+mg, (m(ng)) = (nm)g. (Notacion aditiva)

Javier Jiménez Garrido - @@®®®



.1 Grupos: nociones bdsicas 7

Notacion multiplicativa Notacion aditiva

(Gv ') (G7 +)
Operacion g-ho6gh g+h
Neutro 16 6 1 0060
Inverso/opuesto g ! —g
Operacion iterada de un elemento g" ng
Operacioén iterada de su inverso g " —ng

Por simplicidad, de ahora en adelante utilizaremos la notacién multiplicativa para enunciar
y demostrar los resultados generales de teoria de grupos, es decir, consideraremos grupos de
la forma (G,+). No obstante, hay que entender que las todas las propiedades, proposiciones,
lemas, teoremas y corolarios son ciertos para grupos aditivos (G,+) o de cualquier otro tipo,
haciendo los cambios pertinentes en la notacion.

I Ejercicio 1.1.5 Justificar por qué las afirmaciones del Ejemplo 1.1.2 son ciertas.

Ejercicio 1.1.6 (Enteros médulo n). Dado n € N> = {1,2,...} se considera el conjunto
Z/nZ = {0,1,...,n—1}. Para cada entero a € Z el algoritmo de la division de a entre n
asocia a @ un unico elemento de Z/nZ (ver Teorema A.2.3). Esta propiedad nos permite
definir una suma y un producto en Z/nZ:
(Suma) Para cada dos elementos a,b € Z/nZ se define su suma en Z/nZ como el
r € Z/nZ definido mediante la divisién de a+ b entre n, es decir,
sia+b=qgn+rcon 0<r<n,entonces a+b:=r
(Producto) Para cada dos elementos a,b € Z/nZ se define su producto en Z/nZ como el
r € Z/nZ definido mediante la divisién de a-b entre n, es decir,
sia-b=gqgn+r con 0 <r <n,entonces asb:=r
Probar que:
(1) (Z/nZ,+) es un grupo abeliano.
(11) (Z/nZ,+) es un monoide conmutativo.

Ejercicio 1.1.7 (Unidades en Z/nZ). Sea n € N>,. Un elemento a € Z/nZ, decimos que
a es una unidad de Z/nZ si a tiene inverso para el producto, es decir, si existe b € Z/nZ
tal que a<b =>b+a= 1. El conjunto de unidades de Z/nZ se denota por

U(Z/nZ):={acZ/nZ : 3beZ/nZ tal queasb=>b+a=1}.

Probar que:
(1) (U(Z/nZ), «) es un grupo abeliano.
(1) U(Z/nZ) ={a € Z/nZ : m.c.d.(a,n) =1} (ver Definicién A.2.5).

Ejercicio 1.1.8 (Grupo diédrico). El grupo diédrico D, es el grupo de isometrias del
plano que dejan invariante un poligono regular de » lados.
(1) Busca informacién sobre D3 y describelo (lista de elementos y tabla), es decir, el
grupo de isometrias del plano que dejan invariante un tridngulo equilatero.
(1Ir) Busca informacién y describe Dj.
(1) ;Son D3 y D4 abelianos?

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



Capitulo . Introduccién a la teoria de grupos

cién sobre el producto cartesiano G x H del modo siguiente:

x:(GxH)x(GxH)— GxH
((g1,1), (82, h2)) — (81 %82, h1 L h2)

Probar que (G x H,*) es un grupo. Probar que si G y H son abelianos, entonces G x H
también lo es. En el caso de grupos abelianos aditivos a veces se denota al grupo producto por
G @ H. (Extra: Comprobar que esta construccion se extiende sin problemas para cualquier
conjunto finito de grupos)

8
| Ejercicio 1.1.9 (Grupo producto). Dados dos grupos (G,x), (H, L), se define una opera-
Ejercicio 1.1.10 Empleando la definicién de los Ejercicios I1.1.6 y 1.1.9 construir la tabla
aditiva de los grupos (Z/27Z,+) x (Z/3Z,+) y (Z/2Z,+) x (Z/4Z,+). Comparar las tablas
obtenidas con las tablas de (Z/6Z,+) y (Z/8Z,+) respectivamente.

Ejercicio 1.1.11 Probar que si a,a;,a;...a, son elementos de un grupo (G,+) y n € N> se

cumple que: (a ) '=ay (@ar---a,) ' =a; - ayar

Subgrupos

Definicion 1.2.1 Sean (G, +) un grupo y H C G un subconjunto no vacio. Decimos que H
es un subgrupo de G si al restringir la operacién binaria « a H tenemos que (H y*|Hx H) €s
un grupo.

Observacién 1.2.2 Para todo grupo (G,+) los subconjuntos {15} y G son siempre subgrupos.

Ejemplo 1.2.3 (1) Z es un subgrupo de (Q,+).

(2) Q\{0} es subgrupo de (R\{0},-).

(3) Dado n € N={0,1,2,3...}, tenemos que nZ = {na : a € Z} es un subgrupo de (Z,+).
(ver Ejercicio 1.2.17)

(4) Para n € N>y, Z/nZ ={0,1,...,n—1} no es un subgrupo de (Z,+). Aunque, como se
ha visto en el Ejercicio 1.1.6, es posible definir una operacién suma en Z/nZ, la suma
modulo n no es la restriccion de la suma de (Z,+) a Z/nZ. Por ejemplo con la suma de
Z tenemos que 1+ 1 =2 pero con la suma definida en Z/27Z tenemos 1+1=0.

(5) El subconjunto de las matrices simétricas o el subconjunto de las matrices diagonales de
tamafio n X n con coeficientes en R son subgrupos de (Mat,»,(R),+).

El siguiente resultado nos proporciona un método sencillo para comprobar si un subconjunto
no vacio de un grupo es o no es un subgrupo sin necesidad de comprobar directamente todos
los axiomas de la definicién de grupo.

Proposicion 1.2.4 — Test de caracterizacion de subgrupos. Sean (G, +) un grupo y H
un subconjunto no vacio de G. Son equivalentes:

(1) H es subgrupo de G.

(11) Para todos x,y € H se cumple que x-y~! € H.

Demostracion. | (1) = (II) | Supongamos que H es un subgrupo de G, entonces la operacion de
G restringida a H, «p.y : H x H — H es una operacion interna y (H,-‘HxH) satisface (G.I),

(G.I) y (G.II). En primer lugar, veamos que 1 = 1. Como (H,+z.x) y (G,*) son grupos

Javier Jiménez Garrido - @@®®®



.2 Subgrupos Q

tenemos que

(G.IID) (G.ID (G.I) (G.IID) (G.II)
16 1+ (1) 2 (1) - (1) 7 S 1o (= (1) ™Y 2 116 20 1

En consecuencia, se tiene que 1g = 1y € H. Veamos que se cumple (1I). Dados x,y € H, por
(G.IID) en H, existe y€ H tal que y*y=3+y= 1y = 1. Como y € H C G, por (G.III) en G,
existe y~! € G tal que y-y~! =y-y~! = 15. Por la unicidad del inverso en G, Propiedad 1.1.3.(11)
se tiene que y~! = j € H. Finalmente, como x,y~! € H y como \uxu - H X H — H, concluimos
que x-y~' € H.

(1) = (1)| Supongamos que para todos x,y € H se cumple que x-y~' € H. En primer lugar
vemos que se cumplen las siguientes propiedades:

(a) 1 €H.

(b) Si x € H, entonces x~! € H.

(¢) Six,y€ H, entonces x+y € H.
(a) Como H es no vacio, existe 4 € H. Por (11), como h,h € H, tenemos que h+h~' € H. Por
(G.INI) en (G,-), se cumple que h+h~' = 1¢, luego 15 € H.
(b) Dado x € H, por (a), se tiene que 15,x € H. Por tanto, por (II), tenemos que lgex ' eH.
Por (G.II) en (G,-), se cumple que l1g-x~' =x"!, luego x~! € H.
(¢) Dados x,y € H, por (b), se cumple que y~! € H. Consecuentemente, por (IT), como x,y"' € H,
tenemos que x-(y~')~! € H. Por el Ejercicio 1.1.11, tenemos que y = (y~!)~! y concluimos que
x-yE€H.

Por hipétesis, sabemos que que H # 0. Por (c) tenemos que 5.y €s una operacién binaria
interna en H, es decir, « .y : H X H — H. Como se cumple (G.I) en G, también se cumple en
(H,*xm). Dado que 1¢ es el elemento neutro de G y que, por (a), 1g € H tenemos que se
cumple (G.IT) en (H,* ). Finalmente, como se cumple (G.IIT) en G y que, por (b), si x € H,
entonces x| € H, deducimos que se cumple (G.III) en (H s|HxH) Y concluimos que (H, g xq)
€s un grupo. |

Observacion 1.2.5 Como consecuencia de la prueba del test de caracterizacién tenemos que
si H es un subgrupo de (G, +), entonces:

(a) lgeH.

(b) Si x€ H, entonces x~! € H.

(¢c) Si x,y€ H, entonces x+y € H.
Reciprocamente, si H es un subconjunto de G y se verifican las tres condiciones anteriores,
entonces H es un subgrupo de G. Para comprobar esto, basta observar que: como 1g € H,
tenemos que H es no vacio y que dados x,y € H, por (b), y~! € H y, por (c), como x,y~! € H
tenemos que x-y~! € H. En consecuencia, si H satisface las condiciones (a), (b) y (c) por el
test de caracterizacion de subgrupos, Proposicién 1.2.4, concluimos que H es un subgrupo de G.

Proposicion 1.2.6 Sea (G,+) un grupo y {H,};c; una familia de subgrupos. Se cumple que:

H = Nj;eH; es un subgrupo de G.

Demostracion. Como para todo i € I se cumple que 1g € H;, tenemos que 1g € H luego H es
no vacfo. Dados x,y € H = N;¢;H;, para todo i € I tenemos que x,y € H;. Como para todo i €[ el
subconjunto H; es subgrupo de G, por el test de caracterizacién de subgrupos, Proposicién 1.2.4,
para todo i € I se cumple que x-y~! € H;. En consecuencia, deducimos que x+y~!' € M;e;H; = H.
Finalmente, de nuevo por el test de caracterizacién de subgrupos, Proposicién 1.2.4, concluimos
que H es subgrupo de G. |

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



10 Capitulo . Introduccién a la teoria de grupos

Observacion 1.2.7 En general, la unién de subgrupos no es un subgrupo.

Ejemplo 1.2.8 Por el Ejercicio 1.2.17, sabemos que 2Z ={2a : a € Z} y 3Z.={3a : a € Z}
son un subgrupos de (Z,+). Veamos que A = 2ZU3Z no es un subgrupo. Tenemos que 2 € 27
y que 3 € 3Z pero 5=2+3 ¢ A, luego la suma restringida a A no es una operacion interna y,
en consecuencia, A no es un subgrupo.

Definicion 1.2.9 Sea (G,+) un grupo y X un subconjunto de G. Llamamos subgrupo gene-
rado por X a la interseccion de todos los subgrupos G que contienen a X, lo denotamos por
< X >, es decir,

<X > = ﬂ H.

XCH
H subgrupo de G

Observacion 1.2.10 Por la Proposicién 1.2.6, sabemos que < X > es un subgrupo. Ademads,
es el menor (para la relaciéon de contenido) subgrupo de G que contiene a X, es decir, si H es
un subgrupo y X C H, entonces se tiene que < X >C H.

Proposicion 1.2.11 Sean (G,+) un grupo y X un subconjunto no vacio de G. Entonces < X >
estd formado por los productos de los elementos de X y sus inversos, es decir,

<X >={x{xP-x:reNs,xeX, e e{l,-1}}.

Demostracién. Denotamos por A := {x{'x5*---x¢ : r € N>y, x; €X, ¢, € {1,—1}}.

(a) Veamos que < X >C A. Para ello veamos que A es un subgrupo que contiene a X.
(a.1) Observamos que todo elemento x de X, tiene la forma de un elemento de A para
r=1ye; =1, luego x € A. En consecuencia, X C A y, como X # 0, también A # 0.
(a.2) Dados x,y € A, tenemos que existen r,s € N>1, x;,y; € X y ¢;,d; € {1,—1} para todo
ie{l,...,r} ytodo je{l,...,s}, tales que

r _ i d dy

x=xax Y=
Por el Ejercicio I.1.11, se tiene que y~! = (y‘lil ygz ceyd) Tl = yds .y;d2yfd1 enton-
ces xy L =x{lxt - xbryshyy defd' tiene la forma requerida, luego xy~! € A. Por

el test de caracterizacion de subgrupos, Proposicion 1.2.4, A es un subgrupo.

Como A es un subgrupo que contiene a X, por la Observacién 1.2.10, < X >C A.
(b) Veamos que A C< X >. Dado x € A, x =x{'x3---x& con r € N>y, x; € X, ¢; € {1,—1}.
Como X C< X >y como < X > es subgrupo, tenemos que xi’l €< X >, luego para
todo indice i € {1,...,r} tenemos que x;’ €< X >. De nuevo como < X > es subgrupo,

x{'xF - xfr €< X >, es decir, x €< X > y concluimos que A C< X >. [ |

Notaciéon 1.2.12 Cuando el conjunto X estd formado por un ndmero finito de elementos
X = {x1,x2,...,%,}, por brevedad, denotaremos por < xj,x,...,x, > al subgrupo generado por
X en lugar de < {x;,x2,...,x,} >, es decir, eliminando las llaves de conjunto.

Ejemplo 1.2.13 (1) En (Z,+), teniendo en cuenta que la notacién es aditiva (ver Notacion
I.1.4), tenemos que

r sumandos

——
<1>=<{1}>={=F1£1--£1:reNy}.

En consecuencia, deducimos que Z =< 1 >. En general, para todo k € Z se tiene que

r sumandos

<k>=<{k}>={+tk+k---tk:reNs }={ka:acZ} =KL

Javier Jiménez Garrido - @@®®®



1.2 Subgrupos 11

(2) En (Z,+) se tiene que < 2,3 >=<{2,3} >=Z.

(3) En (Q,+) tenemos que < 1/3 > es un subgrupo distinto del total que contiene a Z.
Observaciéon 1.2.14 Podemos probar, empleando la Proposicion 1.2.11 que si (G,+) y a€ G
entonces < a >={a" : n€Z}.

Observacion 1.2.15 Podemos probar que si S| y S» son subgrupos el menor subgrupo de
(G, +) que contiene a ambos es < S;US, >.

Observacion 1.2.16 En un K—espacio vectorial V dado E C V, en ocasiones < E > denota el
subespacio vectorial generado por E. Sin embargo, en este curso reservaremos la notaciéon < E >
para el subgrupo generado por E y vy, si por algin casual, queremos considerar el subespacio
vectorial generado por E en el K—espacio vectorial V escribiremos K < E >. Por ejemplo en
R2, como R—espacio vectorial, el subespacio generado por {(1,0)} serfa

R <{(1,0)} >={(,0) : a € R} =R x {0}.
Sin embargo, en el grupo producto (R?,+), el subgrupo generado por {(1,0)} seria

<{(1,0)} >={(m,0) : me Z} =7 x {0}.

Ejercicio 1.2.17 (Subgrupos de Z). Sea H un subconjunto no vacio de Z. Probar que son
equivalentes:

(1) H es subgrupo de (Z,+).

(11) Existe n € N tal que H =nZ = {na : a € Z}.

Ejercicio 1.2.18 Determinar si S y/o T son o no subgrupos en cada caso.
(1) En (C,+) consideramos S=Ry T ={a+bic C:a<2}.
(1) En (Q\{0},-) consideramos S=7Z\{0} y T ={x€Q : x>0} .

Ejercicio 1.2.19 Probar que si aj,as,...a, son nimeros enteros, d es su m.c.d. y m su
m.c.m. (Ver Definiciones A.2.5 y A.2.6), se cumple que

(a)N{ap)N---N{ay) =(my y (a,az,...,a,) = (d).

Ejercicio 1.2.20 Para cada uno de los siguientes grupos determinar todos los elementos que
forman los subgrupos Sy T':

(1) En (Z,+), S=(27,15,6,51), T = (18,30) N (6, 15).

(11) En (Z/3Z,+) x (Z/8Z,+) (ver Ejercicio 1.1.9), S=((2,4)) y T = ((1,1)).

Ejercicio 1.2.21 (Centro de un grupo). Dado un grupo (G,-), denominamos centro de G

al subconjunto
Z(G):={acG:Ybe G ab=ba}.

Demostrar que Z(G) es un subgrupo de G. ;Si G es finito como se puede localizar Z(G) en
la tabla de G? Calcular Z(D3) y Z(Ds).

G90 - Estructuras Algebraicas - UC
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Ejercicio 1.2.22 (Cuaterniones de Hamilton). Un cuaternion es un elemento de R* en
lugar de la notacion (aj,a»,a3,as) empleamos para denotarlo una expresion de la forma
ai +azi+asj+ask donde aj,ap,a3,a4 € R. El conjunto de todas las expresiones de este tipo
se denota por H := {a) + azi+a3j+ask : ay,a2,a3,a4 € R}. Podemos definir la suma y el
producto de dos de estas expresiones del siguiente modo:

a+b:=(a; +ari+asj+ ask) + (by + boi + b3j + bsk)
=(a1+b1)+ (ay+by)i+ (a3 + b3)j+ (as + bs)K.

a-b ::(a1 + ari+aszj+ a4k) (b] + byi+ b3j+ b4k)
=(a1b1 — axby — azb3 — asbs) + (a1b2 + axb) + azbs — asb3)i
+ (a1bs — axbs + azby + asby)j+ (a1bs + axbs — azby + asb) k.

Se pide:
(1) Demostrar que (H,+) y (H\{0},-) son grupos. ;Son abelianos?
(11) Probar que i = j> =k*> = —1 = ijk.
(111) Probar que el conjunto Qg = {+1,4i,£j,+k} es un subgrupo de (H\{0},-) no abe-
liano, que se denomina grupo de los cuaterniones.
(1v) Obtener la tabla multiplicativa de Qg y obtener Z(Qg) (Ver Ejercicio 1.2.21).

Ejercicio 1.2.23 (Normalizador de un conjunto). Dado un grupo (G,:) y sea A un
subconjunto de G no vacio, denominamos normalizador de A al subconjunto

N(A) :={x € G : xA = Ax},

donde xA = {xa : a € A} y Ax = {ax : a € A}. Justificar, realizando la demostracién o
ilustrandolo con un contraejemplo, si las afirmaciones siguientes, consideradas de forma
independiente, son ciertas o falsas.

(1) N(A) es un subgrupo de G.

() N({lg})=G

(1m1) Si G es abeliano, entonces para todo subconjunto A C G con A # () se cumple que

N(A) =G.
(1v) En (Z,+) tenemos que N(27Z) =Z.
(V) En D3 si R es el conjunto formado por la identidad y las dos rotaciones entonces

N(R) = Ds.
(vI) En D3 si S es el conjunto formado por la identidad y una de las simetrias entonces
N(S)=S5.

(vi) N(G) =G si y solo si G es abeliano.

(viir) Siempre se cumple que N(G) = Z(G).
(1x) Siempre se cumple que N(Z(G)) =G.
(X) Siempre se cumple que Z(N(G)) = Z(G).
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Grupos ciclicos y érdenes

Grupos ciclicos

Definicion 1.3.1 Un grupo (G, +) es ciclico si estd generado por un solo elemento, es decir,
G es ciclico si y solo si existe a € G tal que G =<a >.

Ejemplos 1.3.2 (1) De acuerdo con el Ejemplo 1.2.13.(1), tenemos que Z =< 1 >, luego
(Z,+) es ciclico.
(2) (Q,+) no es ciclico, basta observar que para todo g € Q, ¢ #0, g/2 € Q pero q/2 < g >.
(3) Para todo n € N>, tenemos que Z/nZ es un grupo ciclico porque Z/nZ =<1 >.
(4) El conjunto de las raices n—ésimas de la unidad R, = {¢*™/" : 0 <k <n—1}, es un
grupo ciclico con el producto.

Teorema 1.3.3 Todo grupo ciclico es abeliano.

Demostracion. Dado un grupo ciclico (G,+) y x,y € G, existen a € G tal que G =<a >y
existen j,k € 7 tales que x = a’ e y = a*. Empleando las propiedades de la Notacién 1.1.4 y la
conmutatividad de la suma en Z vemos que

k _ gtk — gkti — gk

xy=dla a’ =yx.

En consecuencia, G es abeliano. [ |

Observacion 1.3.4 El reciproco no es cierto (Ver Ejercicio 1.3.19).

Ejemplo 1.3.5 Hemos probado que los grupos D3 y Dy (Ejercicio 1.1.8) no son abelianos, por
tanto, por el Teorema 1.3.3 tampoco son ciclicos.

Proposicion 1.3.6 Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostracion. Dado un grupo ciclico (G,+) y H un subgrupo de G, existe a € G tal que
G =< a >. Distinguimos dos casos:

(a) Si H={l1¢}, tenemos que H =< 1g >y, por tanto, es ciclico.

(b) Si H # {15}, existe x € H, x # 1. Como G =< a >, existe m € Z con m # 0 tal que x = a™.
Como H es subgrupo, x~! =a~" € H. En resumen, podemos suponer que existe k € N> tal
que a* € H.

Consideramos A := {k € N5 : ke H}, como A#® y A C Ny, por el Principio de Buena
Ordenacién (Teorema A.1.2) existe d = min(A). Veamos que H =< a“ >.

Como H es subgrupo, < a¢ >C H porque a¢ € H.

Dado y € H, como G =< a >, existe n € Z tal que y = a@". realizando la divisién Euclidea
de n entre d (Teorema A.2.3) existe g,r € Z con n=dq+r y 0 <r <d. De acuerdo
con la Notacién 1.1.4, se tiene que a" = a?*™" = (a?)%a”. Como a“,a" € H, deducimos
que a" = a"(a’)~9 € H porque H es un subgrupo. Como 0 < r < d y como d = min(A),
concluimos que r =0, luego a" = (a?)? €< a® >.

En definitiva, H =< a? >, luego H es ciclico. |

Observacion 1.3.7 El reciproco no es cierto, es decir, existen grupos que no son ciclicos que
contienen subgrupos ciclicos. Por ejemplo, en (Q,+) se tiene que Z =< 1 > es un subgrupo
ciclico.
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Orden de un grupo y orden de un elemento

Definicion 1.3.8 Se llama orden de un grupo (G, +) al nimero de sus elementos. Si tiene
infinitos elementos, escribimos #G = oo y si tiene una cantidad finita de elementos, #G es
igual al nimero de sus elementos.

Definicion 1.3.9 Sean (G, +) un grupo y a € G. Se llama orden de a al entero positivo mds
pequefio m tal que a™ = 1, si no existe dicho entero decimos que el orden de a es infinito.
En ambos caso lo denotamos por O(a), es decir,

» Si{meNs;:ad" =15} =0, entonces O(a) = oo.
» Si {meNs;:d" =15} #0, entonces O(a) =min{m € N> : a" = 15}.

Observacion 1.3.10 Comprobamos de forma directa O(a) =1 si y sélo si a = 1g, es decir, el
elemento neutro es el tnico elemento de orden 1 de (G, ).

Proposicion 1.3.11 Sea (G, +) es un grupo finito. Entonces para todo a € G se tiene que el
orden de a es finito, es decir, O(a) < co.

Demostracion. Dado a € G, como < a >C G, tenemos que # < a >< #G < c. Por consiguiente,
existe r € N> tal que # < a >=r. Por tanto, como #{0,1,...,r—1,r} =r+1 > r, deben existir
enteros k,¢ € {0,1,...,r—1,r} con k > ¢ tales que a* = a'. Consecuentemente, se tiene que
a*=1gy, como k— £ € N>1, se cumple que {m € N>y : @" = 16} #0, luego O(a) <. N

Ejemplos 1.3.12 (1) #(C) =#(R) =#(Q) =#(Z) = co.

(2) Para cada n € N>y, #(Z/nZ) = n y para cada m € N> se tiene que #(D,,) =2-m.

(3) iOjo! Un mismo elemento puede tener 6rdenes distintos dependiendo del grupo y la
operacién. Por ejemplo, si tomamos Ig € R se tiene que O(1) =0 en (R,+), porque
1+1+---(n veces)---+ 1 # 0. Sin embargo O(1) =1 en (R\{0},), porque 1! = 1. Por
ello, cuando exista posibilidad de ambigiiedad porque tengamos mds de una operacién
conviene especificar si hablamos de orden aditivo u orden multiplicativo.

De la misma forma comprobamos que 17,7 € Z/nZ se tiene que O(1) =n en (Z/nZ,+).
Por ejemplo, también tenemos que O(3) =3 en (Z/9Z,+) porque 3#0,3+3=6+#0
pero 3+3+3=0.

(4) En (Z/12Z,4) comprobamos realizando los célculos pertinentes que O(0) =1, O(1) =1

0(10) =6 y que O(11) = 12.

Propiedades 1.3.13 — (sobre el orden de un elemento). Sea (G, ) un grupo y a € G un
elemento con O(a) =d € N>;. Se cumple que:

1) <a>={d"=1g,a,d* ...,a"'}.
(I #<a>=0(a)=d.
(111) Para todo t € Z se tiene que a’ =1 si y sélo si d | ¢ (escrito de otro modo O(a) | 1).

(1v) Para todos m,n € Z se tiene que a” =a” si 'y s6lo si m=n (méd d).

, O(a) d
Para tod ) ky _ = .
(V) Para todo k € N> se tiene que O(a") m.c.d.(O(a),k) m.c.d.(d,k)
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Demostracion. (1) Como < a >={a" : n € Z} (ver Observacion 1.2.14), se tiene que

2,...,ad71}§<a>.

{ao =lg,a,a
Veamos que < a >C {a® = 1g,a,d?, ...,a?'}. Dado x €< a >, existe n € Z tal que x = a".
Realizando la divisién euclidea (Teorema A.2.3) de n entre d, existe g,r € Z tales que n =qd +r
con 0 < r < d. Por tanto, por la Notacién I.1.4 y, como O(a) =d, a? = 15 y se tiene que:

d"=a?""" = (a))d" = (1g)9a" = lga=d".

2 ...,a% '} y concluimos que

Dado que 0 < r < d, hemos probado que a" =a" € {a’ = 15, a,a
<a>={d"=1g,a,d* ...,a% '}

(11) En primer lugar, vemos que los elementos a’ =1g,a,d?, ...,a%! son distintos dos a dos.
Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que ¢’ =a® con t,s € {0,1,...,d—1} y s <t.
Tendriamos que @’ = 1 con 0 <t —s < d en contradiciendo que d = min{k € N> : a* = 15}.

Luego #{a’ = 15,a,d?,...,a" '} =d y, por (1), concluimos que
#<a>=#{a"=1¢,a,d% ...,a" '} =0(a) = d.

(111) Dado t € Z, realizando la divisién euclidea (Teorema A.2.3) de ¢ entre d existen g,r € Z
tales que t = gd +r con 0 <r < d. Como d = O(a), se tiene que a' =d” y, en consecuencia,
vemos que

0<r<d, d=0(a) t=qd+r
ad=1 & a'=Ilg = r=0 < dt.

(1v) Para todos m,n € Z se tiene que

(111)
=~

a"=d" & d""=1l¢ & d|(m—n) & m=n(médd).
(V) Dado k € N>q, como af €<a >y # <a>=d < o por (i), O(aX) = m < e (Proposicién
1.3.11). Denotamos por f :=m.c.d.(d,k) € N>; y de acuerdo con el Corolario A.2.13, d = fd,
y k= fk; con m.c.d.(d;,k;) = 1. Veamos que m = O(a*) = d;. Observamos que
(ak)d] :akd] :afk1d| — adkl — (ad)k] — lG

En consecuencia, por (III), se tiene que m | d;.

Veamos ahora que d; | m. Como (a*)" = 1¢, se tiene que a*™ = 15 y, por (111), O(a) | km. En
otras palabras, d | km o, equivalentemente, fd; | fkym. Por las propiedades de divisibilidad en
Z, dy | kym y como m.c.d.(d,k;) = 1, concluimos que d; | m (Corolario A.2.13). En resumen,
0(d") | dy y dy | O(a*) y ambos son naturales, se cumple que O(a*) = d; (ver Observacién

A.2.2), es decir,
o d d B O(a)
OW) =i = 5= 0 d @k ~ med (0(@),1)

Ejemplos 1.3.14 (1) Calcular el orden de 6 en (Z/20Z,+). Podemos proceder empleando el
apartado (I1) de la proposicidn anterior. Observamos que

<6>={0=06,6=1-6,12=2-6=6+6, 18, 4, 10, 16, 2, 8, 14},

luego O(6) =# < 6 >=10.
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(2) Calcular el orden de 6 en (Z/40Z,+). Podemos proceder empleando el apartado (V) de
la proposicién anterior. Como 6 =14+1+1+1+14+1=6-1, y como O(1) =40 porque
Z/40Z =<1 >, se tiene que

1 4
o() :—0:20.

00)=0(6-1)= o a0(1).6) ~ 2

En ambos casos, nétese que, como la operacion es la suma, se estd empleando la versién aditiva
de la proposicién anterior (ver Notacion 1.1.4).

1.3.3 Grupos ciclicos finitos

Proposicion 1.3.15 Sea (G, +) un grupo finito, es decir, #G < . Se cumple que:
G es ciclico si y solo si existe a € G tal que O(a) = #G.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que G es ciclico, luego existe a € G tal que
G =< a >. Por la Proposicién 1.3.11, como #G < oo, tenemos que O(a) < 0. Finalmente por la
Propiedad 1.3.13.(11), concluimos #G = # < a >= O(a).

Reciprocamente, supongamos que existe a € G tal que O(a) = #G. Por la Propiedad 1.3.13.(11),
# < a>= 0(a). Por consiguiente, <a>C Gy # <a >=#G y deducimos que G =< a >. En
otras palabras, hemos probado que existe a € G tal que G =< a >, es decir, G es ciclico. W

Propiedades 1.3.16 — (Grupos ciclicos finitos). Sea (G, ) un grupo ciclico finito, es decir,
#G =n € N> y existe a € G tal que G =< a >. Se cumple que:

(1) dado k € Z, se tiene que G =< a > (dk es generador de G) si y solo si m.c.d. (k,n) = 1.

(11) el nimero de elementos de orden n en G es ¢(n), donde ¢ es la Funcién de Euler
dada por ¢(n) =#{x e N : x<n y m.c.d.(x,n) =1} (ver Ejercicio A.2.28).

(111) el orden de cualquier subgrupo de G divide a #G.
(1V) para cualquier d € N divisor de 1, G posee sélo un subgrupo de orden d: G, :=< a/? >.

(V) para cualquier d € N divisor de n, se cumple la igualdad G, = {b e G : O(b) | d}, es
decir, G4 coincide con el conjunto de elementos de G cuyo orden divide a d.

Demostracion. Por la Propiedad 1.3.13.(11), sabemos que O(a) = #G = n.

(1) En primer lugar, observamos que, se tiene que O(a*) = O(a)/m.c.d.(0(a),k) < o, por la
Propiedad 1.3.13.(V). Como G es finito se cumple que G =< a* > si y solo si #G = # < a* >,
y, por la Propiedad 1.3.13.(11), si y solo si #G = O(a¥). Empleando la férmula para el orden y
como #(G) = O(a) = n, se tiene que G = O(a) si y solo si

O _ o o
ned 0@ -"9 *  agap-" ¢ medmb=L

(11) Por la Propiedad 1.3.13.(1), tenemos que G =<a >= {1 = aa,... ,a”_l}. Por tanto, usando
el apartado (1), deducimos que el niimero de elementos de orden n, es el nimero de elementos
ke {0,...,n—1} tales que m.c.d.(k,n) = 1, es decir, ¢(n).
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(111) Si S es un subgrupo de G, por la Proposicién 1.3.6, S es ciclico. Como los elementos de G
son potencias de a, existe £ € Z tal que S =< a’ > y por la Propiedad 1.3.13.(II) tenemos que
#S =# < a’ >= 0(a’). Por la Propiedad 1.3.13.(v), deducimos que

B B 0(61) B #G
#5=0(d') = m.c.d.(£,0(a))  m.c.d.((,#G)’

y deducimos que (#S) (m.c.d.(¢,#G)) = #G, es decir, #S | #G.

(1v) Dado d € N> tal que d | n, se tiene que existe ¢ € N> tal que n = dq. Por la Propiedad
1.3.13.(V), observamos que

O(a) n

Oa") = —— (0(a),q)  mcd.(dg,q) q ¢

Por consiguiente, por la Propiedad 1.3.13.(11), S =< a? >=< a"/? > es un subgrupo de orden d.

Veamos que S es el tnico. Dado T un subgrupo de G de orden d, por la Proposicion 1.3.6, T es
ciclico y, como los elementos de G son potencias de a, existe m € Z tal que T =< a™ >. Veamos
que a™ € G,. Como #T = d, por la Propiedad 1.3.13.(11), O(a") = d, luego @™ = 15 y, de la
Propiedad 1.3.13.(111), deducimos que O(a) | md. Por tanto gd | md, luego q | m, es decir, existe
t € Z tal que gt = m. Empleando esta igualdad, vemos que a” = a? = (a?)’, luego a” €< a4 >
y, por este motivo, T =< a™ >C< a? >=§. Finalmente, como #7 = #S = d, concluimos que
T =S, es decir, el subgrupo es unico.

(V) Dado b € Gy =< a"/? >, b= (a”/%)" para algiin m € Z y observamos que b = ((a"/4)™)4 =
(@")" = (1g)™ = 1g. Por la Propiedad 1.3.13.(111), se tiene que O(D) | d y, consecuentemente,
que Gy C{beG:0(b)|d}.

Reciprocamente, dado b € G un elemento con O(b) ={ y ¢ | d, es decir, d = ¢k para algin
k € N>, por la Propiedad 1.3.13.(11), < b >, es un subgrupo de G de orden O(b) = ¢. Por (1V),
<b>=Gy=< al > y, COMo a''l = (a”/ d)k, deducimos que < b >= G; C G,4. En consecuencia,
concluimos que b € G; y que G, ={b <€ G : O(D) | d}. [

Ejemplo 1.3.17 Podemos emplear las propiedades anteriores para determinar todos los subgru-
pos de (U(Z/9Z),-) (ver Ejercicio 1.1.7). Comprobamos que U(Z/9Z) = {1,2,4,5,7,8} y que
20=1,2"=2,22=4,23=8,2*=7y que 2° =5. En consecuencia, U(Z/9Z) =< 2 >, es
decir, (U(Z/9Z),-) es un grupo ciclico de orden 6. De acuerdo, con las Propiedades 1.3.16.(111)
y (1v), U(Z/9Z) tiene:

» un tnico subgrupo de orden 1, < 20/1 >=< 1 >= {1},

= un tnico subgrupo de orden 2, < 2°/2 >=< 8 >={1,8},

= un tinico subgrupo de orden 3, <23 >=< 4 >={1,4,7},

= un tinico subgrupo de orden 6, < 20/ >=<2>=U(Z/9Z) = {1,2,4,5,7,8},
Si queremos encontrar los generadores de U(Z/9Z), empleando la Propiedad 1.3.16.(11), vemos
que el nimero de elementos de orden 6 de G, es ¢(6) = 2. En concreto, comprobamos que
U(Z)9Z)=<2>y U(Z/IZ) =<5>.

Teorema 1.3.18 Sea (G, +) un grupo con mds de un elemento. Se cumple que
G es ciclico de orden primo si y solo si sus tGnicos subgrupos son {1} y G.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que G es ciclico de orden primo. Por la Proposi-
cién A.2.20, los tnicos divisores positivos de #G son 1 y #G. Por las Propiedades 1.3.16.(111)
y (IV), G tiene Unicamente dos subgrupos uno de orden 1 y otro de orden #G, es decir, sus
tinicos subgrupos son {1} y G.
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Reciprocamente, supongamos que los tnicos subgrupos de G son {1} y G. Como G tiene mas
de un elemento, existe @ € G con a # 1. Tenemos que < a > es un subgrupo de G, luego por
hipétesis, o bien < a >= {1} o bien < a >=G. Como a # 15, deducimos que G =< a >, es
decir, G es ciclico. Veamos ahora que O(a) < oo. Distinguimos dos casos:

(a) Si @* = lg, tenemos que O(a) =2 y hemos terminado.

(b) Si a®> # 1, como < a*> > es un subgrupo de G, por hipétesis, necesariamente tenemos
que < a®> >= G. Por tanto, a €< a* > y, en consecuencia, existe g € Z tal que a = a*,
luego a®?~! = 15. Como o bien 2¢—1 € N> o bien —(2¢ — 1) € N>y, concluimos que
existe £ € Z tal que a’ = 15, luego O(a) < oo.

En consecuencia, por la Propiedad 1.3.13.(11) tenemos que #G = # < a >= 0(a) < oo, es decir, G
es ciclico de orden finito. Por la Propiedad 1.3.16.(1v) para cada divisor positivo d de #G, existe
un tnico subgrupo de orden d y, como los tnicos subgrupos de G son {lg} y G, concluimos
que los dnicos divisores de #G son 1 y #G. Finalmente, por la Proposicién A.2.20, #G es
primo. |

Ejercicio 1.3.19 Probar que (Z,+) x (Z,+) (ver Ejercicio 1.1.9) es abeliano pero no es
ciclico.

E]erCICIO 1.3.20 Dado n € N> y a € Z/nZ, si O(a) es el orden de a en (Z/nZ,+). Probar
que O(a) - m.c.d.(n,a) =n

Ejercicio 1.3.21 Si a,b son elementos de un grupo (G,-), probar que:
(1)O0(a) =0(a™"), (2)O(ab) =0(ba) (3)0(a)=O(bab™").

Ejercicio 1.3.22 Sea (G,-) un grupo y a,b € G tales que O(a) =m, O(b) =n 'y ab = ba.
Probar que:
(1) O(ab) es divisor de m.c.m. (n,m).
(1) Si m.c.d.(m,n) =1, entonces O(ab) =
(111) Deducir de (11) que si G es abeliano y ﬁnlto entonces existe un elemento ¢ € G tal
que O(c) =m.c.m.({O(a) : a € G}).

divisor propio de m.c.m{O(a),0(b)}, es decir, en el Ejercicio 1.3.22.(I) la condicién de
divisibilidad puede ser estricta.

Probar que la condicién ab = ba en el Ejercicio 1.3.22.(I) es necesaria. (Pista: buscar en D3
elementos a,b de forma que E. 1.3.22.(I) no se cumple).

Ejercicio 1.3.24 Consideramos el grupo de isometrias afines en un espacio afin euclideo real
de dimensién 3, con composicion. Consideramos dos elementos de este grupo representados
por:

B =

S = O
- o O

0 1 0 O
0 0 0 O
0 0 1 0

—_—0 O =

0
1
0
00 -1 0 0 0 —1

Calcular O(A), O(B) y O(AB). (Nota: Observamos que A y B representan simetrias ortogona-
les respecto a planos paralelos en el espacio afin euclideo de dimensién 3 y su composicion
es una translacién. Dos espejos situados uno frente al otro reproducen la situacién descrita
en este ejemplo)

| Ejercicio 1.3.23 Determinar dos elementos a,b de (Z/127Z,+) de forma que O(a+b) sea
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l.4 Grupos de permutaciones 19

Ejercicio 1.3.25 Sean (G, ) y (H,+y) dos grupos y g € G, h € H dos elementos tales que
O(g) =ny O(h) =m con n,m € N>. Probar que el orden de (g,/) en G x H (ver Ejercicio
1.1.9) es O((g,h)) = m.c.m.(0(g),0(h)) = m.c.m. (n,m).

Empleando lo anterior, calcular el orden de (2,9) en (Z/10Z,+) x (Z/11Z,+).

Ejercicio 1.3.26 Sea (G, +) un grupo ciclico infinito, es decir, #G = oo tal que existe a € G
con G =< a >. Probar que a y a~! son los tinicos generadores de G.

I Ejercicio 1.3.27 Probar que todo grupo ciclico infinito posee infinitos subgrupos.

I Ejercicio 1.3.28 Probar que todo grupo que s6lo posee un nimero finito de subgrupos, debe
ser finito.

Ejercicio 1.3.29 Sea G={xc Q : 0 <x < 1}, se define

T x+y si x+y<lI,
y= x+y—1 si x+y>1.

Probar que (G, *) es un grupo abeliano infinito en el cual todos los elementos tienen orden
finito.

.4 Grupos de permutaciones

Definicion 1.4.1 Sea X un conjunto no vacio. Llamamos permutacién a toda aplicacién
biyectiva 0 : X — X.

Definicion 1.4.2 Sea X un conjunto no vacio. Se comprueba de forma directa que el
conjunto de permutaciones de X, aplicaciones biyectivas de X en X, con la composicién de
aplicaciones como ley es un grupo. Este grupo se denomina grupo de permutaciones de X
y si denotamos al conjunto de permutaciones por S(X), es decir,

S(X):={0o:X — X : o es biyectiva},
tenemos que el grupo de permutaciones es (S(X), o).

Definicion 1.4.3 El grupo de permutaciones de I, = {1,2,...,n}, se denomina grupo simé-
trico y el conjunto de permutaciones se denota por

Sn:=8({1,2,...,n})={o: {1,2,...,n} = {1,2,...,n} : oes biyectiva}.
Si X un conjunto finito con n € N> elementos, se comprueba que S(X) es isomorfo a S,,.

Ejemplo 1.4.4 (S3,0) es un grupo con 6 elementos. Si /3 = {1,2,3}, lo elementos de S3 son

op: 3 >0 op:l— 13 GCZI3—>I3 op: s -1 ogp: L3 —~1 ofF:1—1

1 -1 1—2 1—3 1—2 1—3 1 -1
2 —2 2—3 2 —1 2 —1 2 =2 2—3
3—3 31 352 353 31 352

Observacion 1.4.5 En general, tenemos que (Sy,0) es un grupo finito de orden n!.

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



20 Capitulo . Introduccién a la teoria de grupos

Notacion 1.4.6 Un elemento o € S, es una aplicacién o : {1,2,...,n} —{1,2,...,n} biyecti-
va, y por tanto, queda completamente determinada por la imagen de todos los elementos de
{1,2,...,n}. Por ejemplo en Ss, consideramos:

o1(1)=2, o1(2)
o (l)=5, o02(2)

4, (o]] (3)
4

3, o1(4)=5,
) 62(3> L,

(o]] 1.
62(4) =2, 62(5) =3.

En este contexto, 07 y G se expresan de modo abreviado, en dos lineas, como:
6—12345 6_12345
=2 43 51 27 \5 41 2 3)

donde debajo de cada j se sitia o(j). De este modo resulta sencillo determinar el resultado

de componer dos o mds permutaciones: basta con recorrer de derecha a izquierda la cadena de
expresiones moviéndonos de arriba abajo en cada una de ellas. Por ejemplo:

I
1 23 45 1 23 45 Lo 34 s
02001 = + v 4213 5)
541 2 3 2435 1
L

Existe un tipo elemental de permutacién mediante el cual podemos representar permutaciones
mdas complejas.

Definicion 1.4.7 Sean ij,iy,...,iy elementos de [, = {1,2,...,n} distintos dos a dos. Se

representa por (iy,i,13,...,i¢) a la permutacién que aplica
i1 — i, ip =13,  ...... s ip_1 — iy, ip —iy.
y que deja fijos los elementos de I,\{i1,i2,...,i¢}. Este tipo de permutaciones se llaman

ciclos de longitud /.
Los ciclos de longitud 2 se denominan transposiciones.

Ejemplo 1.4.8 En Ss el ciclo que se denota por (4,3, 1) representa la permutacion
1 2 3 45
4 21 3 5)°

Observacion 1.4.9 A la hora de expresar un ciclo da igual elemento que tomemos co-
mo elemento inicial siempre que se mantenga el mismo orden de los elementos, es decir,

(i1,02,03, ...y 0g) = (12,83, -y gy 01) = (13, -y gy 01,00) = <+ = (g, 01,02, -y 0p—1).
El inverso de un ciclo (iy,ip,i3,...,i¢) en S, es (ig,ip—1,...,i2,1i1).

Definicion 1.4.10 Sean 0y,0;,...,0, permutaciones de S,. Se dice que 0;,0>,...,0; son
disjuntas si para cada j € {1,2,...,s} y cada k € I, ={1,2,...,n} se tiene que

Si (k) #k, entonces Vie{l,2,...,s}, i#j, oik)=k.
Dicho de otra forma, si 0; no deja fijo k, entonces el resto de permutaciones dejan fijo a k.

Para probar el resultado principal, descomposicién en ciclos disjuntos, necesitamos el siguiente
resultado auxiliar.
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Proposicion 1.4.11 Sean 0,7 € S,, dos permutaciones disjuntas. Entonces ¢ y T conmutan,
es decir,

O0T=7TOO.

Demostracion. Dado k € {1,2,...,n}, distinguimos 3 casos:
(a) Sik es fijopor oy 7: o(t(k)) = 0(k) =k=1(k) = 1(0(kK)).
(b) Si k es movido por ¢ (o(k) # k), como ¢ y T son disjuntas, k es fijo para T, es decir,
7(k) = k. Definimos ¢ := o (k) # k y observamos que

o(t(k)) = o(k) =,

o bien 7(¢) = /.
w(o(k)) = 7(0) = .

o bien t(¢) #

o, T disjuntos o biyectiva
= =

o(t)="1 k=1

(absurdo)’
Luego o(t(k)) =¢ = 1(o(k)).
(c) Si k es movido por T (Andlogo a (b)).
Por consiguiente, hemos probado que para todo k € {1,2,...,n}, se tiene que o(7(k)) =1(0o(k)),
luego coT=7o00. |

Teorema 1.4.12 (Descomposicion de permutaciones). Sea o € S,, con ¢ # Id. Entonces
0 o es un ciclo o es una composiciéon de ciclos disjuntos.

Ademads esta descomposicion es tnica salvo reordenacién de los ciclos.

Demostracion. EXISTENCIA

Como o #1d, existe a € {1,2,...,n} tal que o(a) # a. Establecemos la siguiente notacién:
ap:=a, aj:=0(ay), ay:=0c(a))=0*ay), ... am:=0(am_1)=0"(ap),

Como el conjunto {1,2,...,n} es finito, existen m,¢ € Z con 0 < ¢ < m tal que a, = ay. En
otras palabras, se tiene que 6" (ag) = 6*(ap) y aplicando ¢~ a ambos ¢ veces vemos que
Gm_g(ao) = qay.

Por tanto {s € N>; : 0%(ap) =ao} # 0 y, por el Principio de Buena Ordenacién, podemos
considerar r = min{s € N>; : 0*(ap) = ap}. Como r es el minimo, tenemos que a, # ay si
0 <?¢<m<r—1: en caso contrario, razonando como antes, tendriamos que Gm_é(ao) =aqgp lo
que es imposible porque m — ¢ < m < r. En consecuencia, podemos considerar el siguiente ciclo
de longitud r:

a=ayp—ap, ay —ay, ..., s ar_2 — Ar_1, ar,—1 — a,=a,

es decir, (ag,a,...,ar-1).

Tenemos dos opciones:

Si o(x) =x para todo x € {1,2,...,n}\{ao,a1,...,a,—1} , entonces ¢ = (ap,ai,...,ar—1) y
hemos terminado.

Si existe b € {1,2,...,n}\{ao,ai,...,a,_1} tal que o(b) # b. Repetimos el procedimiento y
tomando by = b construimos el ciclo (bg,by,...,bs_1). Veamos que este ciclo es disjunto con
el anterior. Razonamos por reduccién al absurdo si a,, = b, tendriamos que 6™ (ap) = o' (by),
entonces 6" ‘(ay) = by luego se tendria que by € {ap,ay,...,a,_1}, lo que es imposible.
Como {1,2,...,n} es finito iterando el procedimiento y en un nimero finito de pasos descom-
ponemos G como

o = (aop,ai,...,ar—1)(bo,b1,....bs—1)--- (Y0, Y1, Yi—1)s

donde los ciclos son disjuntos.
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22 Capitulo . Introduccién a la teoria de grupos

UNICIDAD

Dada ¢ € S, una permutacion distinta de la identidad y sean ©1,0>,...,0, y T, T2,...,T; dos
conjuntos de ciclos disjuntos tales que

01020, =0 =TT Ts.

Sin pérdida de generalidad suponemos que s > r.

Como o # Id existe k € {1,2,...,n}, tal que o(k) # k. Por tanto, existe un iy € {1,2,...,r} tal
que o; (k) #k y un jo € {1,2,...,s} tal que 7j (k) #k.

Como los ciclos disjuntos conmutan, Proposicién 1.4.11, podemos suponer que o) (k) # k' y
que 7y (k) # k, sin pérdida de generalidad. Por otro lado, por la definicién de ciclos disjuntos
como o7 y 7 no dejan fijo a k, entonces o; y 7; dejan fijo a k para todo i € {2,3,...,r} y todo
j€12,3,...,s} y, por este motivo, se tiene que o;(k) = o(k) = 71(k).

Empleando de nuevo que los ciclos disjuntos conmutan, Proposicién 1.4.11, observamos que
CT =TTy T,Ty = TiTy- - Ty = T\ O.
Como o (k) = 11 (k), resulta que
0’(k) = o(0(k)) = o (11 (k) = 11(c (k) = 71 (1 (k) = 77 (k).

Andlogamente, como o(k) = o1 (k), vemos que 02 (k) = 07

probamos que

(k). Mediante un proceso inductivo,

(%) para todo n € N> se cumple que o} (k) =0"(k) =17 (k).

Ahora como o7 es un ciclo, o1 = (ky,k2,...,kn), con k; € {1,2,...,n}, es decir, o] envia k;
en ki1 para todo i € {1,2,...,m— 1}, envia k,, en k; y deja fijo a todos los elementos ¢ de
{1,2,...,n} que no estén en el subconjunto {ki,kz,... ,kp}.

Como o7 no deja fijo al elemento k, podemos afirmar que k € {ki,kz,...,ky}. Por ello, podemos
escribir k = k; para algin i € {1,2,...,m}, como podemos reescribir el ciclo comenzando en el
elemento que queramos

o1 = (ki,ka .. k) = (kiskis1, ... ki) = (k, 01 (k), ..., 0" (k).

Del mismo modo, como 7; es ciclo tenemos que 7 = (k, 7} (k),..., 7' (k)). Aplicando la

propiedad (x), concluimos que m =t y que
o1 = (k, 0} (k),...,01" " (k) = (k; 0" (k),..., 6" (k) = (k, 7 (k),..., 7" ' (k) = =

Por consiguiente, como 7; = o7, deducimos que (7;)~! = (67)~!. Como por hipétesis sabemos
que 6103+ 0, = T| Ty - - - Ty, multiplicando a ambos lados por (o7)~!, vemos que

62“'61‘:‘52'.‘75'

Como r es finito, repitiendo el proceso r veces, vemos que para cada i € {1,2,...,r} existe
un j € {1,2,...,s} tal que o; = 7;. Finalmente, razonando por reduccién al absurdo si s > r
(desigualdad estricta), tras r pasos tendriamos que Id = 7,4 --- T,_ T;. Consecuentemente, se
deducirfa que 7, ' = 7,41+~ T,_1, lo que es imposible porque los ciclos son disjuntos. Por esta
razon, concluimos que s =r. |
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Ejemplo 1.4.13 En S;5 consideramos la permutacién

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
~\7 11 15 9 14 2 4 10 13 5 6 12 1 8 3 )°

Observamos que ¢ decompone en ciclos como
c=(1749 13)(2 11 6)(3 15)(5 14 8 10).

Por esta proposicién podemos relacionar el orden de una permutacién como elemento de
(S,,0) con el orden de los ciclos en los que descompone.

Proposicion 1.4.14 Sean ¢ € S, un ciclo de longitud ¢. Entonces O(c) =/ en (S,,0).

Demostracion. Tenemos que ¢ = (i, iy,...,i). Comprobamos que para todo k € {1,2,...,n} se
cumple que o' (k) = k. Por tanto, 6* =1Id y deducimos que O(c) | ¢ por la Propiedad 1.3.13.(11).
Por otro lado, si 6™ = Id, tenemos que ¢™(j) = j para todo j € {ij,i,...,is}, entonces
I(k4m mod¢) = ik para todo k € {1,...,¢}. Como los elementos del ciclo son distintos dos a
dos eso quiere decir que k+m =k mdd ¢, luego ¢ | m, es decir, £ | O(c). En consecuencia, se
tiene que £ = O(o) (ver ObservacionA.2.2). [

Corolario 1.4.15 Sea ¢ € S, una permutaciéon y oy,02,...,0; € S, ciclos disjuntos de
longitudes respectivas ¢y,/s,...,¢; € N> tales que 0 = 010, - -- 0;. Entonces se cumple que

O(c)=m.cm.({1,0p,...,45) en (S,,o0).

En otras palabras, el orden de una permutacion es el minimo comuin miiltiplo de las longitudes
de los ciclos en los que descompone.

Demostracion. Escribimos m := m.c.m. (¢1,¢s,...,¢s). En primer lugar, veamos que O(0) | m.
Como los ciclos disjuntos conmutan, se cumple que

Gm:(6162...6S)m:(6162...65)...(11‘1 Veces)...(glgz...gs):Glmcén...(ysm'

Como /; | m para todo i € {1,2,...,s}, se tiene que existe k; € N> tal que {;k; =m y como
° >

o;' =1d, deducimos que o;" =1Id y que " = Id. Por consiguiente, como #S, < oo, tenemos que

O(0o) es finito y podemos aplicar la Propiedad 1.3.13.(111) para deducir que O(o) | m.
Veamos que m | O(c). Sea 1 := O(0), luego ¢’ =1d. Como los ciclos disjuntos conmutan, se
cumple que

[d=0¢'=(010y---0;) = 0j04--- 0.
Para cada k € {1,2,...,n} que o) deja fijo se tiene que o;(k) =k y que of (k) = k.
Para cada k € {1,2,...,n} que o; no deja fijo, como los ciclos son disjuntos, tenemos que
0i(k) =k para todo i € {2,3,...,s}. En consecuencia, k =1d(k) = o'(k) = o} (k).
En resumen, para todo k € {1,2,...,n} se tiene que o] (k) =k, es decir, o] =Id y Id =0} --- o].
Por la Propiedad 1.3.13.(111), concluimos que O(oy) | ¢ o, escrito de otro modo, /¢ |t.
Realizando el mismo procedimiento con los ciclos restantes vemos que ¢; | ¢ para todo i €

{1,2,...,s}. Por la definicién del minimo comtn mdltiplo, podemos asegurar que m | ¢, es
decir, m | O(o). Finalmente, como O(c) | m y como m | O(o), concluimos que O(c) =m (ver
Observacion A.2.2). [ |

El potencial de este Corolario se muestra en el siguiente ejemplo donde vemos como calcular
los posibles ordenes de una permutacién de un modo sencillo.
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Ejemplo 1.4.16 En S; tenemos 7! = 5040 para determinar los posibles ordenes de todos los
elementos solo tenemos que considerar las posibles descomposiciones en ciclos. Denotamos por
(—¢—) un ciclo de longitud ¢ € N> y sabemos que ¢ > 2 (los ciclos de longitud 1 no tienen
sentido). Tenemos las siguientes opciones ¢ = Id o:

Descomposicién de o | O(o) || Descomposicién de ¢ | O(0)
(=7 7 || (=32)(=3-) 3
(=6— ) 6 || (=3=)(=2-)(=2-) | 6
(=5-)(=2-) 10 || (=3-)(=2-) 6
(=5-) 5 (=32 3
(=4-)(=3-) 12 ] (=22)(=2-)(=2-) 2
(=4-)(=2-) 4 | (=2-)(=2-) 2
(—=4-) 4 | (-2-) 2

Por consiguiente, si ¢ € S, entonces O(o) € {1,2,3,4,5,6,7,10,12}.

Podemos dar un paso més y expresar toda permutacién como composicién de los ciclos mds
sencillos que existen las transposiciones. Como contrapartida, esta descomposicién, a diferencia
de la descomposicion en ciclos, no es unica y las transposiciones no necesariamente disjuntas.

Teorema 1.4.17 Toda permutacion de S,, con n > 2, se puede expresar como composicion
de transposiciones (no necesariamente disjuntas ni Unicas).

Demostracion. Si o = 1d basta tomar a,b € {1,2,...,n} con a # b y comprobar que se cumple
que o = (a,b)(b,a).

Si o # 1d, por el Teorema 1.4.12, basta comprobar que todo ciclo (no trivial) descompone
como producto de transposiciones. Consideramos el ciclo (iy, i, ...,i,) de longitud r € N>y, y
comprobamos que

(i1, B2y wovsbptyip) = (i, 0p) (i1, 0r—1) - (i1,83) (i1, 82).
;Ojo! También podemos escribir: (i1, i, ..., ir—1,ir) = (i2,11)(i2,ir) - - - (i2,i4)(i2,i3) 0 también
(i17 i27 .. -;ir—lyir) = (irvir—l)(irvir—Z) e (iruiZ)(ir7i1)~ u

Ejemplos 1.4.18 En Sy consideramos el ciclo (3,5,7,9) observamos que puede descomponer
como producto de transposiciones de muchas formas distintas:

(3,5.7,9) = (3,9)(3,7)(3,5), (3,5,7,9) = (5,3)(5,9)(5,7),
(3,5,7,9) = (7,5)(7,3)(7,9) (3,5,7,9) = (9,7)(9,5)(9,3)

(3,5,7,9) = (1,2)(2,1)(3,9)(3,7)(3,5),  (3,5,7,9) = (1,6)(3,9)(6,1)(4,8)(4,8)(3,7)(3,5).

Aunque el nimero de transposiciones en que se descompone una permutacién no es tnico,
lo que si se conserva siempre es su paridad, es decir, o siempre descompone en un nimero par
de transposiciones o siempre descompone en un nimero impar de transposiciones. Para probar
esta afirmacién usaremos el siguiente Lema Auxiliar.

Lema 1.4.19 La identidad s6lo descompone como un nimero par de transposiciones, es
decir, si Id = 7,72 - T, con T transposicion para cada k € {1,...,r}, entonces r es par.

Demostracion. En primer lugar, observamos que r > 1 porque Id # (i, j) para todos i,j €
{1,2,...,n}. Por otro lado, si r =2, entonces se cumple el lema.
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Razonemos por induccién y asumimos que el lema se cumple para todo s < r, es decir, que:
Sis<ryld=11-- 1 con 7y transposicion para cada ¢ € {1,...,s}, entonces s es par.
Supongamos que Id = 77, T, T, con T transposicién para cada ¢ € {1,...,r}. Por tanto,
7, = (i, j) para algin par de elementos i,j € {1,2,...,n} y tenemos las siguientes posibilidades

para el producto 7,_;7,:

(@ Si t—17-= (i,/)(i, ), entonces T,_17, = Id.

(b) Si 1,17, = (i,k)(i,j) con k & {i, j}, entonces T, T, = (i,))(j,k).

(¢) Si t—17 = (j,k)(i,j) con k & {i, j}, entonces 7,17, = (i,k)(j,k).

(d) Si t_17, = (m,k)(i,j) con m,k & {i,j}, entonces T, T, = (i, j)(m,k).
En el caso (a) tenemos que Id =717+, 2T,—1T, =1ld= 7170 --- T, Y como r—2 < r, por
hipétesis de induccién r—2 es par, luego r es par y hemos terminado.

En los caos (b), (c), (d) se sustituye 7,_17, por 7,7, donde el elemento i no aparece en la trans-
posicién .. Repetimos el proceso para T, 2T, . Si 7,27, = Id, entonces Id = 7T - - - T, 37T,
y concluimos por hipétesis de induccién que r—3+1 es par, luego r es par. S/ijr_zf: #1d,
escribimos como antes Id = 7,7, - - T,_»7,_11,, donde las transposiciones 7, 5, T,_|, T, N0 mue-
ven a i. Iterando el razonamiento, debemos tener en algin momento que la composicién de
dos transposiciones consecutivas es la identidad, porque en caso contrario podriamos conseguir
una descomposicién de la identidad donde sélo la primera transposicién mueve a i, luego i no
quedaria fijo lo que es absurdo porque la identidad deja fijo a todos los elementos.

Como en algiin momento el producto de dos transposiciones consecutivas es la identidad, ob-
tenemos una descomposicion de la identidad como un producto de r — 2 transposiciones por
hipétesis de induccién que r —2 es par, luego r es par. En consecuencia, por el Principio de
Induccién Completa queda demostrado el lema. |

Teorema 1.4.20 Sea o € S, una permutacién y i, ..., 7T, %1,...,%s € S, transposiciones. Si
se cumple que
C=TT T, =TT 1,

Entonces r y s tienen la misma paridad, o ambos niimeros son pares o ambos son impares.

Demostracion. Si 6 =TT+ T, = 111> - - - T5, entonces tenemos que
Id= (Tlfz' '-Tr)(flfz e 'fs>_l =TT ‘Tr(fs)_l T (f2)_] (fl)_l'

Como la inversa de una transposicién es una transposicion, por el Lema auxiliar 1.4.19, deduci-
mos que r+s es par, luego r y s tiene la misma paridad. |

Por consiguiente, podemos hablar de permutaciones pares e impares y asociar a toda permutacién
un indice.

Definicion 1.4.21 Sea o € S, una permutacién. Si ¢ descompone en un nimero par de
transposiciones, decimos que ¢ es una permutacion par y si ¢ descompone en un nimero
impar de transposiciones, decimos que ¢ es una permutacion impar.

Definimos el indice de una permutacién como:

i(0) = 1 si O es par
| =1 si o esimpar
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I Ejercicio 1.4.22 ;Qué elementos deja fijo el ciclo (1,2,4)?

Ejercicio 1.4.23 (Subgrupo Alternado). Consideramos A, = {c € S, : © es par} el
conjunto de permutaciones pares, es decir, que descomponen como un ndmero par de
transposiciones. Probar que A, es un subgrupo de (S,,o) de orden n!/2. Este subgrupo se
denomina grupo alternado de orden n.

I Ejercicio 1.4.24 Probar que S, no es abeliano cuando n > 3.
I Ejercicio 1.4.25 Probar que H ={0c € S5 : 6(1) =1yo(3) =3} es un subgrupo de Ss.

Ejercicio 1.4.26 Se consideran en Sg las permutaciones
o1 = (1,3,2,6)(4,8,5)(7,9) o, = (1,5,4,7,9)(3,6,8).

Expresar, como producto de ciclos disjuntos,

=Il 50 15 -6
6162, 62 Gl, Gl B Gl 62.

Ejercicio 1.4.27 Sea o = (1,3,5,7,9,8,6)(2,4,10). ;Cuél es el menor entero positivo tal
que o = a>?

Ejercicio 1.4.28 Encontrar «, 3 € S3 tales que O(a) = O(B) =2 y O(af}) = 3. Encontrar
o, €Ss tales que O(af) =5y O(a) = O(B) = 3.

Ejercicio 1.4.29 Si una permutacién o se expresa como producto de r ciclos disjuntos
de longitudes respectivas ¢ < ¢ < --- < /¢, se dice que o es una permutacion del tipo
{l1,02,...,0:}.
(1) Determinar todos los tipos posibles de Sj.
(1I1) Determinar 10 tipos distintos para una permutacion de orden 200 y calcular un valor n
de forma que S, contenga permutaciones de todos estos tipos.
(1) ¢Cudl es el menor valor de n para el cual existe en S,, un elemento de orden 200?

Ejercicio 1.4.30 Calcular el nimero de elementos de orden 4 y 5 que hay en S¢ y Ag. (ver
Ejercicio 1.4.23).

Ejercicio 1.4.31 Determinar todos los valores de n para los cuales §,, contiene algtn ele-
mento de orden 75.

Ejercicio 1.4.32 Probar que para cualquier subgrupo H de S, se cumple que H C A, o
exactamente la mitad de los elementos de H son permutaciones pares (ver Ejercicio 1.4.23).

Ejercicio 1.4.33 Probar que una permutacién que tiene orden impar, debe ser par. Deducir
que si (iy, iz,...,i¢) es un ciclo de longitud ¢, es par si £ es impar y es impar si £ es par.

Ejercicio 1.4.34 (Permutaciones conjugadas). Se dice que dos permutaciones 07,0, € S,
son conjugadas cuando existe T € S, tal que 0y = 70,7 !. Probar que:
(1) Si 6= (i1,i2,...,i;) €Sy y TES,, entonces T67 ! = (t(i1),7(i2),...,7(ir)).
(1) Dos permutaciones son conjugadas si y sélo si son del mismo tipo, es decir, se
descomponen en igual nimero de ciclos disjuntos de la misma longitud.
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Ejercicio 1.4.35 (Grupo Diédrico como grupo de permutaciones). El grupo diédrico
(ver Ejercicio 1.1.8) puede interpretarse también como el conjunto de las permutaciones de
los vértices, numerados de 1 a n, de un poligono de n lados que conservan la adyacencia de
los vértices. En concreto, D, puede definirse también como el subgrupo de S, generado por

134

1 2 3 —1 . ]

r=(1234...n) y s:<1 . 1 n3 g>:H(l,n+2—l),
e

donde r se corresponde con el giro de centro el centro del poligono y dngulo 27/n y s es la
simetria cuyo eje pasa por el centro y el vértice 1. Para cada n > 3, probar que:
(M O(r)=ny O(s) =2.
(1) sr=r"'s y deducir que sr = ""'s y que sr* = r"~*s para cada k € N>|.
(111) todo elemento de < {r,s} > puede ponerse de la forma ris con j e {0,1,...,n—1} e
i€{0,1}.
(1v) el orden de < {r,s} > es 2n.

k

.5 Clases Laterales. Subgrupos Normales. Grupo cociente

1.5.1 Clases laterales. Teorema de Lagrange

Definicion 1.5.1 Sea (G,:) un grupo y sea S C G un subgrupo. Consideramos las dos
relaciones siguientes:

(Rj) Relacion de congruencia a la izquierda médulo S:
para todos a,b € G escribimos aR;b si b lacs.
En este caso, decimos que a estd relacionado a la izquierda médulo S con b.

(Rg) Relacion de congruencia a la derecha moédulo S:
para todos a,b € G escribimos aRyb si ab ' €S.
En este caso, decimos que a estd relacionado a la derecha médulo S con b.

Observacion 1.5.2 Si G es abeliano ambas relaciones coinciden.

Teorema 1.5.3 Sea (G,+) un grupo y sea S C G un subgrupo. Se cumple que:
(1) R; y R; son relaciones de equivalencia.

(Ir) La clase de equivalencia de un elemento a € G para R; es:

[alg, = aS :={ax : x € S} (Clase a la izquierda médulo S).

(1) La clase de equivalencia de un elemento a € G para R; es:

[alg, = Sa:= {xa : x € S} (Clase a la derecha médulo S).

Demostracion. Probaremos el teorema para R; (Anélogo para Ry).
Vemos que R; es una relacion de equivalencia, es decir, reflexiva, simétrica y transitiva.

= Reflexiva. Si a € G, por (G.III), a'a = 15. Como S es subgrupo 1 € S, luego a 'a =

1g € 8, es decir, aR;a.
» Simétrica. Si aR;b, entonces b~ 'a € S. Como S es subgrupo, tenemos que (b~'a)~! € S.
De acuerdo con el Ejercicio I.1.11, (lfla)*1 =a b, luego a 'bes, es decir, bR;a.
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» Transitiva. Si aR;by bR;c, entonces b~'ac Sy ¢~ 'bc S. Por tanto, operando vemos
que ¢ 'a=c"'bb~'a € S porque S es subgrupo, es decir, aR;c

La clase de equivalencia de un elemento a € G para R; es por definicién:
[alg,. ={be G :aRb}={beG: b 'la €St={beG: b la=s,s€S}.
Finalmente, operando vemos que:

lag,. ={b€G:a=bs,scS}={bcG:as ' =b,scS}

S subgrupo
seS e s les

= {beG:ax=b,xeS}={ax:xeS}=aS. [ ]

Notacion 1.5.4 Del mismo modo que se describié en la Notacién 1.1.4, dada la relevancia de
esta nocidn resulta conveniente transcribir el concepto de clase lateral para grupos con notacién
aditiva.

Notaciéon multiplicativa Notacion aditiva
(G7 ') (Gﬂ+>
aR;b b~lacs (=b)+acs
aRyb ab™'eS a+(—b)eSs
[a]g, aS={ax:xeS} a+S={a+x:xeS}
[a]r, Sa={xa:xeS} S+a={x+a:xeS}

Habitualmente, cuando se emplea la notacién aditiva el grupo es abeliano y, en ese caso,
sabemos que ambas relaciones coinciden.

Ejemplo 1.5.5 Calcular las clases laterales a la izquierda médulo S = 6Z en (Z,4+). Como
(Z,+) es abeliano las clases a izquierda y derecha coinciden y por el teorema anterior, para
todo a € Z, se tiene que [a]g, =a+6Z={a+x : x € 6Z}.

De este modo, comprobamos que sé6lo hay seis clases posibles:

0g =0+6Z={...,—12,-6,0,6,12,...},  [Blx =3+6Z={...,—9,-3,3,9,15,...},
g =14+6Z={..,—11,-5,1,7,13,...}, [z =4+6Z=1{...,—8,-2,4,10,16,...},

i i

Rlg =2+6Z={...,—10,-4,2.8,14,...},  [5lg =5+6Z={...,—7,—1,5,11,17,...},

Observacion 1.5.6 En general, una clase a la izquierda no tiene que ser una clase a la derecha.

Ejemplo 1.5.7 En D3 (ver Ejercicio 1.1.8) denotamos por a al giro de centro el centro del
tridngulo equildtero y dngulo 27/3 y b; es la simetria cuyo eje pasa por el centro y el vértice i.
Con la notacién en términos de permutaciones (ver Ejercicio 1.4.35) tenemos que a = r = (123),
by=5=(23),by=r’s=(13)y b3 =rs = (12).

Calculamos la tabla multiplicativa:

- |1d a @ |b by b
d[Id a da*[b; by by

a2 612 Id a b2 b3 b]
billby b b3|1d a &
by ||by by by |a*> 1d a
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Consideramos el subgrupo S} =< b; >={Id,b;} y calculamos las clases laterales a izquierda y
a derecha médulo S; y vemos que

[Id|g, =1dS; = {Id, b } = [b1]R, [Id]g, = S11d ={1d, b, } = [b1]r,
alr, = aS1 = {a,b3} = [b3]r, lalr, = S1a={a,b2} = [ba]R,
[@*]g, = a*S) = {a?, by} = [ba]r, [@®]r, = S1a* = {a®,b3} = [b3]g,

Observamos que las clases a izquierda y derecha no coinciden [alg, # [alr, y [@*]r, # [*]r,

Propiedades 1.5.8 — Clases laterales. Sea (G,+) un grupo y sea S C G un subgrupo. Se
cumple que:
(I) G=UgegaS = UgegSa.
(I1) para todos a,b € G se tiene que o bien aSNbS =0 o bien aS = bS.
para todos a,b € G se tiene que o bien SaNSh =0 o bien Sa = Sh.
(111) para todos a,b € G tenemos que:

asS = bS & aR;b & blaes,
Sa = Sb & aR,b & ab~les.

(1v) para todo a € G se tiene que aS, S y Sa tienen el mismo cardinal.

(V) si © ={Sa : a € G} es el conjunto de clases a la derecha e J = {aS : a € G} es el
conjunto de clases a la izquierda médulo S, entonces el cardinal de ® coincide con el
cardinal de J.

Demostracion. Por el Teorema 1.5.3 sabemos que R; y R; son relaciones de equivalencia y
que para todo a € G se cumple que [a]g, = aS y que [a|g, = Sa, luego las propiedades (1), (I1) y
(111) se deducen propiedades de que satisfacen las clases de equivalencia definidas por cualquier
relacion de equivalencia: el conjunto total es igual a la unién de las clases, las clases o son
disjuntas o son coincidentes y dos elementos estdn relacionados si y solo si su clase es la
misma.

(1v) Basta comprobar que las aplicaciones:

fir § — aS fa: § —  Sa

N — as S — sa

son biyectivas. Se tiene que f; es inyectiva, porque si fi(s;) = fi(s2), entonces as; = asy y
multiplicando por a~! vemos que s; = s5. Se cumple que f; es sobreyectiva, porque dado x € aS,
por definicién, existe s € S tal que x = as, luego f;(s) = as = x. (Andlogo para f).
(V) Consideramos la aplicacién
d: © — 7
Sa — a’'s

Como & estd definida sobre un conjunto de clases de equivalencia hay que comprobar que estd
bien definida, dados a,b € G, en la misma clase a la derecha, se tiene que
(

1\—

- 1
() ) @ ol es W als=p"'S = B(Sa) = D(Sh).

Sa=Sh = ables
Veamos que & es biyectiva:
» Inyectiva. Si ®(Sa) = ®(Sh), tenemos que a~'S = b~'S y, por (111), (a~!)~'bp7! €5,
luego ab~! € S. De nuevo por (111), se tiene que Sa = Sh.
= Sobreyectiva. Dada aS € J, basta observar que ®(Sa~!) = aS.
En consecuencia, como P es una biyeccion, ® y J tienen el mismo cardinal. |
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Definicion 1.5.9 Sean (G,+) un grupo y S C G un subgrupo. Se define el indice de S en G
como el cardinal de ® (o de J porque coinciden por la Propiedad 1.5.8.(V)) y se representa
por #(G:S).

Teorema 1.5.10 (Teorema de Lagrange). Sean (G,+) un grupo finito y S C G un subgrupo.
Se cumple que:
#G = #(G : S)#S.

En consecuencia, el orden de cada subgrupo S de G divide al orden de G.

Demostracion. Como G es finito tenemos que #(G :S) =r € N> es finito. Elegimos un repre-
sentante de cada una de las clases a la derecha médulo S, es decir, a; € G para i € {1,...,r} de
modo que © = {Sa;,Saz,...Sa,} y que SajNSa; =0 si i # j. Empleando las Propiedades 1.5.8,
vemos que

#G Y #(Sa;) il Y #(S)=r#S=#(G:S)#S.
j=1 j=1

Dado un subgrupo S C G, directamente de la férmula deducimos que #S | #G. |

Observacion 1.5.11 El Teorema de Lagrange extiende la Propiedad 1.3.16.(111) que conociamos
para grupos ciclicos finitos a todos los grupos finitos. Sin embargo, el reciproco, que hemos visto
que es cierto para grupos ciclicos finitos (Propiedad 1.3.16.(1V)), en general, no es cierto para
grupos finitos cualesquiera. En otras palabras, el Teorema de Lagrange no asegura que dado
un divisor d de #G exista un subgrupo de orden d, de hecho, en general dicho subgrupo
puede no existir como muestra el Ejemplo 1.5.12.

Ejemplo 1.5.12 Consideramos el grupo A4 alternado de orden 4, ver Ejercicio 1.4.23, es decir,
el grupo de las permutaciones pares de 4 elementos. Sabemos que #(A4) =4!/2 =24/2 =12,
vamos a probar que no posee ningtin subgrupo de orden 6.

Razonamos por reduccién al absurdo, supongamos que existe H C A4 con #H = 6. Obser-
vamos que los ciclos de orden 3 estdn en A4 porque descomponen como producto de dos
transposiciones:

(123)=(13)(12), (124)=(14)(12), (134)=(14)(13), (132)=(12)(13),
(142)=(12)(14), (143) (234)=(24)(23), (243)=(24)(23),

W
I
—
W
S~—
—~
—
N
SN—

Ademads observamos que en A4 hay por lo menos 8 elementos de orden 3 (En realidad son
exactamente 8). Por otro lado, por el Teorema de Lagrange #(A4: H) =#(A4)/#(H) =12/6=2,
luego si a es un elemento de A4 entre las clases H, aH y a®>H dos clases deben coincidir. En
particular si a tiene orden 3 tenemos que a~! = a® y vemos que

SiH=aH = (ld) 'acH = a€H.

. _ _ b,
SiH=d*H = (d)"'d*cH=d*cH = a'cH "% 4cn.
SiaH=a’H = (a) 'a> €H = a € H.

En conclusién, hemos probado que si a € A4 y a tiene orden 3 entonces a € H, luego #H > 8
contradiciendo que #H = 6. Por tanto, en A4 no ha subgrupos de orden 6 pese a que 6 | #(Ay).

En el articulo A4 Definitely Has No Subgroup of Order Six!, ver [1], se pueden leer diversas
pruebas de este mismo resultado.

Como consecuencia del Teorema de Lagrange deducimos varios resultados fundamentales.
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I Corolario 1.5.13 Sea (G,+) un grupo finito y sea a € G. Se cumple que O(a) | #G.

Demostracion. Por el Teorema de Lagrange, tenemos que # < a >| #G y por la Propiedad
1.3.13.(11), tenemos que O(a) =# < a >, luego O(a) | G. [

I Corolario 1.5.14 Todo grupo de orden primo es ciclico.

Demostracion. Dado (G,+) un grupo de orden p con p € N> primo. Como p > 1, existe a € G
tal que a # 1. Por el Teorema de Lagrange, se tiene que # < a >| p. Como p es primo, por
la Proposiciéon A.2.20, sus unicos divisores positivos son 1 y p. Como a # 15, deducimos que
# <a >=p, luego se cumple que G =< a >. |

Corolario 1.5.15 Sea (G,+) un grupo con mas de un elemento. Se tiene que
G es de orden primo si y solo si sus tnicos subgrupos son {lg} y G.

Demostracion. Directo empleando el Teorema 1.3.18 y el Corolario 1.5.14. |

Definicion 1.5.16 Sea X un conjunto y R una relacién de equivalencia sobre X. Un
subconjunto A de X es un sistema completo de representantes para la relacion R si
para cada x € X existe un dnico a € A tal que aRx.

En otras palabras, si A contiene un dnico elemento de cada clase de X médulo R.

Ejemplo 1.5.17 De acuerdo con lo descrito en los Ejemplos 1.5.5 y 1.5.7 tenemos que:

(1) Un sistema completo de representantes de (Z,+) médulo 67Z (a izquierda o derecha) es
{0,1,2,3,4,5}, otro sistema completo de representantes es {6,7,2,—3,—8,65}. Por otro
lado, {0,1,8,9} no es un sistema completo de representantes porque no hay un repre-
sentante de cada clase y {0,1,2,3,4,5,6} no es un sistema completo de representantes
porque hay dos representantes de una misma clase.

(2) Un sistema completo de representantes de D3, tanto para la relacién R; y como R;
médulo ) =< by >, es {Id,a,a’}. Sin embargo, {Id,a,b3} es un sistema completo de
representantes para R; médulo S; pero jojo! no es un sistema completo de representantes

para R; médulo S| porque [a]g, = aS| = b3S = [b3]g;, es decir, hay dos representantes
de la misma clase y no hay ningin representante de la clase [a*]z. = a*S; = {a®,by} =
sz] = [a2]RI..

Subgrupos normales

Como veremos en la siguiente subseccion, cuando el conjunto de clases de equivalencias a
la izquierda o a la derecha mdédulo S coincide podemos dotar a dicho conjunto de estructura
de grupo. Como se mostrd en el Ejemplo 1.5.7, esto no siempre ocurre. En este apartado,
estudiaremos los subgrupos S para los cuales se tiene dicha coincidencia.

Definicion 1.5.18 Sean (G,+) un grupo y H C G un subgrupo. Se dice que H es normal si
para todo a € G se cumple que aH = Ha.
En caso de cumplirse, escribimos H <1G.

Existen varias formulaciones equivalentes del concepto de normalidad como muestra el
siguiente resultado.
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Proposicion 1.5.19 — Caracterizacion de los subgrupos normales. Sean (G,+) un grupo
y H C G un subgrupo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) H es un subgrupo normal, es decir, para todo a € G se tiene que aH = Ha.
(I1) las relaciones a la izquierda y a derecha médulo H coinciden, es decir,
para todos a,b € G se tiene que aR;b siy solo si aR;b.
(111) para todo a € G y para todo h € H tenemos que aha~' € H.

Demostracion. | (1) = (11) | Dados a,b € G, tenemos que

Prop. 1.5.8.(111)
4

Prop. 1.5.8.(111)
P&

aR;b aH=bH £ Ha=Hb

(1) = (111)| Dados a € G y h € H, veamos que aha~' € H. Como h € H, tenemos que

lgh=(a 'a)h € H.

aRdb

Por tanto, por asociatividad, se cumple que a~'(ah) € H, es decir, ahR;a y, por (11), ahR4a.
Finalmente, deducimos que aha~! € H.

En primer lugar, dado a € H, veamos que aH C Ha. Dado b € aH, b = ah para
algtin 1 € H. Multiplicando por la derecha por a~!, se tiene que ba~' = aha™! para algin h € H
y, por (111), ba~' € H. En consecuencia, ba~' =/ para algin & € H, es decir, b = ha para algiin
h € H, o equivalentemente b € Ha.

Andlogamente, vemos que Ha C aH y concluimos que aH = Ha. |

Observacion 1.5.20 Cualquier subgrupo de un grupo abeliano es normal porque las clases a
izquierda y derecha coinciden (ver Observacion 1.5.6).
Ejemplo 1.5.21 De acuerdo con lo descrito en los Ejemplos 1.5.5 y 1.5.7 tenemos que:
(1) Observamos que 6Z <1Z, de hecho, como (Z,+) es abeliano nZ <1Z para todo n € N> ;.
(2) Vemos que < a >= {Id,a,az} es normal en D3 pero S no es normal en Ds.

Proposicion 1.5.22 Sean (G,+) un grupo y {H,};c; una familia de subgrupos normales de G.
Se cumple que

NicrH; es un subgrupo normal.

Demostracion. Por la Proposicion 1.2.6, sabemos que N;c;H; es un subgrupo. Dados & € Njc;H;
y a € G tenemos que h € H; para todo i € I. Como H; <G, por la Proposicién 1.5.19, aha™! €
H; para todo i € I luego aha™' € N;c;H;. De nuevo por la Proposicién 1.5.19, se tiene que
NiciH; < G. |

Notacién 1.5.23 Dados dos subconjutos A,B de (G,+), definimos el conjunto producto por:
AB={ab:a€A,becB}.

Observacion 1.5.24 Si H y K son subgrupos de (G,+), HK puede no ser un subgrupo.
Ejemplo 1.5.25 En D3, ver Ejemplo 1.5.7, consideramos los subgrupos S; =< b; >= {Id, b}
y 82 =< by >= {Id,by}. Observamos que el conjunto S1S> = {Id,b1,bs,b1b2 = a} no es un
subgrupo porque a~!' ¢ $15,.
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Lema 1.5.26 Sean (G,+) un grupo y H,K C G subgrupos. Se cumple que:

#H #K

(1) si H y K son finitos, entonces #HK = ———.
#(HNK)

(I1) HK es un subgrupo si y sélo si HK = KH.
En caso de ser cierto, se tiene que < HUK >= HK = KH.

Demostracion. (1) Distinguimos tres etapas:

(a) [Veamos que #K = #(HNK) #(K : HﬂK).j Denotamos por C := HNK, sabemos que es
un subgrupo de G por ser interseccién de subgrupos, como C C K, C es también un
subgrupo de K, luego C es finito. De forma directa por el Teorema de Lagrange se tiene
la igualdad.

(b) Ademas, denotamos por n:=#(K : C) = #(K : HNK), luego hay exactamente n clases a la
derecha médulo C en K . Elegimos un sistema completo de representantes {aj,az,...,a,}
de R; médulo C en K, es decir, a; € K, para todo k € K existe a; tal que Ck =Ca; y
Ca; #Caj si 175]

(c) [Veamos que Ha;NHa; =0 sii# j.] Observamos que

Prop. 1.5.8 Prop. 1.5.8 _
Ha;NHaj#0 A Ha; = Ha; p a,-aj] cH
ai,a;€K, K Subgrupo _ Prop. 1.5.8 Prop. I.5.8 . .
BERP=Y a,-ajleHﬁK:C P Ca; = Ca;. P i=j

(d) [Veamos que HK = U;’:lHa,-.} Tenemos que Ha; C HK para todo i € {1,...,n} porque
a; € K, luego U!_Ha; C HK. Por otra parte, dado b € HK existen h € H y k € K tales
que b = hk. Como {aj,ay,...,a,} es un sistema completo de representantes existe j €
{1,...,n} tal que k € Caj, luego k = ca; con ¢ € C = HNK. Por consiguiente vemos que
b=hk = hca; € Haj, luego HK C U!_ Ha; y concluimos que HK = U Ha,.

Empleando estas propiedades vemos que

(a) #K#H

), (d) | Prop. 158 v~ _ (b) ) (a)
#(Ha) = ;#H =n#H = #(K: HNK)#H = HHNK)

#(HK)

(agE

1

(11) En primer lugar, supongamos que HK es subgrupo. Dado a € HK, como HK es subgrupo,
a~' € HK, luego existen h € H y k € K tales que a~! = hk. Por tanto, se tiene que

f:EK
~'€eH
a=@" ) =k =k"'n"" € KH.

Por consiguiente, HK C KH y, andlogamente, se prueba que KH C HK.

Reciprocamente, supongamos que HK = KH. Vemos que HK # @ porque H C HK, dados
ay,ay € HK existen hy,hy € H'y ki,ky € K tales que a; = hi k; y a» = hp ky. Observamos que

aray ' = ki (hoka) ™' = hikiks 'y Ksu'f“p"@hz—‘ HEKH sy hy' € KH = HK.
k3eK HK ks€K, hycH

Por el Test de Caracterizacién de subgrupos, concluimos que HK es un subgrupo.

Como < (HUK) > es un subgrupo que contiene a H y a K debe contener a todos los pro-
ductos de elementos de H por elementos de K y de elementos de K por elementos de H.
Por consiguiente, siempre se cumple que HK,KH C< (HUK) >. En caso de que HK sea
subgrupo, como H =H1g C HK y como K = 15K C HK, tendriamos que HK es un subgrupo
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que contiene a H UK. Como < (HUK) > es el subgrupo mas pequefio con esta propiedad, se
cumpliria que < (HUK) >C HK. En consecuencia, si HK es subgrupo o, equivalentemente, si
HK = KH, entonces < HUK >= HK = KH. [ |

Teorema 1.5.27 Sean (G,+) un grupo, N<<G y S C G un subgrupo. Se tiene que:

O NNS<S.
(1) NS =SN.
(111) NS es subgrupo de G y N <INS.
. . #N #S
(1v) si S y N son finitos, entonces #NS = ————.
#(NNS)

Demostracion. (1) NN.S es subgrupo por ser interseccion de subgrupos. Dados he NNSy s€ S
tenemos que

Como he Ny s€GyN<<G, por la Prop. 1.5.19, se tiene que shs™' € N
Como h,s € Sy S es subgrupo, se tiene que shs~ ! €S

Por consiguiente, vemos que shs~! € NNS'y, de nuevo por la Proposicién 1.5.19, NNS < S.
(11) Dado h € NS, tenemos que h=ns con n € N y con s € S, luego h = ss 'ns. Como N es
normal, N < G, tenemos que s~ 'ns =i € N. En consecuencia, & = sii € SN y deducimos que
NS C SN. Andlogamente se prueba que SN C NS, luego NS = SN

(111) Por el Lema 1.5.26.(11) y el apartado (II), tenemos que NS es subgrupo de G y, como N <G,
comprobamos de forma directa que N <INS.

(1v) Directa por el Lema 1.5.26.(1). [ |

1.5.3 Grupo cociente

Teorema 1.5.28 Sean (G,) un grupo, N<<G y G/N el conjunto de clases de equivalencia
moédulo N en G. Definimos la correspondencia:
G/N xG/N — GJ/N
(aN,bN) — (ab)N

Entonces (G/N,+) es un grupo y su orden es #(G : N).

Demostracion. En primer lugar veamos que la operacion binaria interna - estid bien definida.
Dados cualesquiera ay,as,b1,b, € G, de modo que a\N = apN y que b N = bpN, veamos que
(a1b1)N = (azby)N. Observamos que

. byN=b,N .
h€ (a1b1)N < h=aibyn para algtin ny € N &> h=a;byny para algtin n, € N
Cbo%o%fG N=a,N
S h=aimb, para algin n3 € N “rER = apnaby para algin ny € N
Como NG
byN=Nb;, ,
= h= azbzns para algun nseN & he (azbz)N.

Veamos que (G/N,+) es un grupo, es decir, satisface (G.I), (G.II) y (G.III). Dados a,b,c € G

tenemos que
(G.)

(G.I) Asociativa: aN(bNcN) = aN(bc)N = (a(be))N = ((ab)c)N = (ab)NcN = (aNbN)cN.
(G.IT) Neutro: 1N es el elemento neutro de G/N dado que

IGNaN: (IGa)N: aN = (alG)N:angN.
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(G.III) Inverso: a'N es el inverso de aN porque
a 'NaN = (a"'a)N = 1N = (aa ' )N = aNa"'N.
|

Observacion 1.5.29 Por la definicién del producto en el grupo cociente, vemos de forma
directa que el cociente de cualquier grupo abeliano es abeliano.

Como muestra de las aplicaciones del grupo cociente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.30 (Teorema de Cauchy para grupos abelianos). Sean (G,:) un grupo
abeliano y finito y p € N>, con p primo, tal que p | #G. Entonces existe a € G con O(a) = p.

Demostracion. Razonemos por induccion en #G. Para cada k € N>,, consideramos
P(k) : para todo grupo G con #G =k y p primo con p|#G = Ja € G con O(a) = p.

En primer lugar veamos que se cumple para P(2). Si #G = 2, por el Corolario 1.5.14, G es
ciclico, luego si p es primo y p | #G, entonces p = 2. En consecuencia basta tomar a con
G=<a> porque O(a) =#<a>=#G=2.

Asumimos que para un cierto n > 2 se cumple P(k) para todo k < n y supongamos que G es
un grupo abeliano con #G =n 'y p es un primo con p | n. Como #G =n > 2, existe g € G con
g # lg, luego O(g) =m > 1. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, existe ¢ € N>, con
g primo, tal que g | m. Por tanto, m = gr y observamos que

0(g) m
0 r = ) = — = (.
(87) m.c.d.(m,r) r 1
Si ¢ = p hemos terminado. Si g # p, como todo subgrupo de un grupo abeliano es normal,
denotamos N =< g" > y construimos el grupo cociente G = G/N. Por la Observacién 1.5.29,
tenemos que G y vemos que

- #
4G = #(G:N) = —C

n
=———=-<n.
#<g" > ¢

Como p,q son primos con p#¢q y con p|ny q|n tenemos que p | (n/q) = #G, ver Co-
rolario A.2.13.(1v). Por lo tanto, por hipétesis de induccién, existe ¢cN € G con O(cN) = p.
Observamos que

Como O(cN)=p>1 = ¢tN#N = c¢N = c#lg.

Como O(cN)=p = (¢cN)’) =N = ¢! N=N = ¢’ eN.
Si ¢? =1, como ¢ # 1, necesariamente O(c) = p y hemos terminado. Si ¢” # 1, probaremos
que O(c?) = p, con lo que se concluye la prueba. Como ¢” € N y como #N = ¢, entonces
cP? =1, luego o bien O(c) = p (imposible porque ¢? # 1) o bien O(c) =g o bien O(c) = pq.
Si O(c) = ¢, tendriamos que ¢? = 1g, luego (¢cN)? =N, lo que es imposible porque O(cN) = p
y p 'y g son primos distintos. Por ende, O(c) = pg y vemos que

O(c) _m_,
m.c.d.(O(¢c),q) ¢

Consecuentemente, P(n) es cierta y por el Principio de Induccién Completa queda demostrado
el Teorema. |

O(c?) =
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Ejercicio 1.5.31 Sea (G,-) un grupo y sean S,T subgrupos de G con S C T. Probar que:
#HG:S)=#(G:T)¥T:S).
Ejercicio 1.5.32 Determinar las clases laterales (a izquierda y derecha) definidas en:
(1) (4Z,+) por el subgrupo S = 207Z.
() (Z/3Z,+) x (Z/6Z,+) por el subgrupo S = ((1,2)
(1) (Z/AZ,+) x (Z/6Z,+) por el subgrupo S = ((2,4)).
(IV) (S4,0) por los subgrupos S; = ((123)), S2 = ((1234)).

Ejercicio 1.5.33 Determinar las clases a la izquierda de S = {1,(12)(34)} en S4, calculando
antes las de S en V4 = {1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} y las de V4 en S4 (Emplear el
Ejercicio 1.5.31).

Demostrar que Vs es un subgrupo normal de Ss y describir (elementos y tabla) de S4/Va.

Ejercicio 1.5.34 Si (G,-) es un grupo ciclico de orden 30, G = (a), determinar las clases
que definen los subgrupos S = (a*) y T = (a'?).

I Ejercicio 1.5.35 Probar que (Q,+) no posee ningtin subgrupo propio de indice finito.

Ejercicio 1.5.36 Probar que todo subgrupo S de un grupo (G, ) que cumple que #(G:S) =2
es normal.

I Ejercicio 1.5.37 (Es H = ((1234)) normal en S5?;y en S4?

Ejercicio 1.5.38 Probar que el centro de un grupo Z(G) es normal en G. Probar que el
normalizador N(S) de un subgrupo S de G es el subgrupo mds grande en el que S es normal.

I Ejercicio 1.5.39 Probar que A, es normal en §,.

Ejercicio 1.5.40 Probar que D4 existen subgrupos H,K de forma que H <Ky K<Dsy H
no es normal en Dy.

Ejercicio 1.5.41 Consideramos el subgrupo S = (4) en el grupo (Z/12Z,4). Dar la lista de
los elementos de (Z/12Z)/S y construir la tabla del grupo.

Ejercicio 1.5.42 Probar que S = (r?) es normal en Dy, determinar los elementos de Dy/S y
construir la tabla del grupo cociente.

I Ejercicio 1.5.43 Probar que el cociente de cualquier grupo ciclico es ciclico.
I Ejercicio 1.5.44 Sea (G,-) un grupo de orden pg con p,q primos. Probar que cada subgrupo

propio de G es ciclico.

Ejercicio 1.5.45 Sea (G,-) un grupo de orden 155 y a,b dos elementos de G distintos del
elemento neutro y tales que O(a) # O(b). Probar que G = (a,b).

I Ejercicio 1.5.46 Calcular el orden del elemento 14 + (8) en el grupo cociente (Z/247)/(8).
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Ejercicio 1.5.47 Determinar el orden del grupo (Z/4Z,+) x (Z/6Z,+) al hacer cociente
por el subgrupo ((2,2)) (Es este grupo ciclico?

EjerCICIo I5 48 Probar que en un grupo de G/H puede ocurrir que O(aH) = O(bH) con

Ejercicio 1.5.49 Probar que si (G -) es un grupo finito y S un subgrupo de G, entonces para
cada a € G se cumple que aSa~! = {asa~! : s € S} es subgrupo de G con #(S) =#(aSa!).

un grupo y A : X X G — X una aplicaciéon. Diremos que A es una accién de G sobre X si
verifica las dos propiedades siguientes:

(A.I) Para todos g1,82 € G y todo x € X se tiene que A(A(x,g1),82) =A(x,81-82)-
(A.IT) Para todo x € X se tiene que A(x, lg) = x.

Dada una accién A : X X G — X diremos que es fiel si se cumple que
Para todo g € G, si A(x,g) = x para todo x € X, entonces g = lg,
es decir, 1 es el tnico elemento que cumple (A.II).
Dada una accién A : X x G — X diremos que es transitiva si se cumple que
Para todos xj,x; € X existe g € G tal que A(x;,g) =x2
Si g es tnico se dice que A es simplemente transitiva. Se pide:

(1) Probar que S ={z€ C : |z =1} es un subgrupo de (C\{0},-) y que la aplicacién
A:C xS — C definida por A(x,z) = xz es una accién de grupo. ;Qué representa
geométricamente? ;Es fiel? ;y transitiva?

(Ir) Sea V un K—espacio vectorial. Probar que el producto por escalares de K xV —V es
una accion de (K\{Ok},-) sobre V. (Es fiel? y transitiva?

Ejercicio 1.5.51 (Orbita y estabilizador de una accién de grupo). Dados X un conjunto
no vacio cualquiera y (G,-) un grupo y A : X X G — X una accién de grupo. Se define el
estabilizador de x € X por A mediante:

staba(x) = {g € G : A(x,g) =x}.
y la érbita de x bajo la accion A como:
orby(x) = {A(x,g) : g € G}.

Se pide:

(1) Probar que para todo x € X se tiene que stabs(x) es un subgrupo de G.

(11) Si G es finito, probar que para todo x € X se tiene que #G = #orby (x) - #stabs (x).

(1) Si A es fiel, ;qué podemos deducir de los estabilizadores?

(Iv) Si A es transitiva, ;qué podemos deducir de las 6rbitas? Si, ademds, G es finito, ;qué
sabemos de los estabilizadores?

(V) Consideramos el conjunto X de cartas de oros de la baraja espafnola. Tenemos una
méquina que reordena las cartas, si metemos las cartas ordenadas del 1 al 12 nos
devuelve las cartas en el siguiente orden 2, 12, 3, 11, 4, 6, 10, 7, 5, 1. Describir
el grupo G de permutaciones originado por la maquina. Calcular las orbitas y los
estabilizadores de 1, 2, 4, 7 por la acciéon de G.

| Ejercicio 1.5.50 (Accion de grupo). Dados X un conjunto no vacio cualquiera y (G,-)
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.6 Homomorfismos de grupos

I.6.1 Nociones bdasicas

Definicion 1.6.1 Sean (G,+g) y (H,*y) dos grupos y f:G — H una aplicacién. Decimos
que f es un homomorfismo de grupos si para todos a,b € G se tiene que

fla-gb) = f(a)-u f(b).

Definicion 1.6.2 Sean (G,+;) y (H,*y) dos grupos.
(A) Si f:G— H es un homomorfismo y, ademds, f es biyectivo, entonces decimos que f
es un isomorfismo.
(B) Si existe un isomorfismo f: G — H, entonces decimos que G y H son isomorfos y lo
denotamos por G ~ H.
(C) Si f:G — G es un homomorfismo, entonces decimos que f es un endomorfismo.
(D) Si f:G — G es un isomorfismo, entonces decimos que f es un automorfismo.

Ejemplos 1.6.3 (1) Entre dos grupos cualesquiera, la aplicacién constante f: G — H dada
para todo a € G por f(a) = ly es un homomorfismo de grupos.

(2) Si m € Z, entonces las aplicaciones:

fm (Z,+) — (mZ,+) gm: (Z,+) — (Z/mZ,+)

son homomorfismos de grupos.

(3) Si G es un grupo, S es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de G, entonces la
inclusién candnica i y la aplicacién de paso al cociente py

i:S—G pv: G — G/N
s = s g — gN

son homomorfismos de grupos.

Propiedades 1.6.4 — Homomoifismos de grupos. Sean (G,:) y (H,+) dos grupos y un
homomorfismo de grupos f: G — H . Se cumple que:
M f(lg) = 1.
(1) para todo a € G se tiene que f(a~!) = (f(a))~".
(1) Si S es un subgrupo de G, entonces f(S) es un subgrupo de H.
(1v) Si T es un subgrupo de H, entonces f~!(T) es un subgrupo de G.
(V) Si T es un subgrupo normal de H, entonces f~!(T) es un subgrupo normal de G.

Demostracion. (1) Como 1g = lg- lg, tenemos que f(lg) = f(lg-16) = f(lg) - f(1g) (*).
Por consiguiente, multiplicando a ambos lados por (f(15))~!, se tiene que

(G.ID)

ly)-f(lc) =" f(1c).

(G.I)

1 L (£16) 7 £ 16) 2 (F16) - (f(16) - £(16))

(11) Veamos que f(a~!) es el inverso de f(a):

(G.DHG.III) (

fla) @2 paa) L f16) Ly
f@-fla™) 2" fa-a) 2 (16) 2

Por tanto, por la unicidad del elemento inverso f(a~') = (f(a))~'.
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(1) Como 1g € S, tenemos que 1y € f(S), luego f(S) # 0. Dados x,y € f(S) veamos que
x-y~1 € f(S). Como x,y € f(S) existen a,b € S tales que f(a) =xy f(b) =y, entonces
- -1 —1y [ -
xy ' =fa)- () E fla)f ) =" flab).
Como S es subgrupo, por el Test de Caracterizacién de Subgrupos ab~' € S, luego
x-y~' € f(S) y, de nuevo por el Test de Caracterizacién de Subgrupos, concluimos que
f(S) es subgrupo.

(1v) Como 1y € T, tenemos que 1g € f~'(T), luego f~'(T) # 0. Dados a,b € f~'(T) veamos
que a-b~! € f~Y(T). Como a,b € f~1(T), tenemos que f(a),f(b) €T y, como T es
subgrupo, por el Test de Caracterizacién de Subgrupos f(a)(f(b))~' € T. Por (I1), se tiene
que f(a)f(b~') €Ty, como f es homomorfismo, f(ab~!) € T, luego ab~' € f~(T). En
consecuencia, por el Test de Caracterizacién de Subgrupos, concluimos que f~!(7) es
subgrupo.

(V) Dados g€ Gy x€ f~'(T) veamos que gxg~! € f~!(T). Observamos que
1\ fh _ 1, (1) _
Flgxg™) =" £ @0 f (871 = F(&) ()"

Como x € f~1(T) tenemos que f(x) €T y, como T < H, por la Proposicién 1.5.19,

f(g)f(x)(f(g))~' € T. En consecuencia, vemos que gxg~' € f~!(T) y, de nuevo por la

Proposicién 1.5.19, concluimos que (7)< G.
|

Observacion 1.6.5 El andlogo de la propiedad (V) para la imagen directa es, en general, falso.
En otra palabras, si S es subgrupo normal de G, f(S) no es en general un subgrupo normal de
H como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6.6 Consideramos la inclusién canénica i :< by >— D3. Como todo grupo es normal
en si mismo, tenemos que < b; > <1 < by > pero i(< b; >) =< b; > no es normal el D3, ver
Ejemplo 1.5.21.

Proposicion 1.6.7 Sean (G,-), (H,:) y (K,) tres grupos y f:G — H, g: H — K dos
homomorfismos de grupos. Probar que:

(1) gof:G— K es un homomorfismo de grupos.

(11) Si f es un isomorfismo, entonces la aplicacién inversa f~!: H — G es un isomorfismo.

Demostracion. (1) Dados a,b € G basta observar que

g hom.

(g0 f)(ab) = g(f(ab)) " =™ g(£(a)f (b)) * =" g(f(a))g(F ().

(1ir) Dados by,by € H, como f es isomorfismo f es biyectiva, luego existen aj,a; € G Unicos
tales que f(a;) =b1 y f(az) = by. Por tanto, vemos que

hom “lof=Id

£ biba) = £ (flan) flan)) " =™ £ (flna) T L aran = £ (b 7 (bo).
|
Definicion 1.6.8 Sean (G,+) y (H,+) dos grupos y f:G — H un homomorfismo de grupos.

(A) llamamos nicleo de f a f~'({1x}) y lo denotamos por Kerf := f~'(1g).
(B) llamamos imagen de f a f(G) y lo denotamos por Imf := f(G).

Observacion 1.6.9 Por las Propiedades 1.6.4, tenemos que Imf es un subgrupo de H, porque
G es subgrupo de G, y que Kerf es un subgrupo normal de G, porque {1y} <H.
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Ejemplos 1.6.10 Con la notacién de los Ejemplos 1.6.3:
(1) Para la aplicacién constante tenemos que Kerf = G y que Imf = {1y}.

(2) Para cada m € Z, tenemos que Ker(f,,) = {0}, Im(f,,) = mZ, Ker(g,) =mZ y Im(g,) =
Z]mZ.

(3) Para la inclusion y la aplicacion de paso al cociente, Ker(i) = {15}, Im(i) = G, Ker(py) =
N y Im(py) = G/N.

El nucleo nos permite caracterizar la inyectividad.

Proposicion 1.6.11 Sean (G,+) y (H,*) dos grupos y f: G — H un homomorfismo de grupos.
Se cumple que:
f es inyectivo si y solo si Kerf = {1¢}.

Demostracion. Supongamos que f es inyectivo. Dado a € Kerf, tenemos que f(a) =1y y,
por la Propiedad 1.6.4.(1), sabemos que f(1g) = 1. Por tanto, se tiene que f(a) = lg = f(1¢)
y, como f es inyectivo, deducimos que a = 1¢, luego Kerf = {15}.

Supongamos que Kerf = {15}. Dados a,b € G tales que f(a)= f(b), multiplicando por
(f(b))~! a ambos lados vemos que f(a)(f(b))~' = ly. Por la Propiedad 1.6.4.(11), tenemos que
fla)f(b=') =1y y, como f es homomorfismo, f(ab~') = 1. Por tanto, ab~' € Kerf = {15},
es decir, ab~! = 15 y, multiplicando por b, concluimos que a = b, luego f es inyectivo. |

Proposicion 1.6.12 — Orden de un elemento, grupos ciclicos y homomorfismos. Sean
(G,*) y (H,*) dos grupos, a € G, f: G — H un homomorfismo de grupos. Se cumple que:
(1) si O(a) < oo, entonces se tiene que O(f(a)) < ey O(f(a)) divide a O(a).
(11) si G es ciclico, con G =< a >, entonces [ estd determinado por f(a), es decir, la
imagen de todo elemento se puede hallar conociendo la imagen de a de forma tnica.
(111) si G es ciclico y finito, con G =< a > y #G = n, entonces para cada b € H tal que
O(b) | n existe un tnico homomorfismo f,: G — H tal que f,(a) =b.

Demostracion. (1) Si O(a) =r € N> , entonces a” = 1. Observamos que

Prop. £6.4.(I)

(f(@))" = f(a)---(r veces)--- f(a)" =" f(d") = f(1g)

Por consiguiente, por la Propiedad 1.3.13.(111), O(f(a)) | r.

(11) Dado h € f(G), existe ¢ € G tal que f(c) =h. Como G =< a >, existe m € Z tal que
¢ =da", luego, como f es homomorfismo, tenemos que i = f(c) = f(a") = (f(a))™

(1) Dado b € H tal que ¢ = O(b) | n, como los elementos de G =< a > son de la forma a”
con m € Z, definimos f; : G — H por f,(a™) := b" para cada m € Z.
Comprobamos que
O fp esta bien definido: porque si @' = a* para 7,5 € Z, entonces n | (t —s), por la Propie-
dad 1.3.13, luego /| (t —s) y, de nuevo por la Propiedad 1.3.13, tenemos que b’ = b°, es
decir, fy(a') = f(a").
O f» es homomorfismo de grupos: porque dados ¢',a* € G tenemos que

fold'a) = fp(a™*) =" =b'b* = fi(d') fy(a).

O fp es unico por (11).

1y.
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Ejemplos 1.6.13 La Proposicioén 1.6.12 nos sirve para determinar todos los posibles homomor-
fismos que parten de un grupo ciclico y finito G =< a > con llegada en un grupo cualquiera H.
Para determinar los posibles homomorfismos basta determinar {b € H : O(b) | O(a) = #G}. Por
ejemplo, para determinar todos los posibles homomorfismos f: (Z/100Z,+) — (Z/120Z,+),
como Z/100Z =< 1>y O(1) =#(Z/100Z) = 100 basta determinar todos los elementos de
Z./120Z cuyo orden divide a 100. Por otro lado, sabemos por el Ejercicio 1.3.20 que el orden
de un elemento b € Z/120Z cumple que O(b)-m.c.d.(120,b) = 120, luego O(b) | 120. Como
O(D) debe dividir a 100 y a 120, tenemos que O(b) | m.c.d.(100,120), es decir, O(b) | 20. En
resumen, se tiene que

beZﬁZOZ Prop. 1.3.16

120
Gypy=<—7—-1>=<6>

{b€Z/120Z : O(b)|100} 0

{b€Z/120Z : O(b) |20}
Consecuentemente, hay # < 6 >= 20 posibles homomorfismos de f: (Z/100Z,+) — (Z/120Z,+)
uno para cada elemento del tnico subgrupo de orden 20 de Z/120Z, es decir, elegimos
f(1)€{0,6,12,18,24,20,36,42,48,54,60,66,72,78,84,90,96,102,108,114}.

Observacion 1.6.14 Del mismo modo que se describié en la Notacién 1.1.4 y 1.5.4, dada la
relevancia de los homomorfismos resulta conveniente transcribir la definicién y algunas de las
propiedades que hemos probado.

Notaciéon multiplicativa Notaci(’)n aditiva
(G, L, (G, +) 5 (1, +)
Definicion  f(a+gb) = f(a ) f(b) fla+cb) = f(a)+u f(b)
Neutro f 1(;) f(0G) =0n
Opuesto fla) = ( )) ) f(—=a)=—f(a)
Niicleo Y 1w) 1 (0n)

;Ojo! Existen homomorfismos de grupos entre grupos aditivos y multiplicativos. Por ejemplo:
log: (R>o,-) = (R,+) dada por f(x) =log(x) es un homomorfismo de grupos. De hecho es un
isomorfismo de grupos y su inversa exp : (R,+) — (Ro,-) dada por f(x) = ¢* es también un
homomorfismo de grupos.

Teoremas de isomorfia

Lema 1.6.15 — Homomoifismo inducido en el cociente. Sean (G,+) y (H,+) dos grupos,
f: G — H un homomorfismo de grupos y N <<G con N C Kerf. Entonces existe un inico
homomorfismo f: G/N — H tal que para todo a € G se tiene que f(aN) = f(a).

Demostracion. Basta definir f(aN) := f(a) para todo a € G y comprobar que f estd bien
definido y que es homomorfismo de grupos, dado que la unicidad es inmediata porque en la
definicién estamos diciendo como calcular la imagen de todo elemento. Observamos que
O f esta bien definido: porque si aN = bN entonces b~'a € N C Kerf. Por tanto, 1y =
f(b~'a) = (f(b))"'f(a), luego multiplicando por f(b) a ambos lados, f(a) = f(b) y
deducimos que f(aN) = f(a) = f(b) = f(bN).
O f es homomorfismo: porque dados aN,bN € G/N tenemos que f(aNbN) = f((ab)N) =

Flab)"™=™ £(a) £ (b) = F(aN)F(N).
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Ejemplo 1.6.16 Para el homomorfismo f: (Z,+) — (Z/12Z,+) dado por f(a) =3a+ 12Z se
tiene que Kerf =47, luego eligiendo N = 247 C 47, por el Lema, existe un tinico homomorfis-
mo f:(Z/24Z,+) — (Z/127Z,+) tal que f(a+24Z) =3a+ 12Z.

Teorema 1.6.17 (Primer Teorema de Isomorfia). Sean (G,-) y (H,:) dos grupos y un
homomorfismo de grupos f : G — H . Entonces:

G/Kerlemf.

Demostracion. Por el Lema 1.6.15 para N = Kerf existe f: G/Kerf — H un homomorfismo
dado por f(aKerf) := f(a) para todo a € G. Por definicién, se cumple que el subgrupo de
llegada es Imf y que f: G/Kerf — Imf es sobreyectivo. Para concluir basta probar que f es
inyectivo y que Imf = Imf, de esta forma f : G/Kerf — Imf es el isomorfismo buscado.

O f es inyectivo porque f(aKerf) = 1y siy solo si f(a) = 1y. Por tanto, si aKerf € Kerf,
entonces a € Kerf y se cumple que aKerf = 1gKerf = lg/kerr, luego Kerf = {IG/Kerf} y
concluimos que f es inyectivo.

O Imf = Imf porque

helmf & JaecGtalque fla)=h < JaN € G/N tal que f(aN)=h < helmf.

Ejemplos 1.6.18 (1) Consideramos f: (R,+) — (C\{0},-) dada por f(x) = e?™ para cada
x € R. Comprobamos que Kerf =7y que Imf =S! = {z € C : |z| = 1}, luego por el
Primer Teorema de Isomorfia tenemos que (R/Z,+) =~ (S',-).

(2) Consideramos f : (GL(n,R),-) — (R\{0},-) dada por f(A) = det(A) para cada A €
GL(n,R). Comprobamos que Kerf = SL(n,R) y que f es sobreyectivo, luego por el
Primer Teorema de Isomorfia concluimos que

GL(n,R) / SL(n,R) ~ R\ {0}.

Corolario 1.6.19 (Unicidad de los grupos ciclicos)
(1) Todo grupo ciclico infinito es isomorfo a (Z,+).
(11) Todo grupo ciclico de orden n € N> es isomorfo a (Z/nZ,+).

Demostracion. Dado un grupo ciclico G =< a >, consideramos la aplicacién f dada por

f:(Zv +) - (G’ )
m — a

Comprobamos que f es un homomorfismo sobreyectivo. Distinguimos dos casos:

(1) Si #G = oo, entonces O(a) = y dado m € Z se cumple que

fm =1 = a"=16 “E" m=0 & Kerf={0).

En consecuencia, por el Primer Teorema de Isomorfia Z/{0} ~ Imf = G. Observamos
que Z/{0} ~ Z, luego G es isomorfo a (Z,+).
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(1) Si #G = n, entonces O(a) =n y dado m € Z se cumple que

Prop. 1.3.13
=

fim)=1¢ & d"=1¢ nlm < menZ.

En consecuencia, Kerf =nZ y, por el Primer Teorema de Isomorfia Z/nZ ~Imf=G. R

Notacion 1.6.20 Como consecuencia de este corolario podemos decir que los grupos ciclicos
son Unicos (salvo isomorfismo) y, sin pérdida de generalidad, como todos los grupos ciclicos de
orden n son isomorfos denotaremos por C, a cualquiera de ellos.

Teorema 1.6.21 (Segundo Teorema de Isomoifia). Sea (G,+) un grupo, S un subgrupo
de G y N < G. Entonces

S/(Nms) ~ (NS)/N.

Demostracion. Por el Teorema 1.5.27, sabemos que NNS <SS, que NS = SN es subgrupo y
N <NS. Consideramos los homomorfismos:

i:S — NS (inyeccién canénica) p:NS — NS/N (paso al cociente)
s — lg-s t — tN

Definimos f = poi:S— NS/N. Sabemos que f es homomorfismo por ser composicién de
homomorfismos y que es sobreyectivo porque dado tN € NS/N como t € NS = SN se tiene que
t=snconscSyneN,luego s 't €Ny tN=sNy concluimos que f(s) = p(s) =sN =tN.
Por otro lado, observamos que

Kerf={s€S:f(s)=lysn}={s€S:sN=1gN}={s€S:s€N} =SNN.
En conclusion, por el Primer Teorema de Isomorfia, S / (NNS) ~ (NS) / N. [

Ejemplo 1.6.22 En (Z,+) consideramos los subgrupos N = 3Z y § = 27, ambos son normales
porque Z es abeliano. Por tanto, por el Segundo Teorema de Isomorfia, se obtiene que

27.)(2Z.N37) ~ (2Z.+37) /3.

Teorema 1.6.23 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sean (G,+) un grupo, NGy MG
tales que N C M. Entonces se cumple que M/N <<G/N y que

(G/N) / (M/N) ~ (G/M).

Demostracion. Consideramos py : G — G/M la aplicacion de paso al cociente definida por
pu(a) = aM para cada a € G. Observamos que Ker(py) =M 2O N, luego por el Lema 1.6.15
sabemos que existe un tnico homomorfismo f = py : G/N — G/M dado por

f: G/N — G/M
aN — aM

Por el el Lema 1.6.15, f estd bien definida y es homomorfismo. Comprobamos que f es
sobreyectivo porque dado aM € G/M se tiene que f(aN) = aM. Por otro lado, observamos que

Kerf={aN€G/N : f(aN)=1lgy}={aN€G/N : aM =M} ={aN€G/N : acM}=M/N.

En consecuencia, M /N es normal en G/N por ser el nicleo de un homomorfismo y, por el
Primer Teorema de Isomofia, se cumple que (G/N) / (M/N) =~ (G/M). [
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Ejemplo 1.6.24 En (Z,+) consideramos los subgrupos N = 12Z y M = 37, que son normales
y 127 C 37Z. Por el Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene que

(Z/lzz)/(32/1zz) ~ (Z/37Z).

Clasificacion de grupos de orden p y 2p. Grupos de orden pequeno

En esta seccién vamos a determinar todos los grupos posibles, no isomorfos, de orden p con
p primo y orden 2p con p primo y p > 2. Como consecuencia de esto tenemos una clasificacion
completa de los grupos de o6rdenes 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14. Con el Ejercicio 1.6.45 podemos
clasificar los grupos de orden p?, en particular, los de orden 4 y 9. El ejercicio 1.6.58 nos
permite clasificar los grupos de orden pg con p 'y g primos p<gy pt(qg—1), en concreto,
es valido para orden 15. Finalmente, dado que al aumentar el nimero de divisores aumenta la
cantidad de grupos no isomorfos, los grupos de orden 8, ver Ejercicio 1.6.48, y de orden 12, ver
Ejercicio 1.6.49, se tratan de manera individual.

De esta forma, se obtiene una clasificacion completa de los grupos de orden pequeiio
(#G < 16). Conviene destacar que la nomenclatura grupo de orden pequefio para #G < 16 no es
estdndar y su naturaleza es puramente practica dado que la cantidad de grupos no isomorfos de
ordenes 1 hasta 15 es 28, 20 abelianos y 8 no abelianos, y para orden exactamente 16 se puede
probar que existen 14 grupos no isomorfos, 5 abelianos y 9 no abelianos (jLa mitad de los que
tenfamos hasta 15!). En otras palabras, aunque hasta orden 15 la clasificacién es suficientemente
ilustrativa, si se desea se puede continuar con la clasificacién de los grupos. En el sistema de
algebra computacional GAP (acrénimo de Groups, Algorithms and Programming) se puede
encontrar una base de datos, denominada ’Small Groups library’ que contiene la clasificacién
completa de los grupos hasta orden 2000, excepto para orden 1024 y, adicionalmente, contiene
la clasificacion de algunos grupos particulares de orden mayor que 2000 en total mis de 400
millones grupos. *

Teorema 1.6.25 (Grupos de orden p). Sea (G,+) un grupo de orden p con p primo.
Entonces se cumple que :
G~C,

Demostracion. Directo del Corolario 1.5.14 y del Corolario 1.6.19. |

Proposicion 1.6.26 Sea G un grupo generado por dos elementos G =< x,y > tal que
(1) O(x) =n € Nx3.
2) O(y)=2.
(3) yx=x""y.

Entonces se cumple que G =~ D,,.

Demostracion. Por definicion tenemos que

€1 €2

G=<x,y>= {cl et tkeNsy, ¢ e{xy}, e GZ}.

Por induccién probamos que [yx’ =x"""y para todo r € N 21}.

Para r = 1, por (1), sabemos que x" = 15 y, por (3), vemos que yx =x"ly =x"x"ly =x""1y.

Supongamos que se cumple para un cierto r € N> ;. Tenemos que

yxr+1 (C;I) (yxr)x H.L (xnfry)x (G:~D xnfr(yx> (i) xnfrxfly _ xnf(rJrl)y'

*https://www.gap-system.org/Packages/smallgrp.html
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Por consiguiente, por el Principio de Induccién queda demostrada la propiedad.

En consecuencia, razonando de nuevo por induccién, dada una expresion de la forma ¢{'c5? - - - ¢;*
con k € N>y, ¢; € {x,y} y e; € Z se puede transformar en una expresién de la forma x’y’ con
i,j € Z usando la propiedad que acabamos de probar. Por (1) y (2), realizando la divisiéon
euclidea de los exponentes entre n y 2 respectivamente, podemos ademds concluir que los
elementos de G son de la forma x/y’ con j € {0,1,...,n—1} y i € {0,1}. En consecuencia, se
tiene que

G={xly :je{0,1,....n—1}yic{0,1}}.

Observamos que los elementos son dos a dos distintos, es decir, si x/y' = x*y' con j,s €
{0,1,...,n—1} y i,t € {0,1} porque
(a) Sii=t=0, entonces x/ =x* y como O(x) =ny j,s €{0,1,...,n— 1}, concluimos que
j=s.
(b) Si i=1t=1, entonces x’y = x*y. Como O(y) = 2, multiplicando por y a ambos lados,
vemos que x/ = x/y> = x*y?> = x* y como en (a), concluimos que j = s.
() Sii=1yt=0 (o viceversa) entonces x'y = x*, luego y = x*/ €< x >. En este caso
i = : S €) | .
tendriamos que y = x’ conmuta con x, es decir, xy = yx = x~ 'y y, multiplicando por y,
deducirfamos que x = x~! luego O(x) =2 (Imposible).
Finalmente, con la notacién del Ejercicio 1.4.35, comprobamos de forma directa que

f: D, — G
risl —  xiyl

es un isomorfismo. [ |

Ejemplos 1.6.27 (1) Comprobamos que el subgrupo S =<x=(12456),y=(26)(45) > de
Se¢ es isomorfo a D5 usando la proposicién anterior.
(2) Fijado n € N>y, n > 3, Comprobamos que el subgrupo

s=<x=(ionomm o ) 7= (0 )

de GL(n,C) es isomorfo a D, usando la proposicién anterior.

Teorema 1.6.28 (Grupos de orden 2p). Sea (G,-) un grupo de orden 2p con p primo y
p > 2. Entonces se cumple que:
O bien G es isomorfo a D, o bien G es isomorfo a ;)

Demostracion. En primer lugar, observamos que D, y C;, no son isomorfos porque D, no es
ciclico. Distinguimos dos casos:
(a) G posee algin elemento a € G de orden 2p, entonces O(a) = # < a >= 2p. Como
#G = 2p, deducimos que G =< a > y concluimos que G ~ C;,, por el Corolario 1.6.19.
(b) G no posee elementos de orden 2p, entonces por el Corolario 1.5.13 para cada a € G
distinto de 15 se tiene que o bien O(a) =2 o bien O(a) = p.
Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que todos los elementos de G tienen
orden 2. Como #G =2p > 4 porque p > 2, existen a,b€ G cona#b, a# lgy b+# 1g.
Observamos que
ab 2022 2 g (P b(ba)(ba)a OCD=2 b,
Por consiguiente, S = {1,a,b,ab} seria un subgrupo de G de orden 4 y, por el Teorema
de Lagrange, tendriamos que 4 | 2p (Imposible porque p es primo con p > 2).
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Por tanto, existe algiin elemento a € G con O(a) = p.

Como #G =2p y # <a>= O(a) = p, existe b € G con b ¢< a >. Veamos que O(b) = 2.
Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que O(b) = p. Como, por el Teorema
de Lagrange, #(<a >N <b>) divide a # <b>=p, y como se cumple que <b>Z<a>,
deducimos que <a>N<b>C<b>yque #(<a>N<b>)=1.Por el Lema 1.5.26,

se tiene que
#<a>#<b> 5

# b>)= =p-.
(<a><b>) #t(<a>N<b>) P

Esto es imposible porque p> >2p=#Gy <a><b >CG.

En resumen, tenemos a € G con O(a) =p y b ¢<a> con O(b) =2. Observamos que
a~'bg< a> porque b ¢< a >, luego de la misma forma se preuba que O(a~'b) =2. En
consecuencia, vemos que

0(b)=2

a~'h)=
ba "L b (@ = (0 'p) ! O(a”_b)=2

a'b.

Por la Proposicioén 1.6.26, se tiene que < a,b >~ D, y, como <a,b>C Gy #<a,b>=
2p = #G, concluimos que G =< a,b >~ D,,.

|

La informacién de este bloque se ha elaborado empleando principalmente el libro [8] que se
recomienda consultar para completar la informacién.

Ejercicio 1.6.29 Comprobar que las siguientes aplicaciones son homomorfismos. Determinar
su nucleo y su imagen.
(0 f:(GL(n,R),-) — (R\{0},-) dada por f(A) = det(A).

(1) f:(GL(n,R), ) = (R-o,-) definida por f(A) = |det(A)].

() f:(C\{0},-) — (R\{0},-) dada por f(a+ bi) = a*+b>.

av) f:(Z®Z,+) — (Z,+) tal que f(a,b)=a.

(V) f: (R\{0},) — (R\{0},") dada por f(a) = al.

v f:(Z®Z,+) — (Z,+) tal que f(a,b) =a+3b.
(ver Ejercicios 1.1.9 para la definicién de Z @ Z)

Ejercicio 1.6.30 Sea G un grupo y N <<G. Demostrar que cada subgrupo de G/N es de la
forma K/N para algin subgrupo K de G que contiene a N. Determinar todos los subgrupos
de D,/{(a*) (Sugerencia: emplear Ejercicio 1.6.32).

Ejercicio 1.6.31 Describir todos los homomorfismos existentes f : G — H para los siguientes
pares de grupos G,H

(1) G=2/100Z y H = Z/30Z.
(1) G=27/30Z y H = 7/100Z.
(i) G=Z/nZ y H=17.
(1v) G=Z/40Z y H = ZJAZ & Z/5Z.
(V) G=H =1Z.

(Vi) G=Z y H=Q.
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Ejercicio 1.6.32 Dado un homomorfismo de grupos f : G — H sobreyectivo, probar que
existe una biyeccion entre los subconjuntos:

& ={S : S es subgrupo de G y Kerf C S}, J ={T : T es subgrupo de H},
de modo que se hace corresponder subgrupos normales con subgrupos normales.

Ejercicio 1.6.33 Determinar todos los automorfismos f : Z/127 — 7./ 127.

Ejercicio 1.6.34 Sean (G,+) y (H,*) dos grupos ciclicos y finitos con #G =n 'y con #H = m.
Probar que si d = m.c.d. (n,m) entonces hay d homomorfismos distintos de G en H. Mostrar
con un ejemplo que esto no es cierto si H no es ciclico.

Ejercicio 1.6.35 Aplicar el Primer Teorema de Isomorfia a cada uno de los homomorfismos
dados en el Ejercicio 1.6.29. Para los homomorfismos (IV) y (V1) del Ejercicio 1.6.29, se
considera el subgrupo N = ((10,1)) de Z & Z. Elegir un subgrupo M de Z de forma que la
aplicacién dada por

N — f(a,b)+M,

sea homomorfismo. Calcular en cada uno de los casos, el nicleo y la imagen de dicho
homomorfismo.

Ejercicio 1.6.36 Sea f: G — H un homomorfismo de grupos y S un subgrupo de G. Probar
que:

(1) Si S es ciclico, entonces f(S) es ciclico.

(11) Si S es abeliano, entonces f(S) es abeliano,
(111) Si #(Kerf) = m, entonces para cada h € f(G) se tiene que #f~!(h) = m.
(1V) Si #S < oo, entonces #/(S) divide a #S.

Mostrar con un ejemplo en cada caso que el reciproco es falso.

Ejercicio 1.6.37 Dados G y H dos grupos isomorfos. Probar que:

(1) G es ciclico si y solo si H es ciclico.

(Ir) G es abeliano si y solo si H es abeliano.
(111) G tiene m € N elementos de orden n si y solo si H tiene m € N elementos de orden n.
(1v) G tiene k € N subgrupos de orden d si y solo si H tiene k € N subgrupos de orden d.

I Ejercicio 1.6.38 Probar que (Q,+) % (Q\{0},).
I Ejercicio 1.6.39 Probar que (Z®Z)/{{(n,0), (0,m)}) es isomorfo a Z/nZ & Z/mZ.

Ejercicio 1.6.40 Sean G un grupo abeliano y H y K subgrupos de G. Probar que las
siguientes afirmaciones son falsas en general:

(1) Si H=~K, entonces G/H ~ G/K.

(1) Si H # K, entonces G/H # G/K
(Pista: Considerar el grupo producto (Z/4Z,+) x (U(Z/4Z),-) en ambos apartados)
(Repista: en el primer apartado considerar H = ((2,3)) y K = ((2,1)))

Ejercicio 1.6.41 Sea G el grupo (U(Z/16Z),-), H = (15) y K= (9). (Es H ~ K?Es
G/H ~ G/K?
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Ejercicio 1.6.42 Dado f: G — H un homomorfismo de grupos N<1G y M <<H con f(N) C
M. Probar que f induce un homomorfismo f: G/N — H/M dado por f(aN) = f(a)M para
cada aN € G/N. (Es f tnico?

Ejercicio 1.6.43 (Teorema de Cayley). Dado (G,-) un grupo, a € G definimos la aplica-
cion multiplicacion a la izquierda por a por

I,. G — G
b — ab

Probar que:
(1) T, es biyectiva y deducir que T, es una permutacién de G, es decir, T, € S(G).
(11) T={T, : a € G} es un subgrupo de (S(G),o).
() f:G — T dado por f(a) =T, es un isomorfismo de grupos.
(1v) [Teorema de Cayley] Todo grupo (G,-) es isomorfo a un subgrupo de permutaciones
de (S(G),o). En particular, si G es un grupo de orden n € N>, G es isomorfo a un
subgrupo de S,,.

I Ejercicio 1.6.44 Encontrar un subgrupo de S, isomorfo a (U(Z/12Z),-) con n=#U(Z/12Z).

Ejercicio 1.6.45 (Grupos de orden p?). Sea G un grupo finito con #G = p?, con p primo.
Probar que G es conmutativo. El objetivo de este ejercicio es demostrar que
o bien G es isomorfo a C,» o bien es isomorfo a C, X C.

(1) Si G tiene un elemento de orden p?, deducir que es isomorfo a Cp.
(11) Si ninguno de los elementos G tiene orden p?, se pide:

(1r.a) Probar que todo elemento de G, distinto del neutro, tiene orden p.

(1.b) Fijados dos elementos x,y € G, distintos del neutro y con x €< y >, probar que
<x>N<y>={lg}.

(11.c) Probar que el conjunto {xy/ : i,j€ {0,1,...,p—1}} tiene p? elementos distintos
y deducir que es igual a G.

(Ir.d) Si H =<y >, probar que Hx C Uf’:_llei y deducir que tiene que haber dos
elementos de Hx en x'H para algin i € {1,2,...,p—1}.

(1ir.e) Empleando los dos elementos del resultado anterior, probar que existen m,n % 0
méd p tales que xy"x~! =y

(11.f) Deducir que xyx~! = y" vy, razonando por induccién, que x'yx~" = y"" y concluir
que xyx~ ! =y.

(11.g) Deducir que x e y conmutan y probar que G es abeliano.

(1.h) Probar que la aplicacién @ : Z/pZ x Z/pZ — G dada por ®(i, j) = x'y/ es un
isomorfismo de grupos.

Ejercicio 1.6.46 Dados n,m € N>;. Probar que
Z/nZ&ZL/mZ ~7](nm)Z & m.c.d. (n,m) = 1.

Obsérvese que se puede reescribir como C,, x C,, = C,;,, de acuerdo con la Notacién 1.6.20.
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Ejercicio 1.6.47 Probar que si m,n son dos enteros positivos primos entre si, la aplicacion

[ U@Z)(mn)Z),-) = (U(Z/mZ),") x (U(Z/nZ),)
x+(mn)Z— (x+mZ, x+nZ).

es isomorfismo de grupos. Deducir que @(mn) = @(n)@(m) (ver Ejercicio A.2.28).

(1) Si G es abeliano, entonces G es isomorfo a alguno de los tres siguientes grupos:

o bien Cs o bien Cr, X Cy o bien Cr, X Cy X Cy.

(Ir) Si G no es conmutativo, entonces G es isomorfo a alguno de los dos siguientes grupos:

Ejercicio 1.6.48 (Grupos de orden 8). Sea G un grupo de orden 8. Probar que:
o bien Ds o bien Qg.

Ejercicio 1.6.49 (Grupos de orden 12). Dar el ejemplo de cinco grupos de orden 12 no

isomorfos entre si, razonando porque no son isomorfos.

Ejercicio 1.6.50 (Descomposicion de grupos abelianos). Sea G un grupo abeliano de
orden #(G) =a-b con m.c.d. (a,b) = 1. El objetivo de este ejercicios es probar que G existen
dos subgrupos A 'y B de G con #(A) =a y #(B) = b de forma que G es isomorfo al grupo
producto, ver Ejercicio 1.1.9 de A por B, es decir, A X B~ G. Para ello se pide:
(1) Probar que para cada m € N> se tiene que S,, = {x € G : X" = 15} es un subgrupo
de G.
(1) Llamamos A =S, y B=S,. Probar que G = AB.
(Pista: Hacer uso de la Identidad de Bezout)
(111) Probar que ANB = {l¢}.
(1v) Probar que la aplicacién f: A x B— G dada por f(x,y) =xy es un isomorfismo.
(V) Probar que #A =a y #B = b. (Pista emplear el Lema 1.5.26 y el Teorema de Cauchy)

con p primo. El objetivo del ejercicios es probar que G es un producto directo de grupos
ciclicos.
Sea a € G un elemento de orden maximo en G, es decir, O(a) = p™ y para todo g € G se
tiene que O(g) < p™.
(1) Si G #< a> y tomamos b del menor orden posible tal que b €< a >, probar que
O(b) = p y deducir que <a>N<b>={lg}.
(1) Si N =< b > tomando b como en el apartado anterior, probar que O(aN) = O(a) = p™.
(11r) Probar, por induccién en #G, que G ~< a > XK con a el elemento de orden mdximo
y K un subgrupo (eventualmente trivial) de G.
(Pista: En el paso inductivo considerar el cociente G/N probar que descompone como
< aN > xK y deducir que G=<a > K con K:p;,l(k) )

Ejercicio 1.6.51 (Grupos abelianos de orden p"). Sea G un grupo abeliano de orden p”
(1v) Probar, por induccién haciendo uso del apartado anterior, que

G Cpyn XCpymy X ... X Cymr

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



50 Capitulo . Introduccién a la teoria de grupos

Ejercicio 1.6.52 (Teorema fundamental de grupos abelianos finitos (Kronecker, 1858)).
Probar que todo grupo abeliano finito G es isomorfo a un producto directo de grupos cicli-
cos de orden de una potencia de un nimero primo. Ademds, el nimero de términos en el
producto y los 6rdenes de los grupos ciclicos estdn determinados tnicamente por el grupo.
En otras palabras

G%Cpllcl XCPIZCZ Xooo XCPI;”

donde pi,ps,...,p, son nimeros primos y ki,k;...,k, € N> y los enteros p]f',péz,...,pljr
(no necesariamente distintos) son tnicos salvo por el orden. (Para mds informacién consultar
[8, Capitulo 11]).
Descomponemos la prueba en los siguientes pasos:
(1) Probar que todo grupo abeliano finito, no trivial, es isomorfo a un producto directo
de grupos abelianos finitos de orden la potencia de un primo. En concreto, si #G =
g7 q5% - q% con g; primos positivos distintos dos a dos, entonces G ~ Hj X -+ x H;
con H; subgrupo de G con #(H;) = ¢"
(Pista: Razonar por induccion en el orden de G empleando el Ejercicio 1.6.50)
(11) Aplicar el Ejercicio 1.6.51 para probar que para todo i € {1,...,s} se tiene que H; es
un producto directo de grupos ciclicos y deducir la descomposicion deseada para G.

Ejercicio 1.6.53 (Clases de Conjugacion). Sean a,b € G, decimos que a y b son conju-
gados en G, si existe x € G tal que xax~! = b. La clase de conjugacién de a es el conjunto

cl(a) := {xax~' : x € G}.

(1) Probar que aRb si y sélo si b € cf(a) define una relacién de equivalencia.
(11) Deducir que [a]g = cl(a).
(1) Probar que cf(a) = {a} si y solamente si a € Z(G).
(1v) Calcular las clases de conjugacion en Qg (ver Ejercicio 1.2.22).

Ejercicio 1.6.54 (Centralizador de un elemento). Dado un grupo (G,-) y un elemento
g € G definimos.

C(g)={aeG:ag=ga}.

Probar que:
(1) C(g) es un subgrupo de G.
(1) Z(G) = NgecC(g). (Ver Ejercicio 1.2.21)
(1) C(g) =C(g™") y para todo k € Z, C(g) C C(g")
(1v) (g) es un subgrupo de C(g).

Ejercicio 1.6.55 (NUumero de clases de conjugacién). Sea G un grupo finito y a € G.
Consideramos la aplicaciéon Y, definida como

Vv.: G — cla)
x - xax!

Probar que:
(1) para todo b € cf(a), con yay~! = b, se tiene que ' (b) =y C(a)
(ver E. 1.6.54 y E. 1.6.53 para la notaci6n).
(11) para todo x € G se tiene que #(xC(a)) = #C(a).
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(1) #G = Z #y. ' (b) y concluir que #G = #cl(a)#C(a).
becl(a)

Ejercicio 1.6.56 (p—Grupos). Un grupo finito G se dice que es un p—grupo cuando existe
p primo y k € N> tal que #G = pX. Denotamos por G/R = {c{(x); x € G} el conjunto de
clases de equivalencia definidas por la relaciéon R en el Ejercicio 1.6.53. Empleando los
Ejercicios 1.6.53 y 1.6.55, si G es un p—grupo, se pide

(1) Probar que:

#G= ) #cl(x) =#Z(G)+ ) #cl(x).
cl(x)eG/R cl(x)EG/R  #cl(x)>1

(11) Probar que para todo a € G\Z(G) se tiene que #cf(a) > 2 y deducir que existe £ € N>,
tal que p’ | #c/(a). Concluir que p | #Z(G).

(111) Probar que el centro de G no es trivial, es decir, #Z(G) > 1 o, equivalentemente,
Z(G) #{1g}-

(1V) Probar que existe H subgrupo normal de G con #H = p*~!. (Sugerencia: Demostrar
por induccién sobre k).

no abeliano y finito y p € N>, con p primo, tal que p | #G. Entonces existe a € G con
O(a) = p.
Razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que no existe a € G con O(a) = p.
Dividimos la prueba en los siguientes apartados:
(1) Probar que para todo subgrupo propio H de G se tiene que pt#H y p | (G : H).
(11) Probar que existe g € G con #(c/l(g)) > 1.
(1) Elegimos representantes g1, g2,. .., g representantes de las clases de conjugacién no
triviales, probar que

#G = Z #cE(x):#Z(G)+i#(G:C(gi)).

cl(x)eG/R i=1

(1v) Deducir que p | #(Z(G)) y llegar a contradiccion.

Ejercicio 1.6.58 (Grupos de orden pg). Sean p y g primos distintos con p < g y con
p1(g—1), equivalentemente, ¢ # 1 mdd p. El objetivo es probar que todos los grupos de
orden pg son isomorfos a Cp,.
Sea G un grupo de orden pg, descomponemos la demostracién en los siguientes pasos:
(1) Probar, empleando el teorema de Cauchy, que existen a,b € G con O(a) =p y O(b) =
q.
(I1) Probar que < b > es el tnico subgrupo de orden ¢ de G.
(111) Probar que O(aba™') =g y que aba™' = b*.
(1v) Probar que k¥ =1 mdd gq.
(V) Probar que k tiene orden 1 en U(Z/qZ).(Pista: Usar que p{(q—1)).
(V1) Deducir que ab = ba y concluir que G =< ab >.
(vir) ;Cuantos grupos no isomorfos hay de orden 15? ;y de orden 35? ;y de orden 39?
(vim) ;Podemos obtener informacién sobre los grupos de orden 21 usando este resultado
anterior?

| Ejercicio 1.6.57 (Teorema de Cauchy (Grupos no abelianos)). Sea (G,+) un grupo
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Orden Grupos Abelianos Grafo de ciclos Grupos No Abelianos Grafo de ciclos
1 C) (Grupo trivial) L4 - -
2 G I - -
3 Cy \ / - _

Cy
4 Subgrupos propios: C; <> - -
Orden de los elementos: 1, 2, 4(x2)
K4 = Cy x C; (Grupo de Klein)
Subgrupos propios: C(%x3) . /K - -
Orden de los elementos: 1, 2(x3)
; c 3 _ :
Cs Ds —
6 Subgrupos propios: C,,C3 @ Subgrupos propios: C2(x3),C3 X
Orden de los elementos: 1, 2, 3(x2), 6(x2) Orden de los elementos: 1, 2(x3), 3(x2)
; c7 S _ |
Cg Dy
Subgrupos propios: Cz,Cy @ Subgrupos propios: Ca(x5),Cs,Ka(x2) %
8 Orden de los elementos: 1, 2, 4(x2), 8(x4) - Orden de los elementos: 1, 2(x5), 4(x2)
Cy xC Qg (Cuaterniones)
Subgrupos propios: Ca(x3),Cs(x2),Ks Q Subgrupos propios: Cp,Cs(x3) @“
Orden de los elementos: 1, 2(x3), 4(x4) Orden de los elementos: 1, 2, 4(x6)
Gy xCy x &y
Subgrupos propios: C2(x7),Ks(x7) a% - _
Orden de los elementos: 1, 2(x7)
& o0
9 Subgrupos propios: C3 u - -
Orden de los elementos: 1, 3(x2),9(x6)
C3 xC3
Subgrupos propios: Cz(x4) % - -
Orden de los elementos: 1, 3(x8)
Cio Ds
10 Subgrupos propios: C;,Cs ij} Subgrupos propios: C2(x5),Cs ;E
Orden de los elementos: 1, 2, 5(x4), 10(x4) Orden de los elementos: 1, 2(x5), 5(x4)
11 Cii {:} . -
Ci2 Q/r‘"v\? D6 o
Subgr. prop.: C3,C3,C4,Cs L4 Subgr. prop.: C>(x7),C3.K4(x3).D3(x2).Cs
12 Ordenes: 1, 2, 3(x2), 4(x2), 6(x2) 12(x4) - Ordenes: 1, 2(x7), 3(x2), 6(x2)
C3 X C2 X C2 A4
Subgr. prop.: C2(%x3),C3,Ka,Ce(%3) A Subgr. prop.: C2(x3), C3(x4), Ky BN
Ordenes: 1, 2(x3), 3(x2), 6(x6) - Ordenes: 1, 2(x3), 3(x8) °
On
- - Subgr. prop.: Ca, C3, C4(x3), Ce
Ordenes: 1, 2, 3(x2), 4(x6), 6(x2)
V’p/) O\R‘?
13 C|3 Q% 0/50 - -
Cis o Dy N
14 Subgrupos propios: C;,Cy % ) } Subgrupos propios: C»(x7),C; o
Orden de los elementos: 1, 2, 7(x6), 14(x6) - Orden de los elementos: 1, 2(x7), 7(x6)
=
15 Cis 1] - -

Tabla I.1: Clasificacién de grupos hasta orden 15




II. Introduccién a la teoria de anillo
— R ———— N

II.1 Nociones Bdsicas: Anillos y subanillos

Definicion 1I.1.1 Sean R un conjunto no vacio, +,«: R x R — R dos operaciones (binarias e
internas), decimos que (R,+,) es un anillo si:

(RJ) (R,+) es un grupo abeliano.

(R.II) (R,+) es un semigrupo, es decir, - satisface la propiedad asociativa:
para todos a,b,c € R se tiene que a-(b-c) = (a+b)-c.

(R.III) Se cumple la propiedad distributiva: para todos a,b,c € R se tiene que
as(b+c)=a-b+a-c,
(a+b)sc=a-c+b-c.

Definicion 11.1.2 Sea (R,+,+) un anillo decimos que:

(R.C) (R,+,+) es un anillo conmutativo si la operacién « es conmutativa, es decir, para
todos a,b € R se tiene que a*b =b-a.

(R.U) (R,+,+) es un anillo unitario si existe el elemento neutro para la operacién -, es
decir, (R,+) es un monoide:
existe 1z € R tal que para todo a € R tenemos que a+1g = lg-a=a.

Observacion 11.1.3 ;Ojo! existe cierta discrepancia en la literatura sobre el uso de la palabra
anillo. Por brevedad, algunos autores emplean la palabra anillo para referirse a anillos unitarios
o incluso a anillos conmutativos y unitarios (sobre todo en textos de Algebra Conmutativa). En
estas notas distinguiremos en cada caso con que tipo de anillo estamos trabajando: anillo, anillo
unitario, anillo conmutativo, anillo conmutativo y unitario.

Imagen de cabecera: Visualizacién de los nimeros algebraicos en el plano complejo. Los colores indican el
grado mds bajo del polinomio de Z[x] que se anula en el punto (rojo=1(racionales), verde=2, azul=3, amarillo=4,
etc.). El tamafio de los puntos se hace mds pequefio al aumentar la magnitud de los coeficientes de dicho polinomio.
La vista muestra los enteros 0, 1 y 2 en la parte inferior e i en la parte superior izquierda. Imagen creada por
Stephen J. Brooks con Licencia - CC BY 3.0 (via en.wikipedia).
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Ejemplos 1.1.4(1) (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,-) son anillos conmutativos y unitarios.
(2) Para todo n € N>, tenemos que (Z/nZ,+,-) es un anillo conmutativo y unitario
(ver Ejercicio 1.1.6).
(3) (Z[x],+,-), (Q[x],+,-), (R[x],+,-) son anillos conmutativos y unitarios. (ver Seccién IL.6).
(4) Mat,x,(Z),4+,-) Mat,x,(Q),+,-) (Mat,x,(R),+,:) (Mat,»,(C),+,-) (Mat,x,(Z/mZ),+,-)
son anillos unitarios no conmutativos.
(5) (2Z,+,-) es un anillo conmutativo no unitario.
Vamos a definir de un modo general diversas nociones que se conocen en el caso particular
del anillo de los nimero enteros o de los anillos de matrices.

Definiciéon 11.1.5 Sea (R,+,-) un anillo unitario y a € R, decimos que a es una unidad de
R si a tiene inverso para el producto, es decir, si existe b € R tal que a-b=>b-a = 1g. El
conjunto de todas las unidades de R lo denotamos por U(R).

Observacion 11.1.6 Si (R,+,-) es un anillo unitario, se tiene que U(R) # @ porque 1 € U(R)
dado que 1g-1g = 1g- 1g = 1g, es decir, 1g es su propio inverso.
Ejemplos 11.1.7 (1) En el anillo de los enteros (Z,+,-) tenemos que U(Z) = {—1,1}.

(2) En el anillo de los niimeros reales (R,+,-) tenemos que U(R) = R\{0}.

(3) En el Ejercicio 1.1.7, se probé que

U(Z/nZ)={a€Z/nZ : m.cd.(a,n)=1}.

Definicion 11.1.8 Sea (R,+,-) un anillo conmutativo y a,b € R decimos que a divide a b
(o equivalentemente a es divisor de » o b es miiltiplo de @) cuando existe ¢ € R tal que
b=a-c. En el caso de que se verifique la propiedad escribimos a | b y si no se satisface
escribimos a1 b.

Ejemplo I1.1.9 Estas nociones de miltiplos y divisores coinciden con las conocidas para los
nimeros enteros, ver el apéndice correspondiente. Sin embargo pueden dar lugar a resultados
que van en contra de la intuicién cuando se trata de otros anillos. Por ejemplo, en (Z/127)
tenemos que 5|7 porque 5-11 =7 (mdéd 12).

Definicion 11.1.10 Sea (R,+,-) un anillo conmutativo y @ € R decimos que a es un divisor
del cero cuando existe ¢ € R con ¢ # Og tal que a-c = Og.

iAtencion! De acuerdo con las definiciones anteriores, todo elemento a € R divide a cero
(porque 0-a = 0) pero no todo elemento es divisor del cero.

Ejemplo 11.1.11 En (Z/6Z,+,-) tenemos que 0|0 porque 0 =0-0, 1|0 porque 0 =1-0, 2|0
porque 0 =2-0, 3|0 porque 0 =3-0, 4|0 porque 0 =4-0, 5|0 porque 0 =5-0 todos los
elementos dividen a 0. Sin embargo sélo 0,2,3,4 son divisores de cero en Z/67Z porque si
miramos el producto de cada elemento por los elementos no nulos tenemos que:

1-1=1 1-2=2 1-2=2 1-4=4 1-5=5 (1 no es divisor de cero)

=2 2-2=4 2-3=0 2-4=2 2-5=4 (2 es divisor de cero)
3.1= 3-2=0 3.3=3 3-4=0 3.5=3 (3 es divisor de cero)
1=4 4.2=2 4-3=0 4.4=4 4.5=2 (4 es divisor de cero)

5-1=5 5:-2=4 5:-3=3 5:4=2 5:5=1 (5 no es divisor de cero)
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Definicion 11.1.12 Sea (R,+,-) un anillo unitario y a € R, se dice que:

(A) a es nilpotente si existe n € N> tal que a" = Og.

(B) a es idempotente si a> = a.

Ejemplo 11.1.13 (1) En (Z/127Z,+,-) comprobamos que:
Los elementos nilpotentes son 0 y 6.

Los elementos idempotente son 0, 1, 4 y 9.

(2) En (Mats«3(Z),+,-) consideramos las matrices:

01 1 2 -2 -4
A=|0 0 1], B=|-1 3 4
00O 1 -2 -3

La matriz A es nilpotente porque A®> =0 y la matriz B es idempotente porque B> = B.

Resumimos algunas propiedades elementales que emplearemos continuamente cuando traba-
jemos con anillos.

Propiedades 11.1.14 — Reglas de multiplicacion. Sea (R, +,-) un anillo. Entonces:
(1) Para todo a € R se tiene que a-0g = Og-a = Og.
(11) Para todos a,b € R se tiene que a-(—b) = (—a)-b= —(a-b).
(111) Para todos a,b € R se tiene que (—a)-(—b) =a-b.
(1v) Para todo a € Ry todo n € Z se tiene que n-(—a) = (—n)-a=—(n-a).
(v) Para todos a,b € R 'y todo m € Z se tiene que m(a-b) = (m-a)-b=a-(m-Db).
(V1) Para todos a,b € Ry todos m,n € Z se tiene que (ma)- (nb) = (mn)(a-b).

Propiedades 11.1.15 — anillos unitarios. Sea (R,+,-) un anillo unitario. Entonces:
(1) EI elemento neutro para el producto de R es Unico.
(11) Para todo a € R se tiene que a-(—1g) = (—1g)-a = —a.

(1) Se tiene que (—1g) - (—1g) = 1g.

(1v) Si a € U(R), entonces su inverso es tinico (lo denotamos por a~!).
(V) (U(R),) es un grupo.

De manera natural definimos la nocién de subanillo.
Definiciéon 11.1.16 Sea (R,+,+) un anillo decimos que un subconjunto S no vacio de R es
un subanillo si al restringir las operaciones binarias +,+ a S tenemos que (S, +s,°|s) €s un
anillo. (Abusando de la notacion hemos escrito +s, *|s en lugar de + s, *|sxs)

Al igual que ocurria para subgrupos tenemos un test de caracterizacién de subanillos que
nos permite comprobar de una forma 4gil cuando un subconjunto de R es un subanillo.

Proposicion 11.1.17 — (Test de caracterizacion de subanillos). Sea (R,+,+) un anillo y
S un subconjunto no vacio de R entonces son equivalentes:
(1) S es un subanillo de R.
(SR.I) a—-bes,
(SR. 1) a-beS.

(I1) Para todos a,b € S se cumple {

Demostracion. | (1)= (11) | Por hipétesis (S, +s,+|s) es un anillo. Por tanto, dados a,b € S como

(S,+|s) es un grupo tenemos que a,—b €Sy como +g: S xS — S es una operacion binaria
interna tenemos que a—b € S, es decir, se satisface (SR.I). Como «5: x5 — S es una operacion
binaria interna dados a,b € S tenemos que a-b € S, es decir, se cumple (SR.II).
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Empleando la condicién (SR.I) deducimos del test de caracterizacion de subgru-
pos que S es un subgrupo de (R,+), por tanto, +s:S xS — S es una operacién binaria interna
que satisface la propiedad asociativa, existencia de elemento neutro y de elemento inverso.
Ademds, como (R,+) es un grupo abeliano deducimos que (S,—i-‘s) es un grupo abeliano, es
decir, se verifica (R.I).

Por (SR.II) vemos que +5: 8 xS — § es una operacion binaria interna y como «: R xR — R
satisface la propiedad asociativa (S,+|s) es un semigrupo, luego se satisface (R.II).

Finalmente como la propiedad distributiva se verifica en (R, +,+) se cumple también en (S, +s,*|s)
y concluimos que la propiedad (R.III) es cierta y que (S,4s,¢s) es un anillo. |

Ejemplos 11.1.18 (1) Z[x] es subanillo de (Q[x],+,).
(2) Z[i)={a+bi : a,bcZ} (enteros de Gauss) es subanillo de (C,+,-).
(3) El conjunto de las matrices diagonales D»(Z) es subanillo de Mat,,»(Z). Sin embargo, el
conjunto de las matrices simétricas S»(Z) es un subgrupo de (Matyx2(Z),+) como vimos
en el Bloque I, pero no es un subanillo de (Maty«2(Z),+,-) porque

(0D e

I Ejercicio 11.1.19 Dar un ejemplo de un anillo (R,+,-) que no sea ni unitario ni conmutativo.

Ejercicio 11.1.20 ;Para qué valores de n € N> existen divisores del cero no nulos en el
anillo (Z/nZ,+,-)?

Ejercicio 11.1.21 ;Qué relacién hay entre los elementos nilpotentes y los divisores del cero?
(Podrias dar un ejemplo de una matriz no nula nilpotente en Maty»»(R)? ;y de una matriz
nilpotente con todas sus entradas no nulas idempotente?

I Ejercicio 11.1.22 Probar las reglas de multiplicacion de las Propiedades I1.1.14.
I Ejercicio 11.1.23 Probar la Propiedades II.1.15 de los anillos unitarios.

Ejercicio 11.1.24 (Producto cartesiano de anillos). Sean R;,R,,...,R, anillos. Sobre
Ry X Ry X --- X R, (el producto cartesiano) definimos la suma y el producto componente a
componente:

(al,az,...,an)EE(bl,bz,...,bn) = (a1 +b1,a2+b2,...,an+bn),
(al,az,...,an)D(bl,bz,...,bn) = (albl,azbz,...,anbn).

Probar que (R; X Ry X --- X Ry, +,-) es un anillo.

Ejercicio 11.1.25 Dado R es un anillo unitario, probar que S= {n-1g : n € Z} es un subanillo
de Ry que S C T para cualquier subanillo 7 de R con 1g € T.

I Ejercicio 11.1.26 Determinar el menor subanillo de Q que contiene a 1/2.

Ejercicio 11.1.27 Determinar las unidades de los anillos Mat,.,(Z), Z[x], Rlx] y Z[i] =
{a+bi:a,becZ} (Enteros de Gauss).
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Ejercicio 11.1.28 Probar que Z[v/2] = {a+bV/2 : a,b € Z} es un subanillo de R que posee
infinitas unidades.

Ejercicio 11.1.29 Probar que si a,b son elementos de un anillo unitario R y a es unidad, la
ecuacion ax = b tiene solucion unica y poner algin ejemplo para probar que, cuando a no es
unidad, esta ecuacién puede no tener solucién o tener mis de una.

Ejel’CICIO I1.1.30 Probar que si Rj,R,...,R,, son anillos conmutativos y unitarios se cumple

URi XRyx -+ XRy)=U(R))xU(Ry) X ---xU(Ry). (Ver Ejercicio II.1.24)

Ejercicio 11.1.31 Dado (R,+,-) un anillo unitario (no necesariamente conmutativo) y a,b € R
tales que a-b = 1g y que a no es divisor de 0, probar que b-a = 1g.

divide a cada elemento de R.

Ejercicio 11.1.33 Probar que en el anillo Mat,,(7Z) existen elementos A, B tales que AB =0
y BA#0

Ejercicio 11.1.34 (Subanillos de Z). Sea A un subconjunto no vacio de Z. Probar que son
equivalentes:

(I) A es un subanillo de (Z,+).

(11) Existe n € N tal que A = nZ.

I Ejercicio 11.1.32 Dado (R,+,-) un anillo conmutativo y unitario y u € U(R), probar que u
| (Nota: Emplear el Ejercicio 1.2.17)

II.2 Ideales, anillo cociente y caracteristica

11.2.1 Ideales

Los subgrupos normales juegan un papel especial en la teoria de grupos, puesto que
permiten la construccién del grupo cociente. Del mismo modo, disponemos de una nocién
analoga en la teoria de anillos: los ideales que nos van a permitir construir el anillo cociente.

Definiciéon 11.2.1 Sea (R,+,-) un anillo e / es un subanillo de R se dice que:
(A) I es un ideal por la izquierda de R si para todo r€ Ry todo x €/ tal que r-x € I.
(B) I es un ideal por la derecha de R si para todo r € Ry todo x € [ tal que x-r € I.
Si I satisface (A) y (B) decimos que I es un ideal bilatero o simplemente un ideal.

Por tanto, un ideal es un subanillo que ’absorbe’ los elementos de R.

Proposicion 11.2.2 — Test de caracterizacion de ideales. Sea (R,+,-) un anillo e / un
subconjunto no vacio de de R. Entonces:

1 x—yel,
I es un ideal de R < para todosx,y € [y todor € Rse tiene que ¢« (2) r-x€l,
3 x-rel
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Demostracion. El resultado se prueba deforma directa empleando el Test de caracterizacion
de subanillos (Proposicién 11.1.17) y la definicién de ideal. |

Ejemplos 1.2.3 (1) {Oz} y R son siempre ideales de R.
(2) Para todo n € N tenemos que nZ es un ideal de Z.
(3) Si (R,+,) es un anillo conmutativo y a € R el conjunto {r-a : r € R} es un ideal.

Al igual que para subgrupos normales, vamos a estudiar las operaciones elementales entre
ideales.

Proposicion 11.2.4 Sea (R,+,-) un anillo y {/;}jc; una familia de ideales. Entonces:

Njeslj, es un ideal de R.

Demostracion. Dados x,y € Njesl; y r € R, por tanto x,y € I; y como cada I; es un ideal, por el
Test de caracterizacion de ideales (Proposicion I1.2.2) tenemos que para todo j € J se cumple
que x—y€l;, r-xelj;, x-r€l;. En consecuencia, x—y € Njeylj, r-x € Njeslj, x-r € Njeyl; y,
de nuevo, empleando el Test de caracterizacion de ideales concluimos que Mjc;/; es un ideal
de R. |

Definicion 11.2.5 Sea (R,+,-) un anillo y X un subconjunto de R, llamamos ideal generado
por X a la interseccién de todos los ideales que contienen a X y lo denotamos por

X)= 1 I

Ij ideal, Xglj

Observacion 11.2.6 (X) es un ideal, por la Proposiciéon 11.2.4, que contiene a X y, ademds, si
J es un ideal y X C J, entonces (X) C J, es decir, (X) es el ideal mds pequefio que contiene al
subconjunto X.

Notacién 11.2.7 Emplearemos la notacién abreviada aditiva y multiplicativa al igual que en
grupos, ver Notacién 1.1.4.

Proposicion 11.2.8 Sea (R,+,-) un anillo y X un subconjunto no vacio de R, entonces:

m
(X):{Z(nixi+rixi+xis,~+r,~x,~s,~) : mGNZl,S,’,I’,’ER, x,'EX, niGZ}.
i=1

Demostracion. Llamamos A a la expresion de la derecha de esta igualdad. Como (X) es un
ideal tiene que contiene a X por las propiedades (1), (2) y (3), ver Proposiciéon 11.2.2, contiene
a todos los elementos de la forma: nx, rx, xs y rxs con r,s € R, x € X y n € Z. Por tanto, como
todo ideal es un subgrupo, contiene a todas las sumas de elementos de ese tipo y deducimos

que A C (X).
Empleando la Proposicién 11.2.2, comprobamos que A es un ideal y como X C A y concluimos
que (X) CA. [ ]

Observacion 11.2.9 La descripcion de (X) de la Proposicion I1.2.8 se puede simplificar si el
anillo R satisface mas propiedades. Si R es un anillo unitario y X es un subconjunto no vacio
de R:

m
(X): {Zr,-xisi : mGNzl, Si,ri € R, XiEX}-
i=1
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Si R es un anillo conmutativo y unitario y X es un subconjunto no vacio de R:

m
(X):{Zr,-xi : meN>y, r; €R, xiGX}‘
i=1

En particular, si R es un anillo conmutativo y unitario y si X = {a} con a € R tenemos que
({a}) ={ra: reR}.

Abusando de la notacién cuando un ideal esté generado por un niimero finito de elementos
{ai,ay,...,a,} y lo denotaremos por (aj,ay,...,a,) en lugar de ({a;,az,...,a,}).

En general la unién de dos ideales no es un ideal pero podemos considerar el ideal generado
por la unién y describirlo en términos de la suma de ideales.

Definicion 11.2.10 Sea (R,+,-) un anillo, /,J ideales de R, entonces llamamos suma de los
ideales / y J a
I+J:={x+y:xelyelJ}.

Proposicion 11.2.11 Sea (R,+,) un anillo, 7,/ ideales de R, entonces el ideal generado por
la unién de I y J coincide con la suma de [ y J, es decir,

(TUJ) =I+1.

Demostracion. Dados x € I 'y y € J tenemos que x,y € IUJ C (IUJ) y, como (IUJ) es un ideal,
x+y € (IUJ). En consecuencia, se cumple que /+J C (IUJ). Ahora veamos que /+J es un
ideal que contiene a /UJ.

Como Og €1y Or € J tenemos que I,J C I+ J y, por tanto, /UJ C I+ J. Dados aj,a, € [+J
y r € R tenemos que a; =x;+y1 Yy a2 =xp+yp con x;,xop €1 e y;,y» €J. Como I y J son
ideales, por la Proposicion 11.2.2, se tiene que

xi—x€l, mel, xirel, yi—y€J, ry€l, nreld.

Por consiguiente, se tiene que a; —ay = (x;1 —x2)+ (i —y2) €I+J, ray =rx;+ryi €1+J, y
air =x1r+yir € I+J, luego I+J es un ideal (Proposiciéon 11.2.2). Como /+J es un ideal que
contiene a /UJ concluimos que (/UJ) C I+J y deducimos que I+J = (1UJ). n

Anillo cociente

Dado (R,+,-) un anillo, (R,+) es un grupo conmutativo y, por tanto, todo subgrupo de R
es un subgrupo normal. En particular, si / es un ideal como es subanillo tenemos que (/,+)
es subgrupo normal, es decir, (I,+) < (R,+). De esta forma, podemos considerar:

R/I:={a+I : a€R} (a+I)+(b+1):=(a+b)+1.

La teorfa de grupos garantiza, ver Teorema 1.5.28, que (R/I,+) es un grupo y como (R,+) es
abeliano el cociente también.

Veamos como dotar de estructura de anillo al grupo abeliano (R/I,+).

Teorema 11.2.12 (Anillo Cociente). Sea (R,+,-) un anillo e / un ideal de R, entonces el
grupo abeliano (R/I,+) tiene estructura de anillo respecto del producto definido para todos
a,b € R por

(a+1)+(b+1):= (ab)+1.
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Demostracion. En primer lugar veamos que la operacién binaria interna - estd bien definida.
Siai+I=ay+1y b +1=>b,+1 tenemos que aj —a; €1y by —by € I. Como I es un ideal
(ay —ap)by €1y ay(by —by) € I. Por tanto, empleando la propiedad distributiva, se verifica que

ayby —axby = a1by — axby + arby — arby = (a1 —a2)by +ax(by — ba) €1,

de donde deducimos que (a1by)+1 = (axby)+1 y, por esta razon, el producto estd bien definido
en R/I. Finalmente, el producto es asociativo en R/I por ser el producto asociativo en R y la
propiedad distributiva se cumple en R/I por cumplirse en R. Por consiguiente, (R/I,+,+) es un
anillo. |

Observacion 11.2.13 Si (R,+,-) es un anillo unitario, entonces 1g + 1 es el elemento neutro
de R/I porque a € R por

R unitario R unitario

(a+I)-(1g+I)=(alg)+I" = "a+I" =" (lga)+I1=(1g+1)+(a+1).
Si (R,+,-) es conmutativo, entonces R/I conmutativo porque para todos a,b € R por

(@+1)+(b+1) = (ab) +1" "2 (ba) +-1 = (b+1)+ (a+1).
Ejemplo 11.2.14 Consideramos el anillo de los enteros de Gauss R =Z[i] = {a+bi : a,b € Z}
y el ideal I = (2 —1i). {Cudntos elementos hay en R/I?

Recordamos que x+/1 =y+1 si y solo si x—y € I, ver Notacién 1.5.4 y Propiedades 1.5.8.

Como Zli] es un anillo conmutativo y unitario, por la Observacién I1.2.9, tenemos que
I=02—i)={(a+Dbi)(2—i) :a,beZ}

Por ese motivo, como 2 —i € I deducimos que la clase de 2 y la de i son iguales, es decir,
i+1=2+1. Empleando la misma técnica vemos que para todos a,b € Z la clase de (a+bi) y
(a+2b) coinciden porque

a+2b—(a+bi)=b(2—i) €l

De este modo hemos probado que siempre podemos elegir un representante de la clase (a+
bi)+1 de R/I en Z, es decir, de la forma c+1 con ¢ € Z.

Por iltimo, observamos que 5 puede escribirse como un multiplo de (2 —i), en otras palabras,
5 estd en el ideal porque 5= (2+i)(2—i) € I *. De aqui, deducimos que dados c,d € Z si
d—c € 57 tenemos que d —c € 1 y, por tanto, c+1 =d+1. En virtud de esta propiedad
concluimos que el representante de una clase de R/I siempre puede elegirse en el conjunto
{0,1,2,3,4}, en otros términos, toda clase es igual a alguna de las siguientes:

0+1, 141, 241, 341, 4+1I

Finalmente, comprobamos que estds cinco clases son diferentes, porque e+/= f+1I cone, f € Z
si y solamente si e — f = (a+ bi)(2 —i) para algunos a,b € Z, dicho de otro modo e+1= f+1
si y solamente si e — f =2a+b+i(2b —a). Igualando la parte real y la imaginaria, se tiene que
e+I=f+1siysolamente sie— f=2a+by2b—a=0siysblosie—f=5by2b=asiy
s6lo si e — f € 57Z. De esta forma, se cumple que:

Z[i])2—i)=R/I={0+1, 141, 241, 341, 4+I}.

“Escoger el nimero 5 puede parecer una ‘idea feliz’ pero lo cierto es que es bastante natural porque ;cudl es la
norma del complejo (2 —i)? ;Cudl es la relacién entre un complejo, su conjugado y su norma? Si z € Z[i] ;Z € Z]i]?
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1.2.3 Caracteristica de un anillo

Veamos como definir de forma rigurosa la nocién de caracteristica, siguiendo [14].

Definicion 11.2.15 Sea (R,+,) un anillo, consideramos el conjunto
C={neNs; : nx=0gpara todox € R}.

Si C es vacio decimos que la caracteristica de R es 0, es decir, car(R) = 0.
Si C no es vacio decimos que la caracteristica de R es el minimo del conjunto C, es decir,
car(R) = min(C).

Determinar la caracteristica de un anillo cualquiera puede ser una tarea complicada. Sin
embargo, cuando dicho anillo es unitario el trabajo se simplifica, como muestra el siguiente
resultado. En esta situacion, la caracteristica es el menor numero de veces que debemos sumar
el elemento neutro multiplicativo del anillo, 1z, con él mismo para obtener el elemento neutro
aditivo, Og. Si la suma nunca alcanza la unidad aditiva el anillo tiene caracteristica cero.

Teorema 11.2.16 (Caracteristica de un anillo unitario). Sea (R,+,-) un anillo unitario y
n € N>, entonces
car(R)
car(R)

0 &
n <

Demostracion. Consideramos los conjuntos
C={neNs| : VxeR, nx=0r} y B={neNs; : nlg=0g},

Observamos que C C B. Si n € B, empleando las reglas de multiplicacién del los anillos, ver
Proposicién 1I.1.14, para todo x € R vemos que nx =n(lg-x) = (nlg)-x = Og - x = Og, luego
n € C y deducimos que C = B. Por consiguiente, se tiene que

carf(R) =0 <« cC=0 < B=0 < O(lg) = en (R,+).
car(R)=n < n=min(C) < n=minB) < O(lg)=n  en (R,+).

Ejemplo 11.2.17 (1) (Z,+,-) es un anillo de caracteristica 0.
Como Z es un anillo unitario podemos aplicar el Teorema 11.2.16. Sabemos que O(1) = oo
en (Z,4+) porque nl # 0 para todo n € N>, luego car(Z) = 0.

(2) Para m € Nx, se tiene que (Z/mZ,+,-) es un anillo de caracteristica m.
Como Z/mZ es un anillo unitario podemos aplicar el Teorema II.2.16. Sabemos que
O(1) =m en (Z/mZ,+) porque ml =0, luego car(Z/mZ) = m.

(3) ((Z/27Z)[x],+,-) es un anillo infinito de caracteristica 2.
Como Z/2Z[x] es un anillo unitario podemos aplicar el Teorema II.2.16. El elemento
neutro para el producto en Z/2Z[x] es el polinomio constante 1. Sabemos que O(1) =2
en (Z/27Z|x],+) porque 1+1=2-1=0, luego car(Z/2Z[x]) = 2.

(4) La caracteristica del anillo producto R = Z /47 x 4Z, ver Ejercicio 11.1.24, es car(R) = 0.
Como R es un anillo que no es unitario no podemos aplicar el Teorema II.2.16. Obser-
vamos que tomando a = (0,4) para todo n € N> se tiene que na = (0,4n) # (0,0), es
decir, el orden aditivo de a es infinito y, por tanto, car(R) = 0.
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I Ejercicio 11.2.18 ;Podrias dar un ejemplo de un subanillo que no sea un ideal?

Ejercicio 11.2.19 En los siguientes casos describir los elementos del ideal / del anillo R:
(@) I=(2,x*), R=7Z[x], R=Q[x].

) 1= (2), I=(14i), R=Zli.

Ejercicio 11.2.20 (Ideales de Z). Sea I un subconjunto no vacio de Z. Probar que son
equivalentes:

(1) I es un ideal de (Z,+).

(1r) Existe n € N tal que I = nZ.
(Nota: Emplear el Ejercicio 1.2.17 y el Ejercicio 11.1.34)

E]erCICIO 11.2.21 Dado (R,+,-) un anillo, / un ideal de R y A un subanillo de R. Probar

(1) A+I={a+x:x€l,acA} es un subanillo de R que contiene a / y A.
(1r) I es un ideal de A+1.
(i) AN es un ideal de A.
Ejercicio 11.2.22 (Producto de ideales). Si I, J son ideales de un anillo R probar que
IJ={ab)+---+ayb, :neN,a; €1,b; € J}
es un ideal de Ry que IJ CINJ.

0), determinar enteros a, b, c tales que (a) =
)-

(2
, () =(12)N(20) y (¢ ( 2)(20

Ejercicio 11.2.24 Si I, J son ideales de un anillo conmutativo y unitario R 'y I +J =R,
probar que IJ =1NJ (ver Ejercicio 11.2.22).

jerCICIO 11.2.25 Dado un ideal / de un anillo unitario R, probar que si 1g € I, entonces

Ejercicio 11.2.26 Dado R un anillo conmutativo y unitario y sean I, ,...,I; ideales de R
tales que I; +1; = R si i # j. Probar que: I; +M;;l; = R.

Ejercicio 11.2.27 Dado (R,+,-) un anillo e 7 un ideal de R, probar que existe una biyeccién
entre el conjunto de ideales de J de R que contienen a / y los ideales de R/I.

Ejercicio 11.2.28 Consideramos R = Maty«»(Z) y I = Maty»2(37Z). (Cuéntos elementos hay
en R/I?

Ejercicio 11.2.29 Determinar el nimero de elementos que posee el anillo Z[i] /(3 +i).

Ejercicio 11.2.30 ;Existe un anillo R con car(R) = 0 tal que para todo x € R existe n € N>,
con nx = 0g?

I ]erCICIO II 223 SiR=Z,I=(12)y J=
)=
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Homomorfismos de anillos

Nociones basicas

En el primer bloque hemos visto que un modo de obtener informacién sobre un grupo
es examinar su interaccién con otros grupos mediante homomorfismos. Esta nocién de una
aplicacién que conserva la estructura algebraica (en este caso las operaciones) se extiende a la
teoria anillos de un modo satisfactorio.

Definicion 11.3.1 Sean R y S anillos y f: R — S una aplicacién, decimos que f es un
homomorfismo de anillos si se cumplen las siguientes condiciones:

(H.A.I) Para todos a,b € R tenemos que f(a+b) = f(a)+ f(b),

(H.A.I) Para todos a,b € R tenemos que f(ab) = f(a)f(D).

Ejemplos 11.3.2 (1) La aplicacién f:7Z — 7Z/nZ dada para todo a € Z por f(a) =améd n

es un homomorfismo de anillos sobreyectivo.

(2) La aplicacién f:Z/6Z — 7/6Z definida por f(a) = 4a es un homomorfismo de anillos.

(3) Consideramos la aplicacién f: C — C dada por f(z) =Z para todo z € C. Usando las
propiedades de la conjugacion compleja (SecciénA.3) se puede probar que f es un
homomorfismo de anillos.

(4) La aplicacién f: R[x] — R que envia cada polinomio en su valor al evaluar en 2021, es
decir, f(P) =P(2021) es un homomorfismo de anillos sobreyectivo. De hecho, esto es un
caso particular de un resultado mas general (ver Corolario 11.6.16).

(5) La aplicacion f: C — Maty«2(R) dada por f(a+ bi) = <_a

b) es un homomorfismo
b a

de anillos.

Los homomorfismos de anillos satisfacen propiedades similares a los homomorfismos de
grupos. De hecho, como todo homomorfismo de anillos f : (R, +,-) — (S,+,) es un homo-
morfismo de grupos entre los grupos aditivos f : (R,+) — (S,+), podemos considerar su
nicleo Kerf = f~1({0s}) y su imagen Imf = f(R) y obtener de forma rdpida varias de las
propiedades listadas a continuacidn.

Propiedades 11.3.3 Sean Ry S anillos y f: R — S un homomorfismo de anillos. Entonces
se cumple que:

(1) f(Og) = 0s.
(11) Si A es un subanillo de R, entonces f(A) es un subanillo de S.
() Imf = f(R) es un subanillo de S.
(1v) Si B es un subanillo de S, entonces f~!(B) es un subanillo de R.
(V) SiIesunideal de Ry f es sobreyectivo entonces f(I) es un ideal de S.

(VI) Si J es un ideal de S, entonces f~'(J) es un ideal de R.

(vin) Kerf = f~1({0s}) es un ideal de R.

Definicion 11.3.4 Sean R y S anillos unitarios y f: R — S un homomorfismo de anillos
decimos que f es un homomorfismo de anillos unitarios si f(1z) = 1s.
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Definicion 11.3.5 Sean R y S dos anillos y f: R — S un homomorfismo de anillos. Si f es
un homomorfismo de anillos biyectivo decimos que es un isomorfismo,

Propiedades 11.3.6 Sean R,S,T tres anillos. Entonces se cumple que:
(M Sif:R—Syg:5— T son homomorfismos de anillos, entonces go f es un homo-
morfismo de anillos.
(1) Si f:R — S es un isomorfismo de anillos, entonces f~!:S — R es isomorfismo de
anillos.

Definicion 11.3.7 Sean R y S dos anillos. Si existe un isomorfismo entre dos anillos R y S
diremos que R y S son anillos isomorfos y escribiremos R ~ S.

Observacion 11.3.8 Si R,S y T tres anillos. Siempre se cumple que R~ R. Si R~ S, entonces
S ~ R (Propiedad I1.3.6.(I1)). Si R~ Sy S~ T, entonces R ~ T (Propiedad 11.3.6.(1))

Teoremas de isomorfia

Podemos extender los teoremas de la Seccidén 1.6.2 al contexto de anillos. Los resultados son
idénticos, basta cambiar las palabras grupo, subgrupo y subgrupo normal por anillo, subanillo e
ideal, respectivamente.

Lema 11.3.9 Sean R y S anillos, f: R — S un homomorfismo de anillos e I un ideal de R
con I C Kerf, se cumple que:

f:R/I — S dado por f(a+1I)= f(a) para todo a € R
es un homomorfismo de anillos. Ademds, f es el tnico homomorfismo de anillos g: R/l — S
tal que g(a+1) = f(a) para todo a € R.

Demostracion. Como f es un homomorfismo de anillos, f es, en particular, un homomorfismo
de grupos y, como I es un ideal, (I,+) es un subgrupo normal de (R,+) contenido en el Kerf.
Por tanto, aplicando el Lema 1.6.15, se tiene que f: R/I — S estd bien definido, es tnico y es
homomorfismo de grupos, es decir, se cumple (HA.I).

Finalmente, basta observar que por la definicién del producto en R/l y como f es homomorfismo
de anillos para todos a,b € R se tiene que

f(a+D)(b+1)) = f((ab) +1) = f(ab) = f(a)f(b) = fla+ D) f(b+1). W

Observacion 11.3.10 Sean R y S anillos unitarios, f : R — S un homomorfismo de anillos
unitarios e I un ideal de R con I C Kerf, entonces f : R/I — S, dada por el Lema anterior, es
también un homomorfismo de anillos unitarios porque

f(gy) = f(r+1) = f(1g) = 1s.

Teorema 11.3.11 (Primer Teorema de Isomoifia). Sean R y S anillos, f : R — S un homo-
morfismo de anillos, entonces se cumple que

R/Kerf%lmf.

Demostracion. Por el Lema 11.3.9 sabemos que f: R/Kerf — S es un homomorfismo de anillos.
Vemos que
acKerf < fla+Kerf)=0s < f(a)=0s.
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Por tanto, se tiene que a € Kerf si y solamente si a € Kerf o, equivalentemente, a + Kerf =
Og + Kerf = Og /ker- Por consiguiente, se cumple que f es inyectiva.

Finalmente, observamos que Imf = Imf y, en consecuencia, f : R/Kerf — Imf es un isomorfis-
mo de anillos. |

Ejemplos 11.3.12 (1) Consideramos f: Q[x] — R dada por f(P)= P(0), la evaluacién en 0.
Comprobamos que f es un homomorfismo de anillo, que la imagen es Imf = Q y que el
nicleo es Kerf = {P(x) € Q[x] : P(0) =0} = (x). Por consiguiente, aplicando el Primer
Teorema de Isomorfia tenemos que

Qll /() ~ Q.

(2) Consideramos f : Maty«»(Z) — Maty«2(Z/77) el homomorfismo de anillos que envia
cada matriz A en la matriz que resulta al tomar clase de sus entradas médulo 7, es decir,

esta dado por
f<(a1,1 a1,2>) _ ([a1,1]7 [a1,2]7)
a) axp lax1l7 [az2)7)

Comprobamos que f es un homomorfismo de anillos, que f es sobreyectivo y que
Kerf = Maty»(77Z), luego, por el Primer Teorema de Isomofia, se cumple que

Matgxz(Z)/Mat2X2(7Z) ~ MatZXz(Z/7Z).

Para probar el Segundo Teorema de Isomorfia necesitamos un resultado andlogo al que
relacionaba subgrupos y subgrupos normales (Teorema 1.5.27). En este caso, relacién se establece
entre subanillos e ideales estd planteada como un ejercicio, ver Ejercicio 11.2.21, y sirve para
practicar con las caracterizaciones de subanillos e ideales (Proposiciones I1.1.17 y 11.2.2).

Teorema 11.3.13 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea R un anillo, / un ideal de R y A
un subanillo de R, entonces se cumple que

A/(Am) ~ (A—H)/I.

Demostracion. Consideramos el homomorfismo de inclusién i : A — A+ 1 dado por i(a) =
a+0g =a y el homomorfismo de paso al cociente p:A+1 — (A+1)/I dado por p(a+x) =
(a+x)+1. Por el Ejercicio 11.2.21, i y p son homomorfismos de anillos y por la Propiedad
I1.3.6, f =poi:A— (A+1)/I es también un homomorfismo de anillos.

Observamos que f es sobreyectivo porque dado b+17 € (A+1)/I existen a € A y x €[ tales
que b+I=(a+x)+I=a+1= f(a).

Por otro lado, tenemos que Kerf = ANI porque f(a) = Ouypyrsiysolosia+l=0r+1siy
solo si a € 1.

Finalmente, por el Primer Teorema de Isomorfia, concluimos que (A+1)/I~A/(ANI). [

Ejemplo 11.3.14 (1) En el anillos de los enteros (Z,+,-) consideramos el subanillo A =47
y el ideal I = 6Z. Por el Segundo Teorema de Isomofia tenemos que

(4Z+6Z)/6Z ~ 4L/ (AZN6L).
Por el Ejercicio 1.2.19, sabemos que 4Z+ 6Z =27 y que 4ZN6Z = 127, luego

(2Z)/6Zz4Z/(12Z).
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(2) En R[x] consideramos el subanillo A = Z[x] y el ideal I = {P(x) € R[x] : P(0) =0} = (x).
Por el Segundo Teorema de Isomorfia tenemos que (Z[x] + (x)) / (x) = Zlx] / (Z[x] N (x)).

Para demostrar los dos primeros teoremas de isomorfia hemos realizado la prueba de forma
directa sin usar los teoremas para grupos. Sin embargo, como veremos en este dltimo caso, las
pruebas anteriores pueden simplificarse si se emplean los resultados conocidos para grupos.

Teorema 11.3.15 (Tercer Teorema de Isomoifia). Sea R un anillo e /,J ideales de R con
I CJ. Entonces J/I es un ideal de R/I y se tiene que

(R/I)/(J/I) ~ R/J.

Demostracion. Consideramos f : R/I — R/J dada para todo a € R por f(a+1) =a+J, por la
prueba del Teorema 1.6.23 (Tercer Teorema de Isomorfia para grupos), sabemos que f estd bien
definida y es un homomorfismo sobreyectivo entre los grupos (R/I,+) y (R/J,+). Observamos
que f((a+1)(b+1)) = f((ab)+1) = (ab)+J = (a+J)(b+J) = f(a+1)f(b+]1), es decir, f es
un homomorfismo de anillos. Por la prueba del Terecer 1.6.23, sabemos también que Kerf =J/I
y, por tanto, J/I es un ideal de R/I y, por el primer teorema de isomorfia, concluimos que
(R/I)/(J/I) =~ R/J. |

Ejemplos 11.3.16 (1) Observamos que 7Z y 287 son subanillos e ideales de Z con 287 C
7Z. Consideramos los anillos (Z/28Z,+,) y (7Z/28Z,+,-) y por el Tercer teorema de
Isomofia se tiene que

(2,/28Z) / (72,/287) ~ (Z)1Z).

(2) En Z[x] consideramos I = (2) y J = (2,x> +x+ 1) y observamos que (2) C (2,x> +x+1)
y consideramos los anillos (Z[x]/(2),+,-) y ((2,x* +x+1)/(2),+,), luego por Tercer
teorema de Isomofia se tiene que

(Z[X]/(2))/((27XZ+X+ 1)/(2)) = (Z[/(2,2% +x+1)).

Teorema chino del resto

Gran parte de los resultados de teorfa de anillos son generalizaciones a un anillo cualquiera
de resultados que son ciertos en (Z,+,-). El teorema chino del resto en los enteros establece un
isomorfismo entre los enteros médulo N € N> y el producto cartesiano de los enteros mddulo
nj € N>y, donde N = niny---ni con n; dos a dos primos entre si. Este isomorfismo puede
extenderse para anillos arbitrarios. Recordamos que, por el Ejercicio 1I.1.24, se puede definir
una estructura de anillo sobre el producto de un conjunto de anillos definiendo la suma y el
producto componente a componente.

Teorema 11.3.17 (Teorema chino del resto). Sea (R,+,-) un anillo, n € N> e I1,b,...I, C
R ideales tales que se cumple que

(%) para todo j€{1,2,...,n} T4 ﬂ Iy =R,
4

k#j
ke{1,2,...n}

entonces se tiene que

R/(hNLN---NL,) ~  R/LXR/Lx xR/,
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Demostracion. Consideramos la aplicacion de paso al cociente f: R — R/I} xR/l X -+ X R/I,
dada por
fla)=(a+NL,a+0h,...,a+1,).

Tenemos que f es un homomorfismo de anillos por ser un homomorfismo de anillos en cada
componente del producto S := ;?:1 R/I;. Observamos que:

f(a):()s & acel,aeh,...,acel, < aEﬂ’}lej.

En consecuencia, se tiene que Kerf = ;_,/;. Probaremos a continuacién que f es sobreyectivo.
Dados ay,as,...,a, € R vamos a demostrar que existe x € R tal que para todo j € {1,2,...,n}
se cumple que x+1/; = a;+1;. Por la condicién (x), para todo j € {1,2,...,n} podemos escribir
aj=cj+d; con c;el; y d;e ﬂ I.
i

J
ke{1,2,...n}

Tomamos x = d; +d, +---+d, y comprobamos que para todo j € {1,2,...,n} se satisface
que x+1;=dj+1;=(aj—cj)+1j=a;+1;. De manera que f(x) = (x+1,x+h,...,.x+1,) =
(a1 +1N,a+1D,...,a,+1,), es decir, f es sobreyectivo. Finalmente, por el primer teorema de
isomorfia se concluye que

R/ (1j =R/(Kerf) ~Imf =[[R/I;.
j=1 Jj=1
[

Ejemplos 11.3.18 Veamos como se interpretan las condicién (x) de este teorema en (Z,+,-).
Por el Ejercicio 11.2.20, sabemos que / es un ideal de Z si y solo si es de la forma I = mZ con
m € N. Por tanto, la condicién (%) se puede reescribir como: tenemos mj,ms...,m, € N tales
que
(%) para todo j € {1,2,...,n} m;Z+ ﬂ mZ. = 7.
k#j ke{1,2,...n}

Nuestro objetivo es probar que
(*) & med (m,m;)=1 Vk,je{l,...,n}.
Recordamos que por el Ejercicio 1.2.19 se tiene que

ﬂ myZ =m.eam. ({my : k# j, ke {1,2,...,n}})
k#j ke{12,...n}

y por ese mismo ejercicio sabemos que

m;Z + N mZ =m.cd. (mj, mcm. ({my : k# j, ke {1,2,...,n}})).
k#j ke{l1,2,...n}

Por la Identidad de Bezout (Corolario A.2.10 y ObservacionA.2.11), se tiene que
(*) & med (mj,mem. ({my : k#j, ke{l,2,...,n}})) =1
Finalmente, como en el Corolario A.2.13.(VIII) podemos probar la siguiente igualdad

m.c.d. (a, m.c.m. (by,by,...,b,)) = m.cm. (m.c.d.(a,b;),mc.d.(a,by),...,mc.d.(a,b,))
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y deducir que para todo j € {1,...,n} se tiene que

m.c.d. (mg,mj) =1,

wke{l,....n} & med. (mj,mem. ({m : k#j, ke{l,2,...,n}}))=1.

Por tanto, el Teorema Chino del Resto se puede aplicar a cualquier conjunto de nimeros
naturales que sean primos entre si. En otras palabras, si para todos k,j € {1,...,n} tenemos
que m.c.d. (mg,m;) = 1, entonces se cumple que

Z/mem. (my,...,my)2 " "2 Z/(leﬂmZZﬂ AT 5 T T X DT X -+ X T T

Por ejemplo,como m.c.d.(3,5) =1 o como m.c.d.(2,7) =1, m.c.d.(7,9) =1y m.c.d.(2,9) =1
se tiene que

7)157 ~ 7.)37 % 7,/ 5Z. 7.J1267. ~ 7.J27. % 7./ 17 x /9.

Obtener una representacion de la interseccién de un conjunto de ideales puede ser bastante
complicado y, por este motivo, buscamos una representacién mds practica de la condicién (x)
y de la interseccion de los ideales (), /; que aparece en el anillo cociente. La condicion (%)
se puede simplificar gracias al Ejercicio I1.2.26. Por otra parte, la interseccion de ideales se
puede reescribir para en anillos conmutativos y unitarios empleando el producto de ideales, ver
Ejercicio 11.2.22 para la definicién. En general, no podemos afirmar que IJ =1MNJ, pero si R es
un anillo conmutativo y unitario y se cumplen ciertas condiciones adicionales si se satisface la
igualdad, ver Ejercicio 11.2.24.

Teorema 11.3.19 (Teorema chino del resto en anillos conmutativos y unitarios). Sea
(R,+,-) un anillo conmutativo y unitario e Iy,5,...,I, ideales de R tales que Iy +1; = R si
k # j. Entonces:

(1) para todo j € {1,2,...,n} se tiene que /; + ﬂ Iy =R,
ke{12,...n}, kj

(ar) se tiene que I1lr---I, =11NLN---N1,.
(1) se cumple que

R/(hL--1,) ~ R/} xR/Lx--- xR/,

Observacion 11.3.20 Con esta reescritura se ve, de forma directa por la Identidad de Bezout,
que la condicién Iy +1; = R si k # j se traduce en Z como m.c.d.(my,m;) =1 si [ =mZ y
I; = m;Z como habiamos probado en el Ejemplo I1.3.18.

I Ejercicio 11.3.21 Probar las Propiedades II.3.3 de los homomorfismos de anillos.
I Ejercicio 11.3.22 Probar la Propiedades I1.3.6 sobre la composicién de homomorfismos.
Ejercicio 11.3.23 ;Existen dos anillos (R,+,-) y (S,+,-) y f:(R,+) — (S,+) un homomor-

fismo entre los grupos aditivos que no sea homomorfismo de anillos, es decir, f satisface
(HA.I) pero no satisface (HA.II)?

Ejercicio 11.3.24 ;Se puede construir un homomorfismo entre dos anillos unitarios que sea
homomorfismo de anillos pero que no sea homomorfismo de anillos unitarios?

Javier Jiménez Garrido - @@®®®



1.3 Homomorfismos de anillos 69

Ejercicio 11.3.25 Determinar si las siguientes aplicaciones son o no homomorfismos de
anillos:
(1) f:Z/5Z — Z/10Z dada por f(x) = Sx.
(1) f:Z/5Z — 7,/30Z dada por f(x) = 6x.
() f:7Z/10Z — 7 /107 dada por f(x) = 2x.
(1v) f:Z/4Z — 7/127 dada por f(x) = 3x.
Son homomorfismos de anillos unitarios?

Ejercicio 11.3.26 Demostrar que todo homomorfismo de anillos f : Z/nZ — Z/nZ es de
la forma f(x) = ax para algin a € Z/nZ idempotente. Si f es homomorfismo de anillos
unitarios, ;Qué posibilidades hay para f?

Ejercicio 11.3.27 Probar que si f :7Z/nZ — Z/mZ es un homomorfismo de anillos entonces
f(1) = a para algin a € Z/mZ idempotente. Demostrar que esta condicién es necesaria pero
no suficiente para que f sea homomorfismo.

Ejercicio 11.3.28 Si f:Z xZ — Z x Z es un homomorfismo de anillos unitarios, ;qué
valores puede tomar f(1,0)?

los siguientes casos:

1 G=H =7,

(1) G=H=7ZX12,
() G=ZxZyH=2Z,
av) G=H =Q.

Ejercicio 11.3.30 Determinar un sistema completo de representantes de las clases del anillo
R =7Z[x]/(x* + 1) y comprobar que R es isomorfo a Z][i].

Ejercicio 11.3.31 Probar que los anillos:

{<Z 2ab> :a,bez} y  ZV2]={a+bV2 : a,bc 7}

son isomorfos.

Ejercicio 11.3.32 Dado (R,+,-) un anillo unitario, consideramos el homomorfismo caracte-
ristico:
K:Z — R
m  — K(m) =m-lg=1g+---(m veces) -+ I

Se pide:

(1) Probar que x es el tinico homomorfismo de anillos unitarios de Z en R.

(Ir) Probar que Im Kk es el menor subanillo unitario contenido en R.
(111) Probar que existe n € N tal que Im x ~ Z/nZ y deducir que car(R) = n.
Como consecuencia, de forma alternativa y equivalente, podemos definir la caracteristica del
anillo R como el tnico niimero n € N tal que R contenga un subanillo isomorfo al anillo
cociente Z/nZ (Observad que Z/0Z = Z/{0} ~ Z). En este sentido, decimos que R tiene
caracteristica n € N porque n caracteriza la imagen canénica de Z en R.

| Ejercicio 11.3.29 Determinar todos los homomorfismos de anillos unitarios f: H — G en

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



.4

11.4.1

70 Capitulo Il Introduccién a la teoria de anillos

Ejercicio 11.3.33 Dados R y S anillos conmutativos unitarios y f : R — S un homomorfismo
de anillos sobreyectivo. Probar que car(S) | car(R). Deducir que dos anillos isomorfos tienen
la misma caracteristica.

Ejercicio 11.3.34 Estableciendo un isomorfismo adecuado, determinar la caracteristica del
anillo Z[i]/(2+1i). (ver Ejemplo 11.2.14)

Ejercicio 11.3.35 Probar, haciendo uso del teorema chino del resto, que
(1) Z/30=Z/3ZXZ/10Z~=Z/2 X Z/]15Z ~ 727 x L/3Z x Z]5Z.
() Q]/(¥*—1) = Qlx]/(x+1) x Qx]/(x - 1).

I Ejercicio 11.3.36 (Es cierto que R[x,y]/(xy) = R[x,y]/(x) x R[x,y]/(y) ?

Dominios y cuerpos

Nociones bdasicas

Se podria afirmar que la nocién de de anillo se establece para intentar extrapolar las propie-
dades algebraicas de los de los enteros (Z,+,-) a un contexto abstracto. Sin embargo, la nocién
de anillo no es la generalizacién més fiel de los enteros. A parte de las dos propiedades obvias,
conmutatividad y existencia de elemento neutro para el producto, hay otro rasgo fundamental
que posee el anillo de los enteros y que no poseen los anillos conmutativos y unitarios en
general: se verifica la ley de cancelacién. En esta seccion introducimos un tipo particular de
anillos que tienen estas tres propiedades: los dominios de integridad.

Definicion 11.4.1 Sea (D,+,-) un anillo, decimos que D es un dominio de integridad o
simplemente un dominio si se tiene que

(D.I) D es un anillo conmutativo.
(D.II) D es un anillo unitario.
(D.III) el tdnico divisor de cero en D es Op.

Estrechamente ligada a la nocién de dominio tenemos la nocién de cuerpo.

Definicion 11.4.2 Sea (F,+,-) un anillo, decimos que F es un cuerpo si se tiene que
(FI) F es un anillo conmutativo.
(FII) F es un anillo unitario.
(FII) U(F)=F\{0f}.

(En otras palabras, F es cuerpo si y solo si (F,+,-) es un anillo y (F\{Or},-) es un grupo
conmutativo).

Ejemplos 11143 (1) (Z,+,:) y (Q,+,-) son dominios, pero Q es cuerpo y Z no.

(2) Los anillos (a) (Matsx3(Z),+,-), (b) (Z/12Z,+,-), (¢) (Z X Z,+,-) y (d) (5Z,+,-) no
son dominios.
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Teorema 11.4.4 Todo cuerpo es un dominio de integridad.

Demostracion. Sea (F,+,-) un cuerpo como F satisface (FI) y (FII) satisface (D.I) y (D.II) y,
por tanto, s6lo es necesario comprobar que se cumple la propiedad (D.III). Por (F.II), existe
lpeFylpeU(F), por (FIIl), F\{Or} =U(F), luego 1r # Of. Por lo que existe a € F con
a # Of y tenemos que Opa = Op. Por esta razén, Or es divisor del cero.

Veamos ahora que Of es el tnico divisor de cero. Dados a,b € F con a-b = 0p, si a # Op
entonces, por (FII), a € U(F) y observamos que:

b=1lp-b=(a"a)-b=a' (a-b)=a'-0p =0p.

Andlogamente, vemos que si b # O, entonces a = Or. Por consiguiente, F verifica (D.III) y
concluimos que F es un dominio. |

Observacion 11.4.5 Se cumple que
{Cuerpos} C {Dominios de integridad} C {Anillos conmutativos y unitarios}

y el contenido es estricto en ambos casos.

De ahora en adelante, vamos a centrar nuestro estudio en analizar cdmo se pueden extender
las propiedades del dominio de enteros a cualquier dominio. En particular, aunque en un dominio
pueda haber elementos que no tienen inversos para el producto la ley de cancelacién sigue
siendo vélida gracias a la conjuncién de la propiedad distributiva y a (D.III).

Proposicion 11.4.6 — Ley de cancelacion. Sean D un dominio y a,b,c € D con a # Op.
Se cumple que
si ab=ac, entonces b=c.

Demostracion. Dados a,b,c € D con a # Op, tales que ab = ac, sumando a ambos lados el
inverso aditivo de ac, observamos que ab —ac = Op y, por la propiedad distributiva, vemos
que a(b—c) =0p. Como D es un dominio y a # Op, por la propiedad (D.III), deducimos que
b—c=0p y, sumando a ambos lados ¢, concluimos que b = c. |

Veamos ahora que que con alguna propiedad adicional un dominio es un cuerpo.

Teorema 11.4.7 Todo dominio de integridad finito es un cuerpo.

Demostracion. Sea (D,+,-) un dominio como D satisface (D.I) y (D.II) satisface (FI) y (F.II)
y, por tanto, s6lo es necesario comprobar que se cumple la propiedad (F.III).

Veamos que U(D) = D\{0p} por doble contenido.

Tomamos a € U(D), si a fuera igual a Op, por (D.III) como Op es divisor del cero entonces
existe b € D, b # Op tal que ab = 0pb = 0p. Observamos que

b=1pb=(a"'a)b=a"'(ab) =a"'0p=0p,

lo que es absurdo porque b # Op. En consecuencia, a # Op y U(D) C D\{Op}.

Tomamos a € D con a # Op, consideramos el subconjunto de D, A := {a* : k € N}. Como
D es finito, A es finito, por lo cual, existen m,? € N tales que a” = a’ con m > ¢. Por (D.IID),
como a # Op, a no es divisor del cero y se tiene at # Op. Escribimos m = ¢+ k con k € N>,
y observamos que a‘af = a™ = a’ = a’lp. Por la Ley de cancelacién, deducimos que af = 1p,
luego a*~'a = 1p, es decir, @*~! es el inverso de a para el producto y a € U(D). Concluimos
que D\{Op} CU(D), por lo que se satisface (F.III). [
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Ejemplo 11.4.8 Sea n € N>;. Vamos a probar que son equivalentes:
(I) n es primo,
(1) (Z/nZ,+,-) es un dominio,

(1) (Z/nZ,+,-) es un cuerpo.

Demostracion. Sabemos que el anillo (Z/nZ,+,-) es conmutativo y unitario para todo n € N>,
(ver Ejercicio 1.1.6). .
Por tanto, s6lo hay que ver que ocurre con las propiedades (D.III) y (F.III).

(1) = (11) | Veamos que 0 es divisor de cero. Como n es primo n > 1, luego 1 #0y 1-0=0

en Z/nZ. Por ello, O es divisor de cero.

Veamos que O es el tnico divisor de cero.

Dados a,b € Z/nZ con ab =0 en Z/nZ, tenemos que n | ab. Por lo tanto, como n es primo
nla o n|b, es decir, a =0 6 b =0. En otras palabras, 0 es el dnico divisor de cero, se satisface
(D) y (Z/nZ,+,-) es un dominio.

(11) = (111) | Directo empleando el Teorema 11.4.7 porque (Z/nZ,+,-) es finito.
(TIr) = (1) | Veamos que —(I) = —(III) y supongamos que # no es primo.

Si n=1, entonces Z/1Z = {0} y 0 no es un divisor del cero, por lo que (Z/1Z,+,-) no es un
dominio y, por el Teorema I1.4.4, (Z/1Z,+,-) no es un cuerpo.

Sin>1y nno es primo, entonces, por la Proposicién A.2.20, existen r,s € {2,3,...,n—1}
con n = rs. Por este motivo, se tiene que rs =0 en Z/nZ, pero r 20y s # 0, es decir, r y s
son divisores de cero no nulos. Debido a lo cual, 0 no es el tnico divisor de cero por lo que
(Z/nZ,+,-) no es un dominio y, por el Teorema 11.4.4, (Z/nZ,+,-) no es un cuerpo. [

De esta forma, (Z/37Z,+,-), (Z/73Z,+,-) son dominios y cuerpos, pero los anillos (Z/6Z,+,-)
y (Z/21Z,+,-) no son ni dominios ni cuerpos.

Este ejemplo ilustra un fenémeno més general que se cumple en cualquier dominio relacio-
nado con la nocién de caracteristica. Realizaremos la demostracién de forma directa empleando
el Teorema II.2.16, aunque también es posible realizar la demostracién mediante el empleando
el homomorfismo caracteristico k : Z — D, ver Ejercicio 11.3.32

I Corolario 11.4.9 La caracteristica de un dominio es o bien 0 o bien p € N> con p primo.

Demostracion. Por el Teorema 11.2.16, como los dominios son anillos unitarios (D.II), basta
estudiar el orden aditivo del 1p.

Si O(1p) = oo, entonces car(D) =0 y hemos terminado.

Si O(1p) < oo, sabemos que car(D) = O(1p). Veamos que n = O(1p) es primo.

Veamos que n # 1. Razonando por reduccién al absurdo, si 1p = 0p, tendriamos que d =d-1p =
d-0p = 0p para todo d € D. Por consiguiente, D = {0Op} pero en este anillo Op no es divisor
de cero contradiciendo (D.III).

Por tanto, n > 1. Razonando de nuevo por reduccién al absurdo, suponemos que n no es primo,
es decir, existen 1 < s,f <n con n=st. Por la Propiedad 1I.1.14.(VI), se tiene que

O=nlp= (SZ‘)ID = (SID)(Z‘lp).

Por (D.III), tenemos que o slp =0 o t1p =0, lo que contradice que n es el menor natural
que satisface que nlp = 0. En consecuencia, n = O(1p) = car(D) debe ser primo. [

**Se podria probar también que (Z/nZ,+,-) es conmutativo y unitario para todo n € N> porque es isomorfo al
anillo cociente médulo nZ de (Z,+,-), que es un anillo conmutativo y unitario
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11.4.2 Ideales primos e ideales maximales

Definicion 11.4.10 Sean (R,+,-) un anillo conmutativo e / un ideal de R. Decimos que [ es
un ideal primo si se cumplen

(PI) I £R,

(P.II) para todos a,b € R tales que ab €[ se tiene que acl o bel.

Definicion 11.4.11 Sean (R,+,-) un anillo conmutativo e / un ideal de R. Decimos que / es
un ideal maximal si se cumplen

(M.I) T+#R,

(ML.II) para todo ideal J de R con I CJ CR se tiene que [ =J o J=R.

Ejemplos 11.4.12(1) En Z todo ideal de la forma (p) = pZ, con p € N> primo, es maximal y

2

3

primo.

Veamos que pZ es un ideal primo. Si p es primo, entonces p > 1y, asi, 1 & pZ, luego
pZ C 7, es decir, se cumple (P.I). Por otro lado, si ab € pZ, entonces p | ab y, por ser p
primo, o p|a o p| b, luego o a € pZ o b € pZ, es decir, se cumple (P.II).

Veamos que pZ es un ideal maximal. Hemos visto que se cumple (M.I), si pZ C J C Z, por
la forma de los ideales de Z, ver Ejercicio 11.2.20, tenemos que J = mZ para algin m € N>,
como p € pZ C J = mZ, tenemos que m | p y, como p es primo, por la ProposicionA.2.20,
tenemos que m = +1 o m = +p, es decir, o J =mZ =7 o J = mZ = pZ, luego se cumple
(ML.ID).

El ideal de Z[x] generado por 2 y x (ver Observacién I1.2.9), es decir, el ideal
(2,%) = ({2,}) = {P(x) -2+ Q(x) -x : P(x),0(x) € Z[x]}

es un ideal maximal de Z[x]. Se trata de un ejercicio comprobar que (2,x) es el ideal de los
polinomios cuyo término independiente es par, es decir,

(2,x) ={P(x) = i)ajxj € Zlx| : ap € 27},

luego 1 &€ (2,x) y (2,x) C Zx]. Se considera J un ideal con (2,x) C J C Z[x]. Como (2,x) C J,
tenemos que existe Q € J con O ¢ (2,x), luego si Q(x) = Y7 4b %/, entonces su término
independiente by es impar, luego bg = 2k+ 1 con k € Z. Observamos que podemos escribir

1=0(x)- Y bx/ —2keJ.
N~ j; /
& —m4 —(————
€(2x)CJ

Por consiguiente, se cumple que 1 € J y que J = Zlx]. (ver Ejercicio 11.2.25)

El ideal (x) ={Q(x)-x : Q(x) € Z[x]} es un ideal primo de Z[x] que no es maximal. Veamos
que (x) es primo. Vemos que 1 ¢ (x), luego (x) # Zlx].

Podemos comprobar que (x) = {P(x) € Z[x] : P(0) =0}, es decir, que (x) coincide con el
ideal de los polinomios que se anulan en O (ver Corolorio I1.6.16). Razonando por contra-
diccién, si Pi-P, € (x) y Pi € (x) y P> € (x) tenemos que P;(0)P>(0) = (PiP,)(0) =0, que
Pi(0) #0y que P»(0) #0, lo que es imposible porque Z es un dominio. Por tanto, tenemos

(x) cumple (PI) y (PII) y es primo. Sin embargo, (x) no es maximal porque
2¢(x) apartado anterior

®c @y ozl

=
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Proposicion 11.4.13 Sea (R,+,-) un anillo conmutativo y unitario. Todo ideal maximal es
un ideal primo.

Demostracion. Sea I un ideal maximal, como satisface (M.I) satisface (P.I). Veamos que se
satisface (P.II).

Dados a,b € R con ab € I. Si a ¢ I, entonces I esta estrictamente contenido en el ideal (/U (a)),
donde (a) = {ra : r € R} (Observacién I1.2.9) y, como I es maximal, por (M.II) tenemos que
R=(IU(a)). Por la Proposiciéon I1.2.11, se tiene que (IU(a)) =1+ (a), luego R=1+ (a). Como
R es unitario 1g € R =1+ (a), luego existen x € [ y r € R tales que 1g = x+ ra. Multiplicando
por b a ambos lados y, empleando la propiedad conmutativa, vemos que

b=>blg =b(x+ra)=bx+rab.

Como x €1, bxel y como abel, rab €1 de forma que b = bx+rab € I. Andlogamente, si
b &I vemos que a € I. En conclusién, [ verifica (P.II). |

Observacion 11.4.14 Si el anillo R no es unitario 0 no es conmutativo la proposicién anterior
es en general falsa. Por ejemplo, 9Z es un ideal maximal del anillo (3Z,+,-) pero no es primo
porque 3-3 =9 € 9Z pero 3 £ 9Z.

Teorema 11.4.15 Sean (R,+,-) un anillo conmutativo y unitario e / un ideal de R. Entonces

(1) R/I es dominio < [ es un ideal primo.

(1) R/I es cuerpo < [ es un ideal maximal.

Demostracion. Como (R,+,-) es un un anillo conmutativo y unitario (R/I,+,-) es también un
anillo conmutativo y unitario para todo ideal / de R. En otras palabras, s6lo hace falta ver que
ocurre con las propiedades (D.III) y (F.III) en cada caso.

(1) Supongamos que R/I es un dominio. Por (D.III), OR/I = 0g +1 es divisor del cero, es
decir, existe c+1 € R/I con ¢ +1# Og; tal que (c+1)(0g +1) =0g +1. Como c+1# Og +1,
tenemos que ¢ € I y, por tanto, I # R y se satisface (P.I).

Dados a,b € R con ab € I, observamos que (a+1)(b+1) = (ab)+1=1=0g/;. Por (D.II), o
a+1=0g;=10b+1=0g; =1, es decir, 0 a €l 0 b el Por consiguiente, / verifica (PII).
Supongamos que / es un ideal primo. Por (PI), existe ¢ € R con ¢ € 1, luego ¢ +1# Og/; y
se cumple que (c+1)(0g+1) = O/1, es decir, Og/; es divisor del cero.

Veamos ahora que es el tnico divisor del cero. Dados a,b € R con (a+1)(b+1) = Og/;. Tenemos
que (ab)+1=(a+1)(b+1)=0g; =1, luego ab € 1. Por (PII), 0o a €l o b €1, es decir, o
a+I1=1o0b+1=1, por lo cual se satisface (D.III).

(1) Supongamos que R/I es un cuerpo. Por el Teorema I1.4.4, R/I es un dominio y, por
el apartado (1), I es primo, luego I satisface (P.I) y, por tanto, I satisface (M.I).

Dado J C R un ideal con [ estrictamente contenido en J tenemos que existe b € J tal que b & I.
Por este motivo, b+1 7 I =0g/; y, por (EIIT), b+1 € U(R/I). En otras palabras, existe ¢ € R tal
que (c+1)(b+1) = lg/ = 1g+1y deducimos que (bc)+1= Ig+1. Asi pues, 1Ig—(bc) €I CJ
y, como b € J, bc € J concluyendo que 1g = (1g — (bc)) + be € J. Por lo tanto, se cumple que
J =R y concluimos que se verifica (M.II).
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Supongamos que / es un ideal maximal y probaremos que U(R/I) = (R/I)\{0} por doble
contenido.
Razonando por contradiccion, dado x+1 € U(R/I), si x+1 = Og/;, entonces se cumple que

IR+1=lgy = (x+Dx+1)"" = (Op +D)(x+1)" = 1.

En ese caso, 1g € I y tendriamos que / = R contradiciendo (M.I). En consecuencia, se verifica
que U(R/I) € (R/T)\{Og1}-

Reciprocamente, dado a+1 € (R/I)\{Og/;}, tenemos que a+1 # I, es decir, a ¢ I. Por
(M.IT), R =1+ (a) y deducimos que existen x € [ y r € R tales que 1g =x-+ ra. Por consiguiente,
se cumple que

Ig+1=x+1)+(ra+1) =1+ (ra+1)=(ra)+1=(r+I)(a+1).

En otros términos r+1 es el inverso de a+1, entonces (R/I)\{Og/;} € U(R/I) y concluimos
que R/I verifica (FIII). [

Ejemplos 11.4.16 (1) Por lo probado en el Ejemplo 11.4.12, tenemos que (Z/pZ,+,-) con
p € N> primo, es un cuerpo y un dominio (como ya habfamos visto en el Ejemplo 11.4.8).
Por otra parte Z[x]/(2,x) es un cuerpo y Z|[x]/(x) es un dominio que no es un cuerpo.

(2) Probar que el anillo cociente (Z/27)[x]/(x*+1) no es un dominio.

Por el Teorema 11.4.15, (Z/2Z)[x]/I es un dominio si y solamente si / es un ideal primo.
Por tanto, basta ver que (x*+1) = {Q(x)(x*+1) : Q(x) € (Z/2Z)[x]} no es primo. Ob-
servamos que en (Z/27)[x| se tiene que

(x+1)2=x*+2x4+1=x"+1,

es decir, (x+1)(x+1) €/ = (x*+1). Sin embargo, (x+1) & (x*+1), porque si (x+1) =
O(x)(x?+1) con Q(x) =ap+ayx+---+ax"y a; € Z/27Z para todo i € {0,1,2,....n} se
tendria, igualando coeficientes, que

ap=1, ai=1, a+ar,=0 si k€{2,....,n} y ay=a,_1=0,

que es un sistema que no tiene solucién en Z/2Z. En consecuencia, (x2 + 1) no es un
ideal primo y (Z/2Z)[x]/ (x*+1) no es un dominio.

Cuerpo de fracciones de un dominio

Hemos visto que todo cuerpo es un dominio y que todo dominio finito es un cuerpo. En
este apartado veremos que aunque, en general, los dominios infinitos no son cuerpos podemos
construir a partir de ellos un cuerpo que los contiene. El ejemplo cldsico del procedimiento
que vamos a describir de un modo abstracto es la construccién del cuerpo de los racionales
empleado el dominio de los enteros.

Teorema 11.4.17 Sea D un dominio. Entonces existe un cuerpo F con las siguientes propie-
dades:

(1) F contiene a un subanillo D isomorfo a D.

(Ir) Si L es un cuerpo tal que DCLCF, entonces L=F.
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Demostracion. Existencia: Por (D.III), como Op es divisor del cero en D tenemos que S :=
D\{0p} # 0 y consideramos D x S = {(d,s) : d € Dy s € S}. En este conjunto definimos la
siguiente relacion

(d],S])R(dz,Sz) <~ d1S2 =d281.

Se comprueba R es una relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva). Definimos
F :=(DxS)/R y representamos por d/s a la clase de [(d,s)|z. Definimos las operaciones:

+:FxF —» F . FxF — F
<d1 d2> disy +dosy <d1 d2> dids
5182 5152 51§ 5152

Vemos que estas operaciones estin bien definidas. Sean d;/s; = d|/s| y d2/s» = d>/$>, es
decir, d1S1 =dys1 y dash = dps>. Tenemos que

(dys2+ das1)(5152) = 1515252 + da$25151 = d1515252 + dasas1§1 = (d1$2 +das1) (s152).
(d1d2)(8152) = d151da$> = dys1dasy = (d1dr) (5152).

Por tanto (d/s1)+ (da/s2) = (d1/$1) + (d2/$>) y también (dy/s1) - (d2/s2) = (d1/$1) - (d2/$>).
Se comprueba de forma directa que (F,+,-) es cuerpo, que O =0p/1p es el elemento neutro
de la suma, 1r = 1p/1p es el elemento neutro del producto, —d/s es el opuesto de d/s y si
d/s # O su inverso para el producto es (d/s)~! =s/d.

(1) Consideramos la aplicacién ® : D — F dada por ®(d) =d/1p es un homomorfismo de
anillos unitarios inyectivo. Por lo que, aplicando el primer teorema de isomorfia D ~ Im® vy,
por la Propiedad 11.3.3, se tiene que D :=Im® es un subanillo de F.

(11) Sea L un cuerpo con D C L C F. Dado (d/s) € F cond €Dy s € S, como D C L tenemos
que d/1p,s/1p € L. Como s/1p # 0 existe (s/1p)~" y, como L es cuerpo, (s/1p)~! € L. Resulta
que, como L es cuerpo, (d/1p)(s/1p)~! € L y concluimos que

d_dlp_d(s\"'_
N IDS lD 1D
De modoque FCLyL=F. |

El teorema anterior, ademds de la existencia, garantiza la unicidad, salvo isomorfismo del
cuerpo de fracciones
Definicion 11.4.18 Sea D un dominio. El cuerpo F construido en el Teorema I1.4.17 se
denota por F(D) y se denomina cuerpo de fracciones de D.
Ejemplos 11.4.19 (1) Si K es un cuerpo K ~ F(K).
(2) El cuerpo de fracciones de (Z,+,-) es (Q,+,-), es decir, F(Z) = Q.

(3) El cuerpo de fracciones de (R[x],+,-) es el conjunto de fracciones racionales, es decir,
F(R[x]) =R(x) donde

R(x) := {

P
é : POERK], 0# O} (Fracciones racionales con coeficientes reales).

Ejercicio 11.4.20 ;Cuéntos elementos tiene el anillo (Z/1Z,+,-)? (es conmutativo?;es
unitario?;es un dominio?;es un cuerpo?
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Ejercicio 11.4.21 (Anillos de division). Los anillos (F,+,-) que verifican (F.II) y (F.III)
pero no necesariamente (F.I) se denominan anillos de division. ;Podrias dar un ejemplo de
un anillo (F,+,-) que satisfaga (F.II) y (EIII) pero no (FI)? ;y si adicionalmente imponemos
que F es finito? Nota: Tras intentar buscar un contraejemplo de la segunda pregunta buscar
informacion sobre el pequeno Teorema de Wedderburn.

1. R es unitario si y solo si S es unitario.

2. R es conmutativo si y solo si S es conmutativo.

3. R es un dominio si y solo si S es un domino.

4. R es un cuerpo si y solo si R es un cuerpo
Demostrar que los anillos Z, Z/12Z, Q, 127, Mat,»(Z) no son isomorfos.
Ejercicio 11.4.23 Dado R un anillos conmutativo y unitario, probar que

R satisface (D.III) <«  Og es divisor de cero y se cumple la ley de cancelacion en R.

Ejercicio 11.4.24 Dar un ejemplo de un anillo en el cual exista un elemento a # 0 que no

| Ejercicio 11.4.22 Dados R,S dos anillos isomorfos. Probar que:
I sea ni divisor del 0 ni unidad.

I Ejercicio 11.4.25 Determinar todas las unidades y divisores del cero en Z/3Z @ Z/6Z.

Ejercicio 11.4.26 Probar que Z[i] es un dominio de integridad. Determinar los elementos de
Z[i]/(2) y Z[i]/(3) ¢alguno de estos anillos es dominio de integridad?

Ejercicio 11.4.27 Si D es un dominio de integridad y se cumple que 20-1p = 12-1p ;Cudl
es la caracteristica de D?
I Ejercicio 11.4.28 Determinar las soluciones de x* 4+ 6x — 31 = 0(m6d72)

Ejercicio 11.4.29 Probar que el ideal ((1,0)) del anillo Z x Z es primo pero no es maximal.
Encontrar un ideal maximal en Z x Z.

I Ejercicio 11.4.30 Probar que (x*—2) es un ideal maximal en Q[x].
I Ejercicio 11.4.31 Probar que Q[v/6] = {a+bv/6 : a,b € Q} es un cuerpo.
Ejercicio 11.4.32 Consideramos las matrices de Mat,»»(C) dadas por

1—(5 (1’) B—(é f)l) C—<_01 (1)> D_((i) (l))

Definimos el subconjunto H = {al +bB+ cC+dD : a,b,c,d € R}. Probar que H es un
subanillo de Mat,>(C). ;Es H un cuerpo? Estudiar la relacion con el Ejercicio 1.2.22.
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Ejercicio 11.4.33 ;Podrias dar otros dos ejemplos de dominios con sus respectivos cuerpos
de fracciones distintos de los presentados en el Ejemplo 11.4.19?

Ejercicio 11.4.34 Dado D un dominio de integridad, F (D) su cuerpo de fracciones y K un
cuerpo. Entonces para cada homomorfismo de anillos unitarios f: D — K inyectivo, existe un
tnico monomorfismo g: F — K tal que go/ = f, donde ¢: D — F(D) es el homomorfismo

que envia d en %

Dominios de factorizacion Gnica, dominios de ideales principales y do-
minios euclideos

Elementos irreducibles y elementos primos de un dominio

La nocién de dominio generaliza de un modo mads fiel las propiedades de (Z,+,-) que la
nocién de anillo. Sin embargo, existen bastantes propiedades de (Z,+,-) que no se satisfacen
en cualquier dominio. Por ejemplo en (Z,+,-) todo ideal primo es maximal y en (Z,+,-) todo
entero mayor que 1 factoriza de forma tnica como producto de primos (Teorema fundamental
de la Aritmética). En esta seccién vamos a ver cdmo extender la descomposicién en factores al
contexto de los dominios.

Definicion 11.5.1 Sean D un domino de integridad y a,b € D. Decimos que a y b son
asociados si existe u € U(D) tal que a = bu y lo representamos por a ~ b.

Proposicion 11.5.2 Sean D un domino de integridad y a,b € D. Entonces

a~b < alb y bja

Demostracion. Si a ~ b, entonces existe u € U(D) tal que a = bu, luego au! = b. Por
tanto, a | by b | a.

Sia=0p como a|b, b=0py a=0p~0p=b.Si b=0p como b|a, a=0py
a=0p ~ Op = b. Finalmente, si a,b € D\{Op} y a|by b|a, existen c¢,d € D tales que ac =b
y a=bd. Por ello, a=acd y b =bdc y, por la Ley de cancelacién, 1p =cd y 1p =dc. En
consecuencia, ¢,d € U(D) y a~b. [ ]

Ejemplos 11.5.3 (1) Como U(Z) = {—1,1}, entonces para todo a € Z los tnicos asociados de
asonay —a.

(2) Dados P(x) = 3x> 4+ 6x y Q(x) = x> +2x. Como P(x) = 3Q(x) tenemos que P y Q son
asociados en Q[x| porque 3 € U(Q[x]).
Sin embargo, no son asociados en Z[x] porque 3 ¢ U(Z[x]) = {—1,1}.
Por otro lado, si los estudiamos como polinomios de Z/77Z[x|, ambos son asociados porque
3e€U(Z/)7Z[x]) ={1,2,3,4,5,6}. En resumen, la condicién de ser asociados o no depende
del anillo al que pertenezcan.

(3) Hemos visto que U(Z[i]) = {1,—1,i,—i} (ver Ejercicio II.1.27) luego 3, 3i, —3 y —3i son
asociados en Zli|. De la misma forma, 2+ 3i y —3+ 2i son asociados en Z[i].

Observacion 11.5.4 Se puede probar que a y b son son asociados si y s6lo si (a) = (b). (ver
Ejercicio 11.5.40).
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Definicion 11.5.5 Sean D un domino de integridad y a € D\{Op} con a ¢ U(D), decimos
que

(A) a es irreducible en D si tiene la siguiente propiedad:

si para todos b,ceD talque a=bc setieneque beU(D) o ceU(D).

(B) a es primo en D si tiene la siguiente propiedad:
si para todos b,c€D talque al|bc setieneque alb o alc.

Ejemplos 11.5.6 (1) Como U(Z) ={—1,1}, la definicién general de primo, Definicién I1.5.5
y la definicién particular en el caso de los enteros, Definiciéon A.2.17 coinciden. En otras
palabras, p es primo en Z por la Definicion I1.5.5 si y solo si es primo por la Defini-
ciéon A.2.17.

Por otro lado, en la Proposicién A.2.20, hemos probado que dado p € Z\{—1,0,1} se tiene
que p es primo en Z si y solo si p es irreducible en Z. Este hecho no es cierto en dominios
cualesquiera como veremos en esta seccion.

(2) Queremos estudiar los elementos irreducibles y los primos de C, pero tenemos que U(C) =
C\{0} todos los elementos no nulos son unidades, luego ningdin elemento cumple las
hipétesis de la Definicion 11.5.5, luego no hay ni elementos irreducibles ni primos en C.

En general si K es un cuerpo Como U(K) = K\ {0} no hay ningtin elemento con a # 0
y a ¢ U(K), luego no hay ni elementos irreducibles ni primos. Por tanto se trata de una
nocién que soélo tiene sentido para dominios D que no son cuerpos.

(3) 2 no es primo en Z[i]. En primer lugar, comprobamos que 2 # 0 y que 2 ¢ U(Z[i]) =
{£1,+i}. Por otro lado, observamos que (1+i)(1—i) =2, luego 2| (1+4i)(1 —i). Com-
probamos que 21 (1 +1i) porque si (1+1i) =2(a+ bi) tendriamos que a =b =1/2, lo que
es imposible porque a y b deben ser enteros. De la misma forma vemos que 21 (1—1i) y
concluimos que 2 no es primo en Z][i].

(4) P(x) =3x es irreducible en Q[x], pero no es irreducible en Z[x|.
(5) P(x) =x*—2 es irreducible en Q[x], pero no es irreducible en R[x].
Observacion 11.5.7 Dado a € D\{Op} con a ¢ U(D) y u € U(D) se tiene que:
(A) a es irreducible si y solamente si au es irreducible.
(B) a es primo si y solamente si au es primo.

En otras palabras, las nociones de primo e irreducible son estables por la relacién ~.

Observacion 11.5.8 Dado a € D\{Op} con a ¢ U(D) y ay,az,...a, € D. Por el Principio de
Induccién (ver TeoremaA.1.1) se puede probar que:

(A) Si a es irreducible y a = aja; - - - a,, entonces
existe j € {1,2,...n} tal que a; ¢U(D) y aq; € U(D) sii# jconic{l,2,...n}.

(B) Siaesprimoy a|aja;---a,, entonces existe i € {1,2,...n} tal que a | a;.
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Proposicion 11.5.9 Sea D un dominio y a € D\{Op} con a € U(D). Entonces tenemos que:
(1) a es primo si y sélo si (a) es un ideal primo.

(I1) si a es primo, entonces a es irreducible.

Demostracion. (1) Como a ¢ U(D) tenemos que 1p ¢ (a). Por tanto, (a) # D luego (a)
satisface (P.I).
Dados b,c € D con bc € (a) tenemos que a | bc 'y, como a es primo, a | b o a | c. Por
consiguiente, b € (a) o ¢ € (a), es decir, (a) satisface (PII) y, por este motivo, (a) es un
ideal primo.
Dados b,c € D tales que a | be, se tiene que existe r € D de modo que bc = ra. De
forma que bc € (a) y, por (P.II), se cumple que b € (a) o ¢ € (a). Dicho de otro modo,
alb o alc, entonces a es primo.

(I) Supongamos que a es primo y que existen b,c € D tales que a = bc, entonces alp = bc,
es decir, a | bc. Como a es primo a | b o a | c. Supongamos que a | b, luego ar = b para
algin r € D. Podemos escribir a = rac y como a # Op, por la Ley de Cancelacién, rc = 1p,
esto es, ¢ € U(D). Anédlogamente si a | ¢, vemos que b € U(D) y concluimos que a es
irreducible.

|

Ejemplo 11.5.10 En general, el reciproco de la Proposicion I1.5.9.(11) no es cierto, es decir,
en un dominio pueden existir elementos irreducibles que no son primos. Los anillos de la
forma (Z/nZ,+,-) no son muy dtiles en el estudio de dominios de integridad que no son
cuerpos porque como vimos en el Ejemplo I1.4.8, o bien son cuerpos si n es primo o bien no
son dominios para n no primo.

En este contexto, aparecen otros dominios (que no son cuerpos) y que nos van a servir para
entender la nocién de dominio de factorizacién tunica, que acabamos de introducir, y las de
dominio de ideales principales y dominio euclideo que veremos en las siguientes clases. Para
d € N>, consideramos los subconjuntos de (R,+,-) y (C,+,-) definidos por

Z[Vd] :={a+bVd : a,bcZ} CR, (ver Ejercicio 11.5.43 )
Z[iVd) = {a+biVd : a,b € Z} CC. (ver Ejercicio I1.5.42 )

(para d = 1, en el primer caso tenemos los enteros y en el segundo caso los enteros de
Gauss). Mediante el test de caracterizaciéon de subanillos se prueba que son subanillos de
(R,+,-) y (C,+,"), respectivamente. Comprobamos también que (Z[v/d],+,-) y (Z[ivd],+,")
son dominios. Aunque estos dominios pueden parecer sencillos esconden propiedades singulares
y complicadas de desentrafiar.

Nuestro objetivo es probar que en el dominio Z[i\/5] = {a + bi\/5 : a,b € Z} el elemento
1+iv/5 es irreducible pero no es primo. Para ellos vamos a hacer uso de las propiedades,
probadas en el Ejercicio 11.5.42, de la funcién N : Z[iv/5] — Z que a cada elemento de Z[iv/5]
lo envia en su médulo complejo al cuadrado, es decir,

N(a+bV5i) = a* +b*5.

En primer lugar, veamos que o := 1 +iv/5 es irreducible en Z[ir/5]. Supongamos que a = 37,
por el Ejercicio I1.5.42.(11), tenemos que 6 = N(ot) = N(B)N(y). Como la funcién N toma
valores en N, podemos distinguir dos casos:
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(@ N(B)=1y N(y)=6 (o N(B) =6 y N(y) =1). En este caso, por el Ejercicio 11.5.42.(111),
tendriamos que B es una unidad (o que ¥ es una unidad). En consecuencia, 1+ iv/5 es
irreducible en Z[i\/5].

(b) N(B)=2y N(y) =3 (0 N(B) =3 y N(y) =2). Veamos que este caso es imposible.
Tenemos que las ecuaciones: x> +5y> =2 y x>+ 5y> = 3 no tiene soluciones enteras.
Por tanto, no puede existir un elemento x -+ yiv/5 de Z[iv/5], con N(x+yiv/5) =2 o con
N(x+yiv/5) =3.

Por consiguiente, concluimos que 1 +iv/5 es irreducible en Z[i\@].

Veamos que & no es primo en Z[i/5]. Observamos que: (1 +iv/5) | 6 porque (1+4iv/5)(1 —
iv/5) = 6. Luego (1+iV/5) | 6, es decir, (1+iv/5)](2-3).

Veamos que (1+iv/5)12y que (1+iv/5)13.

Supongamos que (14iv/5) |2, es decir, (1+iv/5)B =2 para algin B € Z[iv/5]. Por el Ejercicio
11.5.42.(11) se tendrfa que 4 = N(2) = N((1+4iv/5)B) = 6N(B). Sin embargo, esto es imposible
porque N(B) € N. Por este motivo, (14 iv/5)12.

Anilogamente, comprobamos que (1 -+iv/5) 1 3.

Concluimos que 14-iv/5 es un elemento irreducible en Z[iv/5] que no es primo en Z[i/5]. En
otras palabras, el reciproco de la Proposicion I1.5.9.(I1) no es cierto.

11.5.2 Dominios de factorizacion Gnica

Introducimos un tipo especial de dominios donde la descomposicién tnica en elementos
irreducibles es posible.

Definiciéon 11.5.11 Sea D un dominio decimos que D es un dominio de factorizacién dnica
(D.E.U.) si

(DFU.]) cada elemento de no nulo y que no es una unidad se puede escribir como producto
de irreducibles de D.

(DFU.ID) si p1,p2,---Pn Y 491,92, --gm son elementos irreducibles de D tales que

Pip2: " Pn=4q192" " qm,

entonces se cumple que n =m y existe o € S, tal que para todo i € {1,2,--- ,n} se
tiene que p; ~ qq(;)-

En la Proposicion I1.5.9, se ha probado que en un dominio todo elemento primo es irreduci-
ble. Como muestra el Ejemplo 1I1.5.10, el reciproco no es cierto en general. Sin embargo, en
dominios de factorizacién tnica son conceptos equivalentes.

Proposicion 11.5.12 Sea D un D.F.U. Todo elemento irreducible es primo.

Demostracion. Dado a € D\{Op} con a € U(D) un elemento irreducible. Dados b,c € D tales
que a | be, es decir, tales que existe x € D con ax = bc, distinguimos tres casos:

(a) Si b€ U(D), entonces ¢ =ab 'x y tenemos que a | c.
Si ¢ € U(D), entonces b =ac~'x y tenemos que a | b.

(b) Si b=0, entonces a0 =0 = b y tenemos que a | b.
Si ¢ =0, entonces a0 =0 = c y tenemos que a | c.

(¢c) Sib,c¢U(D)y b,c € D\{0p}. Como D es D.F.U., por (DFU.I) podemos afirmar que
b=biby---b, y que c=cjicy--- ¢, con bj,c; irreducibles en D. Distinguimos dos subcasos:
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(c.1) Si x € U(D) entonces, como a es irreducible, por la Observacién 11.5.7, a = ax es
irreducible y @ = b1b, -+ -b,c1ca -+ - ¢g. Por la unicidad de la descomposicién (DFU.ID),
se tiene que o existe j € {1,2,...,r} tal que a ~ b; o existe i € {1,2,...,s} tal
que a ~ ¢;. Por tanto, existe u € U(D) tal que b = biby---bj_1(axu)bji1---by o
c=cicy---ci—1(axu)cipy -+ ¢ y concluimos que a|b 6 ac.

(c2) Si x¢U(D) como b,c € D\{0p} se tiene que x € D\{0p}. Por (DFU.I) podemos
afirmar que x = x;xo---x; con x; irreducibles en D y se cumple que ax;x;---x; =
biby---bycicy---cg. Como a es irreducible, por la unicidad de la descomposicion
(DFU.ID), se tiene que o existe j € {1,2,...,r} tal que a~b; o existe i € {1,2,...,s}
tal que a ~ ¢;. Del mismo modo, concluimos que a |b 6 a | c.

En todos los casos hemos visto que a | b 6 a| ¢, es decir, a es primo. |
Ejemplos 11.5.13 (1) Z es un D.F.U. (Teorema fundamental de la Aritmética (TeoremaA.2.21)).

(2) Z[x], Q[x], R[x], C[x] y (Z/pZ)[x] con p € N> primo son D.FU. (Como probaremos
detalladamente en la Seccién 11.6).

(3) Z/21Z no es un D.E.U. porque no es un dominio.

(4) Por el Ejemplo IL5.10, existe un elemento irreducible que no es primo en Z[iv/3],
1+iv/5, y, por la Proposicién 11.5.12, Z[iv/5] es un dominio que no es un dominio de
factorizacion Unica.

Nota: Podemos probar que Z[i\@] no es un dominio de factorizacion tinica de forma
directa, porque 6 factoriza de dos formas distintas como producto de irreducibles no

asociados entre ellos: 6=2-3 y 6 = (1+iv/5)(1—iV/5).

1.L5.3 M.C.D. y M.C.M en dominios de factorizacion Gnica

La existencia de una factorizacién Unica nos permite extender las nociones que conocemos
en (Z,+,-) de maximo comin divisor y minimo comtn mdltiplo a un D.E.U. cualquiera.

Definicion 11.5.14 Sean D un dominio y a,b elementos de D, decimos que un elemento d
de D es un maximo comin divisor de a y b si

(MCD.I) se tiene que d |a 'y d | b. (Divisor comiin)

(MCD.II) para todo c € D tal que ¢ |a y c| b se cumple que c | d.
(Mdximo para la relacion de divisibilidad)

Ejemplos 11.5.15 (1) De acuerdo con esta definicién 12 y —12 son dos maximos comunes
divisores de 36 y 24 en Z. Como se detall6 en la Notacién A.2.8, para evitar la dualidad
se elige del mdximo comun divisor en N.
(2) En R[x], dados los polinomios P(x) = 4x* —4 y Q(x) = 2x* + x> +2x+ 1, como P(x) =
4(x*+1)(x+1)(x—1) y como Q(x) = (2x+1) (x*+1) tenemos que un mdximo comtn
divisor es D(x) = (x* 4 1), pero también son méximos comunes divisores

1
2+ 1), E(x2+ 1), V3(*+1), r(*+1).
En general, cualquier polinomio de la forma r(x? 4 1) con r € R es un méximo comtn
divisor de P(x) y Q(x), es decir, hay infinitas posibilidades. En el contexto de polinomios
con coeficientes en un cuerpo, para garantizar la unicidad se suele elegir el polinomio
moénico como maximo comun divisor.
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Definicion 11.5.16 Sean D un dominio y a,b elementos de D, decimos que un elemento m
de D es un minimo comin miiltiplo de a y b si

(MCM.]) se tiene que a |m y b | m. (Miltiplo comiin)

(MCM.II) para todo n€ D tal que a |ny b|n se cumple que m | n.
(Minimo para la relacion de divisibilidad)

Observacion 11.5.17 Sid y d son dos mdximos comunes divisores de a y b, entonces d ~ d.
Si m y m son dos minimos comunes multiplos de a y b, entonces m ~ m.

Por consiguiente, el maximo comun divisor y el minimo comiin multiplo son tnicos salvo
producto por unidades, es decir, mddulo la relaciéon de equivalencia ~ (ver Ejercicio 11.5.39), o
en otras palabras, son dnicos en D/ ~.

Para probar que en todo D.F.U. siempre existen el maximo comun divisor y existe el minimo
comuin multiplo, vamos a emplear el siguiente lema auxiliar.

Lema 11.5.18 — Reordenacion de factores. Sean D un D.EU. y a € D\{Op} con a ¢
U(D). Entonces existen pi,p»,...,p, elementos irreducibles de D con p; # p; si i # j,
o,00,...,0, € N>y yucU(D) tales que

N o 4N o5} o
a=upy p, ~'-pm’".

Demostracion. Por por (DFU.I), podemos afirmar que a = aa;---a, con q; irreducibles en D.
En el conjunto A = {ay,a,...,a,} consideramos la relacién de equivalencia ~ (ver Ejercicio
11.5.39). Escribimos m := #(A/ ~), es decir, m € N>; es el nimero de clases de equivalencia
de (A/ ~)={Pi,Ps,...,Py,}. Para todo j € {1,2,...,m}, denotamos por «a; :=#P; y elegimos
un representante p; de la clase P;. Como las clases de equivalencia son disjuntas p; % p; si
i # j. Para todo j € {1,2,...,m} y para todo a; € P; tenemos que a; = hxp; con hy € U(D),
entonces definimos u; := [[,ep; /. Con esta notacion y empleando la propiedad conmutativa
del producto vemos que

— _ o [0%) Oy o O o,
a_a1a2...ar_u]pl uzpz ...umpmm_upl p2 ...pmm7

donde u = '}1:1 u; que es una unidad (Propiedad II.1.15.V). [ |

Proposicion 11.5.19 Sean D un D.FU. y a,b € D. Entonces existe al menos un maximo
comun divisor de a y b y al menos un minimo comtn multiplo de a y b.

Demostracion. Si a € U(D), o b€ U(D) o a=0p o b= 0p, entonces se puede probar la
existencia de al menos un maximo comun divisor de a y b y al menos un minimo comun
multiplo de a y b, sin necesidad de emplear la factorizacioén, ver Ejercicio 11.5.47 y Ejercicio
11.5.48.

Por consiguiente, supondremos que a,b ¢ U(D) y que a,b € D\{0}. En este caso, tenemos
que ab ¢ U(D) porque a,b ¢ U(D). Como D es un D.F.U., por el Lema II.5.18, podemos
afirmar que ab = wp!' p¥* .- pl* con p; irreducibles en D, w € U(D) y ¥ € N>;. Por (DFU.ID),
se cumple que

— o (¢4 oy [0 N(.%) (o4
a=up; uzp, '”umpnn_upl 12 PR

b= wp?‘vwgz---vnpf" = VPflpgzmpE",
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e o . . N
con o, i €Ny u=[IL u; y v=[I}L, v, Paratodo i€ {1,2,...,n} definimos & :=min(cy;, ;)
y Wi := max(oy, B;) y consideramos
01,8 5 M
d:=py'py - -py Yy m:=pypyopy

Comprobamos de forma directa que d es maximo comiin divisor de a y b y que m es un minimo
comun miultiplo de a y b. Por tanto, observamos que en un D.F.U., se verifica la definicién
usual en Z, usual: el mdximo comun divisor son los factores irreducibles comunes elevados al
minimo exponente (si no son comunes §; = 0) y el minimo comin multiplo son los factores
irreducibles comunes y no comunes elevados al midximo exponente. |

Observacion 11.5.20 Para definir el mdximo comin divisor y el minimo comtn miiltiplo de
un conjunto finito X = {x;,x2,...x,} de elementos de D podemos proceder de forma recursiva:
decimos que d € D es un mdximo comun divisor de x1,xp,...X,—1,X, Si d €s un mdximo comun
divisor de d,_; y x, donde d,_; es un mdximo comun divisor de x;,x3,...x,—1. Andlogamente
m € D es un minimo comin multiplo de x1,x2,...x,—1,X, si m es un minimo comin multiplo
de m,_; y x, donde m,_; es minimo comiin mdltiplo de x1,xp,...x,—1.

No obstante, también podemos definir estas nociones de forma axiomatica: Un elemento d de
D es un maximo comun divisor de xi,xp,...X,_1,X, Si

(MCD.I) para todo x € X se tiene que d | x.

(MCD.II) para todo ¢ € D tal que para todo x € X se tiene que ¢ | x, se cumple que ¢ | d.
Un elemento m de D es un minimo comuin multiplo de xj,x2,...x,—1,X, si

(MCM.I) para todo x € X se tiene que x | m.
(MCM.II) para todo n € D tal que para todo x € X se tiene que x | n, se cumple que m | n.

Se puede comprobar que ambas definiciones coinciden.

11.L5.4 Dominios de ideales principales

En el anillo (Z,+,-) todo ideal estd generado por un tnico elemento. Veamos como forma-
lizar esta propiedad para dominios cualesquiera.

Definicion 11.5.21 Sea (R,+,) un anillo, un ideal I se dice que es principal si existe a € R
tal que I = (a).

Definicién 11.5.22 Sea D un dominio de integridad, decimos que es un dominio de ideales
principales (D.I.P.) cuando todo ideal de D es principal, es decir, todo ideal estd generado
por un elemento.

Ejemplos 11.5.23 (1) Z es un D.L.P. (ver Ejercicio 11.2.20)

(2) Zlx] no es un D.LP. porque (2,x) no es principal. Razonando por reduccién al absurdo
si (2,x) = (P(x)) con P(x) € Z|[x] tendriamos que 2 € (P(x)), luego P(x) |2 y por ellos
P(x) € {£1,£2}. Como x ¢ (2) = (—2), necesariamente P(x) = £1. Sin embargo, +1 ¢
(2,x) porque los elementos del ideal (2,x) son los polinomios con término independiente
par (ver Ejercicio 11.4.12). En consecuencia, (2,x) no puede ser expresado como el ideal
generado por un dnico elemento de Z[x].
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En primer lugar, vamos a probar que en un D.L.P. toda sucesién creciente de ideales es
estacionaria.
Nota: Los anillos conmutativos con esta propiedad se conocen como anillos Noetherianos.

Proposicion 11.5.24 Sean D un D.IP. y (1,);._, una sucesion de ideales de D tal que para
todo n € N> se cumple que I, C I,.1. Entonces:

(1) I:=U;_,I, es un ideal.

(11) existe np € N> tal que para todo n > ng se tiene que I, = I,,.

Demostracion. (1) Dados x,y € I =U;" I, y r € D se tiene que existen ny,ny € N> tales que
x €1y, y €Ly, Si N:=max(n;,ny), como la sucesién de ideales es creciente, tenemos que
x,y € Iy. Como Iy es ideal x—y € Iy y rx,xr € Iy, luego x—y €1 y rx,xr € I. En consecuencia
por el test de caracterizacion de ideales I es un ideal.
(Nota: Este apartado es cierto en cualquier anillo R)

(11) Como D es un D.LP. y, por (1), I es un ideal, tenemos que existe a € D tal que I = (a).
Como a € I tenemos que a € U, 1, por lo tanto existe ny € N> tal que a € I,,. Como I, es
ideal se tiene que (a) C I,,. En consecuencia, para todo n > ng, como la sucesién de ideales es
creciente, se cumple que

(@) 1L, CIL, CU,y I, =1=(a).

En otras palabras, para todo n > ng se tiene que I, =1I,, =1 = (a). [

En los D.I.P. el reciproco de la Proposicion I1.5.9.(11) también es cierto, es decir, todo
elemento irreducible es primo. Ademads, en un D.L.P. todo ideal primo es maximal, propiedad
que no es cierta en los D.F.U.

Proposicion 11.5.25 Sean D un D.I.P. y a € D\{Op} con a ¢ U(D). Son equivalentes:
(1) a es irreducible.
(1) (a) es maximal.

(111) (a) es primo.

(IV) a es primo.

Demostracion. | (1) = (11) | Como a & U(D) tenemos que 1p ¢ (a). Por tanto, (a) # D luego
(a) satisface (M.I).

Dado J un ideal de D con (a) CJ C D, como D es un D.LP, existe b € D tal que J = (b).
Entonces a € (b) y existe ¢ € D tal que a = bc. Como a es irreducible, b es una unidad o ¢ es
una unidad. En el primer caso, tenemos que J = (b) = D. En el segundo caso, tenemos que
a~ by, por el Ejercicio 11.5.40, deducimos que (a) = (b) = J. En otras palabras, (a) satisface
(M.II) y, por este motivo, (a) es un ideal maximal.

(11) = (111) | Directo por la Proposicién 11.4.13.
(1) = (1v) | Directo por la Proposicién 11.5.9.(1).

(1v) = (1) | Directo por la Proposicién I1.5.9.(11). [ |

Los D.F.U. y los D.L.P. tienen tantas propiedades en comuin porque como muestra el resultado
principal de esta seccion todo D.I.P. es un D.E.U.
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Teorema 11.5.26 Todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacién unica.

Demostracion. EXISTENCIA DE LA DESCOMPOSICION (DFU.I)
Dado a € D\{Op} y a ¢ U(D). Veamos que a descompone como producto de irreducibles.

(1) Veamos que «a tiene algin factor irreducible.

Si a es irreducible hemos terminado. Si a no es irreducibles a = bja; con by,a; ¢ U(D).
Como a # Op tenemos que by,a; € D\{Op}. Si a; es irreducible hemos terminado. Si a; no
es irreducible a; = byay con by,a; ¢ U(D) no nulos. Iterando el proceso, si para todo n € N>,
a, no es irreducible, construimos dos sucesiones de elementos {a,}; ; y {ba};_;, que no
son ni unidades ni nulos con a, = b,y a,+1. Por tanto, la correspondiente sucesion de ideales
{(an)}_; cumple que (a,) C (ay+1) para todo n € N>;. Por la Proposicién 11.5.24, existe
no € N> tal que (a,) = (an,) para todo n > ng. En particular para n = ng+ 1, tendriamos, por
el Ejercicio I1.5.40, que ay,11 ~ dp,, es decir que a,, = uapy,+1 con u € U(D). Sin embargo, por
construccién sabemos que ay,, = by,11dn,+1, € decir, por la Ley de Cancelacion tendriamos que
bny+1 =u € U(D), lo que contradice nuestra hipétesis sobre b, ;. Consecuentemente, existe

k € N> tal que g es irreducible y a tiene algin factor irreducible.
(11) Veamos que a es producto de irreducibles.

Si a es irreducible hemos terminado. Si @ no es irreducible, por (1), existe p; irreducible tal que
a=picy con c; €U (D), ¢; #0. Si ¢; es irreducible hemos terminado. Si ¢; no es irreducible,
aplicando el apartado (1) a ¢ existe p, irreducible tal que ¢; = pacy con ¢ € U(D), ¢ # 0.
Razonando del mismo modo que en el apartado (1), pero esta vez considerando la sucesion de
ideales {(c)}:_,, concluimos que existe k € N> tal que ¢ es irreducible y a se escribe como
a= pip2--- pick, es decir, como producto de irreducibles.

UNICIDAD DE LA DESCOMPOSICION (DFU.II)

Dados p;,q; con i,j € N> elementos irreducibles en D, demostremos por induccién sobre n
que:

Vm€N21 si PipP2 Pn=49192" " dm

U
n=m y 3o0€S, talque Vic{l,2,....n} p;~qe@-

Veamos que se cumple si n =1, es decir, si p; = q192---qn. Como p; es irreducible, la
unica forma de que descomponga como un producto es que alguno de los elementos sea una
unidad (Observacién I1.5.8). Sin embargo, como para todo j € {1,2,...,m} se tiene que g; es
irreducible, por definicién, sabemos que g; ¢ U(D). Por consiguiente, la dnica posibilidad es
que m =1, y deducimos que n=m =1y que p; = q, es decir, se cumple la propiedad.

Supongamos que se cumple la propiedad para un cierto n € N>; y veamos que se cumple
para n+ 1. Tenemos que pip2---pPpPnt1 = q192---qm con p;,q; irreducibles en D. Como D
es un D.ILP. y p,4; es irreducible, por la Proposicién 11.5.25, sabemos que p,;+; es primo
y como p,11 | (q1g2---gm) sabemos por el Observacion I1.5.8 que p,i1 | ¢; para algin j €
{1,2,...,m}. En consecuencia, existe ¢ € D tal que p,;ic=¢;. Como g; es irreducible y como
Pn+1 € U(D), deducimos que ¢ € U(D) y que p,+1 ~ ¢;. En otras palabras, podemos reescribir
la igualdad como pips- - ppppt1 =q192- - qj—1(cPnt1)qj+1+ - gm. Como p,i1 # 0, por la Ley
de Cancelacién, deducimos que p1p2---pp =qi192---qj-19j+1---qm donde p; := ¢ 'p1 que es
irreducible (Observacion 11.5.7).
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Aplicando la hipdtesis de induccion, sabemos que n =m — 1 y que existe T biyectiva de
{1,2,...,n} en {1,2,...,j—1,j+1,...,m} biyectiva tal que p; ~ qy(; para todo i € {1,2,...,n}.
Definimos la permutacién ¢ :{1,2,...,n+1} = {1,2,...,n+1} por 6(i) =7(i) sii#n+1y
6(n+1) = j. Con esta notacién n+1=m, 6 € S,4 y para todo i € {1,2,...,n+ 1} se tiene
que p; ~ qq(;) y la propiedad se satisface para n+ 1.

En consecuencia, por el Principio de Induccién queda demostrado que para todos m,n € N>
si se cumple que p1p2---pn = q192---qm S€ tiene que n =m y que existe ¢ € S, tal que
Pi ~ qq(i) para todo i € {1,2,...,n}. En resumen, D verifica (DFU.II) y concluimos que D es
un D.F.U. |

Ejemplo 11.5.27 El reciproco no es cierto Z[x| es un dominio de factorizacién unica como
probaremos en la Seccién 1.6 que no es un dominio de ideales principales (ver Ejemplo 11.5.23)

Como todo D.I.P. es D.F.U., todas las propiedades probadas para D.F.U. son ciertas para D.L.P.
En particular, las nociones de maximo comun divisor y minimo comuin multiplo introducidas en
la subseccion anterior tienen perfecto sentido en un D.L.P. y podemos extender las relaciones
entre ideales que conocemos en (Z,+,-).

Proposicion 11.5.28 — Ejercicio 11.5.50. Sea D un D.L.P. y a,b,d,m € D. Entonces:

(1) (a)+(b) =(d) siy solo si d es un maximo comun divisor de a y b.
(Identidad de Bezout)

(1) (a)N(b) = (m) si y s6lo si m es un minimo comin miltiplo de a y b.

Nota: De acuerdo con la Proposicion I1.2.11 y la Observacion 11.2.9 se tiene que (a)+ (b) =

(@)U (D)) = (a;b).

11.L5.5 Dominios euclideos

Definicion 11.5.29 Sea D un dominio. Decimos que D es un dominio euclideo (D.E.) si
existe una aplicacién 6 : D\{Op} — N con las siguientes propiedades:

(DE.I) Para todos a,b € D\{Op} se tiene que d(a) < &(ab).

(DE.II) Para todos a,b € D con b # Op existen ¢,r € D tales que
a=bg+rcon o(r)<d8(b) 6 r=0.

Ejemplos 11.5.30 (1) Z es un dominio euclideo respecto al valor absoluto 6(m) = |m|.
Veamos que se cumple (DE.I)

Por las propiedades del valor absoluto sabemos que para todos m,n € Z se tiene que
|nm| = |m||n| y que |n| =0 siy sélo si n=0.
Por lo tanto, dados a,b € Z\{0}, se tiene que |b| > 1, luego 8(a) = |a| < |a||b| = |ab| =
O(ab). En otras palabras, se satisface (DE.I).

Se cumple (DE.II): Demostrado en el Teorema A.2.3.

(2) Si F es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios F[x| es un dominio euclideo respecto a
la funcién 8(P(x)) = gr(P(x)) (ver Teorema 11.6.34).

(3) Z[i] es un dominio euclideo respecto a la funcién N(a+ bi) = a® + b?. (ver Ejercicio 11.5.52)
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Observacion 11.5.31 Las condiciones (DE.I) y (DE.II) no garantizan la unicidad del cociente
y el resto. Para garantizar la unicidad es necesario que la funcién & verifique alguna condicién
adicional, ver Ejercicio I1.5.55. En el caso particular de los niimeros enteros, si no imponemos
ninguna condicién adicional es posible realizar dos divisiones una con resto negativo y otra con
resto positivo. Por ejemplo, que podemos dividir @ = 22 entre b = 3 de dos formas distintas de
acuerdo con (DE.II):
22=73)+1 con g=7, r=1, y |rf|=1<3=]b|,
22=8(3)+(-2) con ¢g=8, r=-2, y |r|=2<3=|b|

Proposicion 11.5.32 Sea (D, ) un dominio euclideo. Entonces:
() ueU(D) siy sélo si 6(u) =38(1p). (Ejercicio 11.5.53)

(11) Si a ~ b, entonces 8(a) = 6(b). (Ejercicio 11.5.54)

El resultado principal de esta seccion establece que todo D.E. es un D.L.P.

Teorema 11.5.33 Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.

Demostracion. Dado I un ideal de un dominio euclideo (D,d) veamos que esta generado por
un tnico elemento.

Si I ={0} tenemos que / = (0) y hemos terminado.

Si I\{0} # 0, consideramos X := {0 (x) : x € I\{0}} C N. Tenemos que X # 0, luego por el
Principio de Buena Ordenacion existe & = min(X). Sea b € I tal que 6(b) = &.

Veamos que I = (b). Como b € I, tenemos que (b) C I. Veamos ahora que / C (b). Dado
a €1, como (D,d) es un dominio euclideo y b # 0, existen ¢,r € D tales que a = bg+r con
0(r) < 6(b) o con r=0. Como I es un ideal, se tiene que bq € I, luego r = a — bq € I. Dado
que 0(b) = & = min(X), es imposible que se tenga que 6(r) < 6(b), por ese motivo r = 0. En
consecuencia, a = bg y se cumple que a € (b). Por esta razén, I C (b), concluimos que I = (b).
En resumen, se cumple que D es un D.L.P. |

Observacion 11.5.34 Por el Teorema 11.5.26 y por el Teorema I1.5.33, vemos que
{D. euclideos} C {D. de ideales principales} C {D. de factorizacién tnica} C {Dominios}.

Todas estos contenidos son estrictos, Z[iv/5] es un dominio que no es D.E.U. (ver Ejemplo
I1.5.13). El anillo de los polinomios con coeficientes enteros Z[x] es un D.F.U. que no es un
D.I.P. Finalmente, cabe destacar que hasta 1949 no se conocia un D.I.P. que no fuera D.E. El
ejemplo considerado proporcionado T. S. Motzkin es el dominio

H;\/E] = {(,H-b <Hl2\/ﬁ> ta,b EZ}.

H—i\/@]
2

Z

Tenéis desglosada en la lista de ejercicios la prueba de que Z|
D.E. siguiendo el articulo de O.A. Campoli de 1988 [4].

Como todo dominio euclideo es un dominio de factorizacién tnica es posible definir el
maximo comun divisor de dos elementos. Adicionalmente, en un dominio euclideo disponemos
de un algoritmo que nos permite calcular un m.c.d. de dos elementos, sin necesidad de conocer
su factorizacion en irreducibles: el Algoritmo de Euclides. La siguiente proposicién garantiza
que el algoritmo finaliza con éxito.

es un D.ILP. que no es un
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Proposicion 11.5.35 Sean (D,d) un dominio euclideo y a,b,d elementos de D con b # 0.
Si g,r € D son los elementos dados por la propiedad (D.E.II), es decir, tales que a = bg+r,
entonces tenemos que

d es un miximo comun divisor de a y b siy s6lo si d es madximo comun divisor de b y r.

Demostracion. Supongamos que d es un m.c.d. de a y b. Por (MCD.I) sabemos que d | a y que
d |b. Como r = a— bq, deducimos que d | r, es decir, d satisface (MCD.I) para b y r.

Dado ce D tal que ¢ | b y ¢ | r. Como a =bg+r vemos que ¢ | a. Como d es un m.c.d. de a y
bycomo c|ay cl|b, por (MCD.II) se tiene que ¢ | d, en otras palabras, d satisface (MCD.II)
para b y r. Andlogamente, si suponemos que d es un m.c.d. de b y r, concluimos que d es un
m.c.d. de ay b. |

ALGORITMO DE EUCLIDES
Entrada: Elementos a y b pertenecientes a un dominio euclideo.
Salida: Un médximo comiin divisor d de a y b.

1. p:=ayr :=b.

2. i+ 1.

3. Mientras r; # 0 hacer:

3.1. Aplicar (D.E.Il) a r;_| y r; para obtener ¢; y ri+1 con ri_j = r;q; + it+1-
32, i+ i+1.

4. La salida es: r;_;.

Como cada vez que aplicamos el paso 3.1 tenemos que o bien O(riy1) < 6(r;) o bien rip; =0
podemos asegurar existe un n € N> de modo que el algoritmo termina en n pasos. Empleando
la Definicién 11.5.14, se prueba que para todo a € D un m.c.d. entre a y Op es a. Cuando el
algoritmo termina, se cumple que r, =0, luego un m.c.d. entre r,,_; y r, es r,—1. Gracias a la
Proposiciéon 11.5.35, sabemos que d es un m.c.d. de r;_; y r; si y solo si d es m.c.d. de r;_»
y ri—1. Por consiguiente, como r,_; es un m.c.d. de r,_; y ry, tenemos que r,_; es un m.c.d.
de a y b. En otras palabras, el Algoritmo de Euclides da finaliza de forma correcta y el dltimo
resto no nulo r,_; esun m.c.d. de a y b.

Ejemplo 11.5.36 En Z[i] queremos calcular un maximo comun divisor de ¢ =11+3iy 8 =
1 + 8i. Realizamos la divisién en C de la forma habitual
_11+3i_(11+3i)(1—8i) 35 8. 7 17

S T 65 65 65 13 13"

Elegimos el elemento de Z[i] mds préximo a z; = (7/13) — (17/13)i (ver Figura IL.1), en
realidad es posible elegir cualquiera de los vértices del cuadrado que contiene a z; (EI resto y
el cociente no son tnicos). En consecuencia, tomamos como cociente g; = 1 —i dicho entero
operando tenemos que:

(1143i) = (1 —i)(1 +8i) + (2 — 4i).

Por lo tanto, el resto es r; =2 —4i, observamos que N(r;) =20y N(B) = 65, luego la division
es correcta. Repetimos el proceso y dividimos 3 entre r:

1480 (1+8i)(2+4) —30 20 -3

2T T 20 =30 T "2 T
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En este caso tenemos dos elecciones para el cociente igual de buenas, tomamos g = —1+iy
calculamos el resto:

(148i) = (=1 +i)(2—4i) + (—1+2i).

Por ende, r, = —1+ 2i observamos que N(r) =5 y N(r1) = 20, luego la division es correcta.
Iteramos el proceso y tenemos que

2—4i
H = = — s
S Y
luego g3 = —2 y r3 = 0. Como un mdximo comdn divisor de & y 8 es el tltimo resto no nulo,

es decir —1 +2i.

Figura II.1: Representacion grafica de los complejos z1 y z2

Observamos que si hubiéramos realizado otra eleccion de cociente g = —2+i en la segunda
divisién del algoritmo habriamos obtenido que

(1+48i) = (=2 +1) (2 — 4i) + (1 —2i).

Por lo tanto, 7, = 1 —2i e iterando g3 =2 y 73 = 0. En otras palabras, el mdximo comiin divisor
obtenido en esta situacion seria 1 —2i. Sin embargo, esto no contradice los resultados previos,
porque sabemos que el maximo comun divisor es Unico salvo asociados, es decir, salvo producto
por unidades U(Z[i]) = {1,—1,i,—i}. Dicho de otra manera, dependiendo de la eleccién (de
las cuatro posibles) que hagamos en cada uno de los pasos del algoritmo podemos obtener
diferentes valores, en este ejemplo, podriamos haber obtenido —1+2i, 1 —2i, 2+i, —2 —i.
(Coémo estdn situados estos valores en el plano complejo?;Qué eleccién de cocientes deberiamos
hacer para obtener los dltimos dos valores?

Una ligera modificacién del algoritmo, nos permite obtener elementos s, del dominio, de
modo que se satisface la Identidad de Bézout (ver Proposicion 11.5.28), es decir, tales que
d=as—+bt.
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ALGORITMO DE EUCLIDES EXTENDIDO
Entrada: Elementos a y b pertenecientes a un dominio euclideo.

Salida: Un méaximo comin divisor d de a y b y elementos s,# del dominio tales que
d=as+bt.

1. ro:=a, r1:=b,s0:=1,1:=0, s1:=0, 1, := 1.

2. i< 1.

3. Mientras r; # 0 hacer:

3.1. Aplicar (D.E.I) a r;_; y r; para obtener g;, 71 con ri_y = riq; + rit1-
3.2, siv i=Si-1 — qiSi.

33. ti =t —qit;.

34. i+ i+1.

4. La salida es: r;_; que es un maximo comin divisor de @ y b que se escribe como
rioy =asi—1+bti_y.

Ejemplo 11.5.37 En (Z/2Z)[x] queremos Calcular un m.c.d. y los elementos correspondientes
de la igualdad de Bezout de A(x) =x0+x° + x> +x+1y B(x) =x* +x° +x+ 1.

En este caso, de acuerdo con la notacién que del algoritmo de euclides ry := A(x), r; := B(x),
so:=1,1:=0, s1:=0, t; := 1. Operando del mismo modo que en el EjemploA.2.16 obtenemos
la siguiente lista de igualdades:

S+ +x+ 1=+ X+ +x+ 1) (D) + (o +° +x4+1)-(0),

(ro = roso + rito)
(ry =ros1 +r11) A x4t 1=+ x4+ 1) (0)+ (P x+1)-(1
(r2 ) ’
( )

ry =rpsy+rit Ax+l= 4+ 4+ +x+ D (D + 0+ +x+1)-(x

r3 =ros3+rif3 0= 4+ +x+ 1) P+ D+ +°> +x+1

)
)
)
Yo (2 1),
En consecuencia, D(x) =x*>+x+1, S(x) =1y T(x) = x%.

Nota: Considerando las operaciones entre los coeficientes de los polinominos en Z /27 = {0,1},
las divisiones entre polinominios en (Z/27)[x] para obtener los cocientes q1 = x* y gy = x> + 1
se pueden realizar empleando el algoritmo habitual de la division entre polinomios.

Ejemplo 11.5.38 Escribiendo el algoritmo para el Ejemplo I1.5.36 de Z]i], es decir, si queremos
obtener la identidad de Bézout para o y fB:

1143i=(1143i)+(1)+ (1+8i)+(0),
1+81 (11430)+(0) 4+ (1 +8i)-(1),
= (1143i)«(1)+ (1 +8i)«(—141),
—1+21 (I1430)«(1—0)+ (148i)-(1+2i),
= (1143i) () + (1 +8i)+ (*).

La penultima ecuacién nos da la identidad de Bézout.
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Ejercicio 11.5.39 Dado un dominio de integridad D probar que la relacién definida para
todos a,b € D\{0} por: aRb si y sélo si a y b son asociados, es una relacién de equivalencia
en D\{0}.

Ejercicio 11.5.40 Dado D un dominio de integridad. Probar que:
a 'y b son son asociados si y sélo si (a) = (b).

Ejercicio 11.5.41 Supongamos que a,b € D con D dominio de integridad, b #0y a € U(D).
Demostrar que (ab) es un subconjunto propio de (b).

Zlivd) = {a+biVd : a,b € L}.

(Para d = 1, tenemos los Enteros de Gauss).
Desde cualquiera de estos subanillos, definimos la funcién N : Z[ivd] — N que a cada
elemento de Z[iv/d] lo envia en su médulo complejo al cuadrado, es decir,

N(a+bVdi) = da*+b*d.
Probar que N tiene las siguientes propiedades:
(1) N(o) =0 siy sélo si oo =0.
() N(af)=N(a)N(B).
(1) u € U(Z[iv/d]) si 'y s6lo si N(u) = 1.
(1v) Si N(a) es primo, entonces ¢ es irreducible.

Dar un ejemplo que pruebe que el reciproco de (IV) no se satisface.

Ejercicio 11.5.43 Dado d € N> de modo que d no es cuadrado (d # k> para todo k € N>1),

probar que el subanillo
Z[Vd)={a+bVd :a,bcZ} CR

con la aplicacién N : Z[v/d] — Z dada por
N(a+bVd) =a*—b*d,
satisface las propiedades:
(1) N(a) =0 siy sélo si ot =0.
(i) N(af)=N(a)N(B).
() u € U(Z[Vd)) si y sélo si N(u) = =+1.
(1v) Si N(a) es primo, entonces « es irreducible.

Dar un ejemplo que pruebe que el reciproco de (IV) no se satisface.

9
| Ejercicio 11.5.42 Dado d € N> consideramos los subanillos de C dados por
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Ejercicio 11.5.44 Un entero d se dice que es un cuadrado si existe k € Z tal que d = k°.
Un entero d se dice que es libre de cuadrados si no existe un nimero primo p tal que p?
divide a d. Dado d € N>, probar que:
(I) Si d es libre de cuadrados entonces d no es un cuadrado.
(11) Si d es un cuadrado, entonces Z[v/d] = Z y si d no es un cuadrado entonces existe ¢
libre de cuadrados tal que Z[+v/d] es un subanillo propio Z[/c].
(111) Si d es un cuadrado, entonces Z[iv/d] es un subanillo propio de Z[i] y si d no es un
cuadrado entonces existe ¢ libre de cuadrados tal que Z[iv/d] es un subanillo propio
Zliv/c].

Dar un ejemplo que ilustre cada uno de los casos anteriores.

Ejercicio 11.5.45 Probar que si d € Z es un entero libre de cuadrados (Ver Ejercicio 11.5.44)
y d > 2. Probar que:
(1) Las unidades de Z[iv/d] son 1y —1.
(11) 2 es irreducible en Z[iv/d].
(111) +iv/d es irreducible en Z[iv/d).
(1v) 14iv/d es irreducible en Z[iv/d|.
(V) Z[iv/d] no es un D.F.U.

Ejercicio 11.5.46 Determinar si Z[+/10] es o no un D.F.U.

Ejercicio 11.5.47 Dado D un dominio y a € D ;Cudl es un maximo comun divisor de a y
0p? ¢y de Op y Op? ;Cudl es un minimo comin multiplo de a y Op? ;y de Op y Op?

Ejercicio 11.5.48 Dado D un dominio, x € D y u € U(D) (Cudl es un maximo comin divisor
de x y u? ;Cudl es un minimo comun multiplo de x y u?

Ejercicio 11.5.49 Sea D un D.I.P. Demostrar que todo ideal propio (no nulo y distinto del
total) esta contenido en un ideal maximal de D.

M ( (b) = (d) si y s6lo si d es un maximo comin divisor de a y b.
(Identzdad de Bezout)

(11) (a)N(b) = (m) siy s6lo si m es un minimo comin multiplo de a y b.

Nota: De acuerdo con la Proposicion I1.2.11 y la Observacion I1.2.9 se tiene que (a)+ (b) =
= (a,b).

Ejercicio 11.5.51 En general, la identidad de Bezout no es cierta en un D.E.U. que no son
D.I.P. ;Podrias dar un ejemplo de dos elementos a y b de un D.F.U. que no verifiquen la
Identidad de Bezout?

Ejercicio 11.5.52 Z[i] es un dominio euclideo respecto a la funcién N(a + bi) = a®> + b*

‘ Ejercicio 11.5.50 Sea D un D.L.P. y a,b,d,m € D. Entonces se cumple que:
I E]erCICIO II 5 53 Sea (D,d) un dominio euclideo. Probar que u es unidad en D si y sélo si
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Ejercicio 11.5.54 Sea (D, §) un dominio euclideo. Demostrar que si a y b son asociados en
D entonces 6(a) = d(b). (Es el reciproco cierto?

Ejercicio 11.5.55 Dado (D, ) un dominio euclideo. Probar que ¢,r en (DE.II) son unicos si
y s6lo si 8(a+b) < max(S(a),o(b)).
(Para mas informacion leer [13])

Ejercicio 11.5.56 Dado D un dominio que cumple la condicién (DE.II) para una funcién
0 :D\{0p} — N. Probar que existe una funcién v : D\{Op} — N verificando (DE.I) y (DE.II).

Ejercicio 11.5.57 Emplear el algoritmo de Euclides para calcular un maximo comun divisor
en Z de a=253872 y b = 886.

Ejercicio 11.5.58 Emplear el algorltmo de Euclides para calcular un mdximo comun divisor
en Q[x] de P(x) = x®+3x> +2x* +7x° +3x2 +2x+ 6 y Q(x) = x> +4x> + 5x +6.

Ejercicio 11.5.59 Emplear el algoritmo de Euclides para calcular un méximo comun divisor
en Z[i] de ¢ =427+32iy B =16+ 38li.
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Anillos de polinomios

Construccion del anillo de polinomios. Grado de un polinomio

Una fuente de ejemplos habitual en la teoria de anillos son los anillos de polinomios. En
gran parte de los textos elementales, se definen los polinomios con coeficientes en R como
sumas finitas de monomios donde los monomios son expresiones de la forma: ax", con a € R
y n € N. En esta subseccidn, veremos como definir formalmente el conjunto de polinomios con
coeficientes en un anillo a partir de las nociones bésicas de teoria de conjuntos y probaremos
que este conjunto se puede dotar de estructura de anillo.

Nota (Sucesiones): Una sucesion de elementos de un conjunto X, no vacio, es una aplicacion
f:N—=X, donde N=1{0,1,2,...}. Habitualmente, las sucesiones no se representan mediante
la notacion funcional. Para representar una sucesion empleamos los elementos del conjunto
imagen. De este modo, si para todo j € N denotamos por x;j:= f(j), la sucesion f se representa
por (x j);'o:O y cada xj se denomina término.

El conjunto de todas las sucesiones de un conjunto X, es decir, el conjunto de todas las
aplicaciones de N en X se denota por X.

Definicion 11.6.1 (Anillo de polinomios) Dado (R,+,-) un anillo, un polinomio con
coeficientes en R es un elemento (a j)‘;-":O € RN tal que existe n € N de modo que a; =0 si
J > n, es decir, formalmente un polinomio es una sucesiéon de elementos del anillo cuyos
términos son nulos de un lugar en adelante.

Tradicionalmente, no se emplea la notacién sucesional y un polinomio

(aj)7eo = (ao,ai,...,an-1,a,,0,0,0,...)

cuyos términos son nulos para todo j > n, se denota mediante

n
Y a0 aptaix+ax®+-+a, X+,
j=0

El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en R se denota por R[x]|. Sobre este
conjunto se definen la suma y el producto del modo usual operaciones:

+ :R[x] x Rlx] — R[] - Rx] x Rx] — R[]

((@))=0s (b)5=0) — (aj+b))7=0 ((@))7=0: (b)) 7=0) — (€)7o

donde c; := Zizoakbj—k (Como (R,+) es abeliano ¢; = Zi:o a;_by).

Proposiciéon 11.6.2 Sea (R,+,-) un anillo. Entonces, se tiene que (R[x],+,-) es un anillo.

Demostracion. Como R es un anillo es no vacio y por lo tanto R[x| es no vacio.

Las operaciones definidas sobre R[x| son operaciones internas: dados dos polinomios P(x) =
Yioaix’ y Q(x) = X7 gbjx/, los términos a;+b; de la suma P(x) + Q(x) son nulos para
todo j > max(m,n) y los términos c¢; del producto P(x)+Q(x) son nulos para todo j >n+m
porque en todos los sumandos de la definicién de c; al menos uno de los factores es nulo. Por
consiguiente, P(x) 4+ Q(x) y P(x)+Q(x) son polinomios.

Veamos que (R[x],+) es un grupo abeliano, es decir, que se satisface (R.I). Dado que (R,+,-)
es un anillo, tenemos que (R,+) es un grupo abeliano. Las propiedades asociativa y conmutativa
de (R[x],+) se obtienen empleando las propiedades correspondientes de (R,+).

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



96 Capitulo Il Introduccién a la teoria de anillos

Del mismo modo, se comprueba de forma directa que el polinomio con todos los coeficientes
nulos, el polinomio nulo, (0,0,0,...) es elemento neutro de la suma y que el inverso para la
suma de un polinomio ¥}_qa;x/ es ¥}_o(—a;)x’.

Veamos que (R[x],+) es semigrupo, es decir, que se satisface (R.II). Dados tres pohnomlos
Pi(x)=Y Lga1 ¥/, P(x) =Y 2 gaz %) y Ps(x) = Yy’ 0as, jx/. Veamos que el coeficiente j—ésimo
de P;(x)(P>(x)Ps(x)) coincide con el coeficiente j—ésimo de (P (x)P>(x))Ps3(x). Empleando que
las propiedades (R.I), (R.IT) y (R.III) que tiene R por ser anillo, si P;(x)P(x) = Z’;]J{)"Z bix!y
Py (x)Ps(x) = Z”2+"3 djx/, se tiene que:

J J i—k i [k
Y awdiw=Y ang-| Y ar(joiy-m-azm | = Z Al g A, (j—k)—m " A3,m
k=0 k=0 m=0 —0 \m=0
Jj [fi—m j —m j
=Y | Y akarim =Y Z Atk @ (jiom—k | - @Bm =Y, bjm-a3m.
m=0 \ k=0

m=0

Veamos que se verifica la propiedad distributiva polinomios (R.III). Con la notacién de
la prueba de (R.II), dados P;(x),P>(x),P3(x) polinomios de R[x]. Veamos que el coeficiente
j—ésimo de P; (x)(P»(x)+ P3(x)) coincide con el coeficiente j—ésimo de P; (x)P>(x)+Pi(x)Ps5(x).
Como R es un anillo, vemos que:
J J J J
Y avi-(arjk+azji) =) (a1x-azjr+aias i)=Y, ar-azjk+ Y, a1z -
k=0 k=0 k=0 k=0

Anélogamente, se prueba que (P>(x)+ P3(x))Pi(x) = P>(x)Py (x) + P> (x) Py (x). [ ]

Proposicion 11.6.3 Sea (R,+,-) un anillo conmutativo. Entonces (R[x],+,-) es un anillo
conmutativo.

Demostracion. Dados dos polinomios P(x) =Y _ya Xy Q(x)=Y" b fo el coeficiente j—ésimo

de P(x)Q(x) es Zk o@kbj_i y el coeficiente j—ésimo de Q(x)P(x ) es Zk obraj_, como R es
conmutativo ambas expresiones coinciden. Por tanto, P(x)Q(x) = Q(x)P(x) [

Proposicion 11.6.4 Sea (R,+,-) un anillo unitario. Entonces (R[x],+,-) es un anillo unitario.

Demostracion. Veamos que el polinomio N(x) =1, es decir, el polinomio con ap =1z y a, =0
si n € N>, es el polinomio neutro para el producto.

Dado Q(x) = Y*_ybx/ un polinomio de R[x], tenemos que el coeficiente j—ésimo de N(x)Q(x)
es ¢j = Zi:o agbj_ = aobj =b; y el coeficiente j—ésimo de Q(x)N(x) es c¢; = ):izo braj_ =
bjap = b;. Por consiguiente, N(x)Q(x) = Q(x)N(x) = Q(x) y N(x) es el elemento neutro del
producto. |

Ejemplos 11.6.5 (1) Como (Z,+,-), (Z/nZ,+,-), (Q,+,-) (R,+,-), (C,+,-) son anillos con-
mutativos y unitarios, los correspondientes anillos de polinomios (Z[x],+,-), (Z/nZ[x],+,-),
(Q[x],+,-) (R[x],+,-), (C[x],+,-) son también anillos conmutativos y unitarios.

(2) El conjunto de polinomios ((3Z)[x],+,-), cuyos coeficientes son multiplos de 3, es un
anillo conmutativo pero no es unitario.

(3) El conjunto de polinomios (Mat,x,(Q)[x],+,-), cuyos coeficientes son matrices con coefi-
cientes racionales, es un anillo unitario pero no es conmutativo.
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Observacion 11.6.6 Empleando los resultados anteriores, podemos definir el anillo de polino-
minos en varias variables de forma recursiva. De este modo, si (R,+,-) es un anillo, por la
Proposiciéon 11.6.2, tenemos que (R[x],+,-) es un anillo y podemos considerar R[x,y] := (R[x])[y]
que de nuevo por la Proposiciéon 11.6.2 sabemos que es un anillo.

Iterando el proceso, podemos definir R[xj,x2,...,X%,] := (R[x1,X2,...,Xm—1])[xn] el anillo de
polinomios para m variables. Observamos que si R es unitario, entonces estos anillos son
unitarios, ver Proposicién 11.6.3, y si R es conmutativo, estos anillos son conmutativos ver
Proposiciéon 11.6.4.

Cabe destacar que también es posible definir el conjunto de polinomios en m variables con
coeficientes en R de forma directa definiendo un polinomio como una aplicaciéon de N en R,
A:Nx---(m veces)--- x N — R, de forma que existe n € N tal que A(ji,...,jm) = Og si
|jl = ji+ j2+-+ jm > n. Definiendo las operaciones de manera natural sobre este conjunto,
se trata de un ejercicio demostrar que ambas definiciones conducen a anillos isomorfos.

En el estudio de los anillos de polinomios es fundamental la nocién del grado.
Definicion 11.6.7 Sea (R,+,-) un anillo y P € R[x]\{0} un polinomio con coeficientes

(a j);'o:o € RN, que por definicién son nulos de un lugar en adelante. Entonces, se define el
grado de P(x) por

gr(P(x)) :=max{j e N : a; # 0}.
En otras palabras, el grado de P(x) es n € N si y solamente si

n
X) = Zajxf =ag+aix+--+ap_ 1 X +ax” con a,#0.
=0

Proposicion 11.6.8 — Grado de la suma de dos polinomios. Sean (R,+,-) un anillo y
P(x),0(x) € R[x]\{0} dos polinomios con P(x)+ Q(x) # 0. Entonces se cumple que:

(1) Si gr(P(x)) # gr(Q(x)). entonces gr(P(x) +O(x)) = méx (gr(P(x)), gr(Q(x))).
(1) gr(P(x) +Q(x)) < méx (er(P(x)), £r(Q(x))).

Demostracion. Consideramos dos polinomios P(x) =Y_a Xy Q(x)=Y" Tob x/ con a, #0
y con by, # 0, es decir, con gr(P(x)) =n y con gr(Q(x)) = m. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que m < n, es decir que n = max (gr(P(x)),gr(Q(x))). En este caso, podemos
escribir P(x) + Q(x) = Y}_o(a;+bj)x/.

Sim<n, a,+b, =a, #0, luego gr(P(x )+Q( )) =ny se verifica (1).

Sin=my a,+b, #0, se tiene que gr(P(x) ())

Sin=my a,+b, =0, se tiene que gr(P () ox)) <

Reuniendo toda la informacién, concluimos que se verifica (I1). |

Proposicion 11.6.9 — Grado del producto de dos polinomios. Sean (R,+,-) un anillo
conmutativo y P(x),Q(x) € R[x]\{0} dos polinomios con P(x)Q(x) # 0. Entonces se cumple
que:

gr(P(x)Q(x)) < gr(P(x)) + gr(Q(x)).
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Demostracion. Consideramos dos polinomios P(x) =Y _a xy Ox) = ob x/ con a, #0
y con by, # 0, es decir, con gr(P(x)) =ny con gr(Q(x)) = m. Los términos c; del producto
P(x)+Q(x) son nulos para todo j > n+m porque en todos los sumandos de la definicién de
esos ¢; al menos uno de los factores es nulo, entonces

nt+m J o ontm—1 )
P(x)+Q(x) = Z (Z agbj_)x) = Z (Z agbj_i)x’/ + ayb, X",
j=0 k=0 j=0 k=0

Por consiguiente, si a,b,, =0 tenemos que gr(P(x)Q(x)) <n+my si a,b, # 0 tenemos que
gr(P(x)Q(x)) = n+m, en ambos casos se satisface la desigualdad. [

La desigualdad de la proposicion anterior puede ser estricta como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 11.6.10 Consideramos los polinomios P(x) =2x+1y Q(x) =3x+1 en (Z/6Z)]x].
Observamos que P(x)Q(x) = 5x+ 1, luego

gr(P(x)Q(x)) = 1 <141 = gr(P(x)) +gr(Q(x)).

11.6.2 Homomorfismo de evaluacién. Raiz de un polinomio

El siguiente resultado nos permite, abusando de la notacidn, considerar el anillo R como un
subanillo de R[x] de forma natural.

Proposicion 11.6.11 Sea (R,+,-) un anillo. Entonces R es isomorfo a un subanillo de R[x].

Demostracion. Consideramos la aplicaciéon y : R — R[x] que a cada elemento a € R lo envia
en el polinomio P(x) con agp=a 'y a; =0 si j € N>y, es decir, y(a) = (a,0,0,...). Por como
se definen la suma y el producto de polinomios, podemos afirmar que ¥ es un homomorfismo
de anillos. Si y(a) = y(b), entonces tenemos que todos los coeficientes de los polinomios son
iguales, luego a = b, es decir, Y es inyectivo.

Finalmente, sabemos, por las Propiedades 11.3.3, que Imy es subanillo de R[x] y, por el Primer
Teorema de Isomorfia, concluimos que R ~ Imy. |

Tenemos la siguiente relacién entre la caracteristica de R y la caracteristica de R[x].

Proposicion 11.6.12 Sea R un anillo unitario. Entonces se cumple que car(R[x]) = car(R).

Demostracion. Recordamos que el elemento neutro del producto en R[x] es el polinomio con
todos los coeficientes nulos excepto el primo que es 1g, es decir, a; =0 si j€EN>; y ap =1,
ver Proposicién 11.6.3. Por la definicién de la suma de polinomios en R[x], se tiene que dado
n € N> observamos que nlg = Og si y solo si nlgp = Ogpy. Luego O(1gz) = O(1gyy) v, por el
Teorema I1.2.16, concluimos que car(R[x]) = car(R). [ |

Ejemplos 11.6.13 Por la proposicién anterior tenemos que car(Z[x|) = car(Z) = 0, que car(Q[x]) =
car(Q) =0, que car(R[x]) = car(R) =0 y que car(C[x]) = car(C) =0.
Por otro lado, se cumple que que car(Z/nZ[x]) = car(Z/nZ) = n € N>;.
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Para poder definir la nocién de evaluacién y la nocién de raiz de un modo sencillo, restrin-
giremos nuestro estudio a anillos conmutativos y unitarios.

Teorema 11.6.14 (Extension de un homomorfismo). Sean R y S dos anillos conmutativos
y unitarios y f : R — S un homomorfismo de anillos unitarios. Para cada s € § consideramos
la aplicacion

S5 R[x] — S
Zajxj — Zf(aj)sj
j=0 j=0

que se denomina la extension de f mediante la evaluacion en s. Entonces se cumple que:
(1) para cada a € R se tiene que fs(a) = f(a) y que fi(x)=s.
(Ir) fs es un homomorfismo de anillos.

(1) fs es la unica aplicacién que satisface (I) y (II).

Demostracion. (1) Directo de la definicién de f.

(1) Dados dos polinomios P(x) =Y _a iy O(x) = Yiob x/, veamos que f; es homomorfis-
mo de anillos, es decir, que satisface (HA.I) y (HA.II). Sin pérdida de generalidad, suponemos
que n > m, empleando la definicién de f;, que f satisface (HA.I) y que (S,+,-) es un anillo,
vemos que

7P+ 0) = £ L+ )defoaJH? ”““Z(fa, b))

(S,+) Conmut. bi=0 m

iy i( aj))sjiO(f(bj))sj Y (£lap)s+ X (F(8)))s7 = A(P@) + £(Q).

j=0 j=0

Por tanto, f; satisface (HA.D).
Recordamos que los coeficientes del producto de los polinomios P(x)Q(x) se definen como
¢cj =Y _oaxbj k. Dado que f es un homomorfismo de anillos y que (S,+,-) es un anillo
conmutativo, observamos que

n+m n+m

(pe) = L en') & zf ¢)s zf(zakb, ) z (zf aibi) s’

n+m (S2) n+m j (S+)  nt+mn+m

(HAH)Z (Zfak ) J oy Zfaksf joi)s Y Zfaksf )8
=0 k=0 k=0 j=k
by 82‘;2 Z flas (Z Fby )m:su. ( kzo (f(ak))sk)( /Z(') (fa,g))sz) = fi(P()) f;(Q(x))-

En consecuencia, f; satisface (HA.Il) y concluimos que f; es un homomorfismo de anillos.
(111) Si existe otra aplicacién g satisface (1) y (11), dado P(x) = 7:0 a jxj tenemos que

:g( iajxj) (HA.D) ig(ajxj) (HAID) ig(aj)(g(X))j o if(aj)sj d;f. fs(P(x)). -
=0 j=0 Jj=0 =

Observacion 11.6.15 Tenemos que f; es también un homomorfismo de anillos unitarios, porque

fs(1r) = f(1g) = 1s.
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Habitualmente, el homomorfismo de extension descrito en el Teorema I1.6.14 se aplica a un
anillo conmutativo S y un un subanillo suyo R tomando f =i:R — S la inclusién candnica.

Corolario 11.6.16 (Homomorfismo de evaluacion) Sea S un anillo conmutativo y unitario
y R un subanillo de S con 1g € R. Para cada elemento s € § consideramos la aplicacion
evaluacion en s dada por

es:  R[A] — S

n n
Yanx — P(s):=) ajs’.
j=0 j=0

Entonces se cumple que e; es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 11.6.14 a la inclusién candnica i : R — S tenemos que
la aplicacién e coincide con el homomorfismo de anillos i. |

Observacion 11.6.17 En particular, como todo anillo es subanillo de si mismo, podemos aplicar
el ejercicio anterior para S = R y obtenemos e, : R[x] — R con r € R.

Si el anillo R no es conmutativo, dados P(x),0(x) € R[x] puede ser que e,(P(x))e,(Q(x)) #
e,(P(x)Q(x)), es decir, puede que no sea lo mismo evaluar cada uno de los polinomios en r y
después hacer el producto e,(P(x))e,(Q(x)) que hacer primero el producto de los polinomios y
luego evaluar e,(P(x)Q(x)).

Por ejemplo, si R es el anillo de los cuaterniones H (ver Ejercicio 1.2.22, 11.4.32) considerando
los polinomios P(x) =x+iy Q(x) = x —i tenemos que R(x) = P(x)Q(x) = x> + 1, pero

ej(P(x))ej(Q(x) = P(Q(J) = (j+i)(j—i) = J* +ij = ji— i = =1 +k—(=k) = (=1) =2k,
ej(P(0)Q(x)) =R(j) = +1=—-1+1=0.

En este contexto, la idea intuitiva de raiz de un polinomio pierde el sentido clasico y, por este
motivo, trabajar con polinomios con coeficientes en un anillo no conmutativo estd fuera de los
objetivos de este curso.

Definicion 11.6.18 Sea S un anillo conmutativo y unitario, s € S, R un subanillo de S con
ls € R y P(x) € R[x]. Decimos que s es una raiz o cero de P(x) en S si e;(P(x)) =0, es
decir, si P(s) =0.

Proposicion 11.6.19 Sea S un anillo conmutativo y unitario, s € S, R un subanillo de S con
ls € R 'y P(x) € R[x]. Entonces el conjunto {P(x) € R[x] : P(s) =0} de los polinomios de
R[x] que tienen a s como raiz es un ideal de R[x].

Demostracion. Observamos que el conjunto de todos los polinomios de R[x] que tienen a s
como raiz es

{P(x) € R[lx] : P(s) =0} = {P(x) € R[x] : es(P(x)) =0} = Ker(ey).
Por el Corolario I1.6.16, tenemos que e; : R[x] — S es un homomorfismo de anillos y por las
Propiedades I1.3.3 sabemos que Ker(e;) que es un ideal. [

Proposicion 11.6.20 Sean S un anillo conmutativo y unitario, s € S, R un subanillo de S con
ls € R. Denotamos por R]s| := Im(e;).
Entonces R([s] es el menor subanillo de S que contiene a Ry a s.
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Demostracion. Por las Propiedades I1.3.3, sabemos que R[s] := Im(e;) es un subanillo de S.
Dado r € R considerando el polinomio P(x) = r (constante igual a r) vemos que es(P(x)) =r,
luego r € R][s| y concluimos que R C R[s].

Del mismo modo, considerando el polinomio P(x) =x vemos que es(P(x)) =s, luego s € R[s] y
tenemos que s € R[s]. En otras palabras, R[s] es un subanillo de S que contiene a Ry a s.

Veamos ahora que R[s] es el subanillo mds pequefio con esta propiedad. Si 7 C S es un
subanillo de S que contiene a R y a s, por ser subanillo, contiene a todas las potencias positivas
de s (s/ € T) y a los productos de las potencias por elementos de a € R (as/ € T para todo
J € N). Por ser subanillo, también tiene que contener a las sumas de expresiones de este tipo.
En consecuencia, contiene a todos los elementos de la forma Z?:O a jsj con a; € R, entonces
Rs]CT. [ |

Nota: Esta notacion se ha empleado en secciones anteriores para definir ciertos anillos (Por
ejemplo: Z[i], Z[iv/5], Z[v/3], Q[V6]). Mediante la Proposicion I1.6.20, eligiendo adecuada-
mente R,S y s € S podemos construir anillos con la misma notacion (Por ejemplo: tomando
R=7, S=C y s=i definimos Z[i]). Se puede comprobar que los anillos R[s|, definidos de
manera simultdnea de este modo, coinciden con los anillos homonimos definidos anteriormente
de manera particular, es decir, la notacion es adecuada.

El Teorema I1.6.14 también se puede aplicar a otros homomorfismos como muestra el siguiente
corolario.

Corolario 11.6.21 Dados n € N>, y dos polinomios P(x),Q(x) € Z[x].

Entonces se obtiene el mismo resultado si, en primer lugar, se operan los polinomios en
Z[x] y después el resultado se transforma en un polinomio de (Z/nZ)[x] considerando sus
coeficientes médulo n o, en otro orden, si primero se transforman P(x),Q(x) en polinomios
de (Z/nZ)[x] considerando sus coeficientes médulo n y luego se operan en dicho anillo.

Demostracion. Por las Propiedades 11.3.6, la composicién de p : Z — Z/nZ el homomorfismo
sobreyectivo de paso al cociente con la inclusién canénica y : Z/nZ — (Z/nZ)[x] dada en
la Proposiciéon 11.6.11, define un homomorfismo de anillos, f = (yop):Z — (Z/nZ)[x].
Aplicando el Teorema I1.6.14, para R =7, S = (Z/nZ)|x] y s = x € (Z/nZ)[x] tenemos que
existe un homomorfismo de anillos

fer ZNW — (Z/nZ)[A]

Yapx— Y fla)x’  con f(aj)=laj
=0 =0

Por consiguiente, dados dos polinomios P(x),Q(x) € Z[x|, como f; es homomorfismo, se cumple
que

fx(P(x) +Q(x)) = fx(P(x)) +fx(Q(x)) y fx(P(x)Q(x)) = fx(P(x))fx(Q(x))a

como queriamos comprobar. |

Observacion 11.6.22 Si f,, : Z[x] — (Z/nZ)[x] es el homomorfismo de anillos dado por el
Corolario I1.6.21, abusando de la notacién, habitualmente denotaremos a f, ,(P(x)), es decir, al
polinomio resultante al considerar los coeficientes médulo n, también por P(x) y diremos que
consideramos P(x) en (Z/nZ)[x].

Por ejemplo, si decimos que consideramos x* + 6x? + 11x+2 como polinomio de (Z/3Z)[x],
hay que entender que nos referimos al polinomio x* +2x+2 de (Z/37Z)[x].
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El dominio D|[x]|

Queremos evitar que el grado del producto de dos polinomios sea estrictamente menor que
la suma de los grados de los factores como en el Ejemplo 11.6.10, para ello restringiremos
nuestro estudio a anillos de polinomios con coeficientes en un dominio.

Teorema 11.6.23 Sea D un dominio. Entonces se cumple que D[x] es un dominio.

Demostracion. Como D es un dominio, por (D.I) y (D.II), sabemos que D es un anillo conmuta-
tivo y unitario. Por las Proposiciones I11.6.4 y 11.6.3, sabemos que D[x] es un anillo conmutativo y
unitario. En otras palabras, D[x] satisface (D.I) y (D.II) y sélo falta que comprobar que también
verifica (D.III).

Veamos que el polinomio nulo es el dnico divisor del cero en D[x].

Como D satisface (D.III) tenemos que Op es divisor de cero. Luego existe a € D con a # 0 tal
que a-0p = 0. Considerando el polinomio P(x) = a # 0 vemos que el polinomio nulo N(x) =0
es divisor de cero en D[x]| porque P(x)N(x) =0.

Veamos que no hay mas divisores de cero a parte del polinomio nulo. Dados dos polinomios
P(x),0(x) € D[x]\{0}, podemos escribir P(x) =Y"_qa;x’ y Q(x) =¥} ob;x’ con a, #0 'y con
by, # 0. Por la definicién del producto de polinomios:

ntm j ~ ontm—1 j )
P(x)Q(x) = Z (Z arbj_i)x! = Z (Z aghj—)x! + apby X"
j=0 k=0 J=0 k=0

Como D verifica (D.III) y a, # 0 y con b, # 0, vemos que a,b,, # 0. Por consiguiente,
P(x)Q(x) # 0 y concluimos que Dlx] es un dominio. [ |

Ejemplos 11.6.24 Los anillos de polinomios (Z[x],+,-), (Z/pZ[x],+,-) con p € N> primo,
(Q[x],+,-) (R[x],+,-), (C[x],+,-) son dominios.

Proposicion 11.6.25 Sea D un dominio. Entonces para todos P(x),Q(x) € D[x]\{0}, se tiene
que

gr(P(x)Q(x)) = gr(P(x)) + gr(Q(x)). (Comparar con la Proposicion 11.6.9)

Demostracion. Dados dos polinomios P(x), Q(x) € D[x]\{0}, podemos escribir P(x) =Y"_,a,x/
y Q(x) =Y objx/ con a, # 0y con by, #0, es decir, con gr(P(x)) =ny con gr(Q(x)) = m.
Por la definicién del producto de polinomios:

n+m J n+m—1 j

P(x)Q(x) = Z (Z akbj_k)xj = Z (];)akbj_k)xj + apb X",

J=0 k=0 =0

Como D verifica (D.III) y a, #0 y con b, # 0, vemos que a,b,, # 0y, por tanto, gr(P(x)Q(x))
n-+m.

El siguiente resultado muestra que para conocer las unidades de DIx] basta conocer las
unidades de D.

Teorema 11.6.26 Sea D un dominio. Entonces U(D|x]) = U (D).

Nota: por la Proposicion I1.6.11, podemos ver D como subanillo de D[x| y, rigurosamente,
este ejercicio nos pide probar que U(Dx]) = {P(x) € D[x] : ap € U(D) yaj=0si j € N>}
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Demostracion. Dado P(x) € D[x] con ag € U(D) y aj=0 si j € N>y, consideramos el polinomio
O(x) con bg=a,' y b; =0 si j € N>|. Por la definicién del producto de polinomios, P(x)Q(x)
es el polinomio con ¢cp =1p y ¢; =0 si j € N>y y por la Proposiciéon 11.6.3, sabemos que
este polinomio es el neutro para el producto en D|x], luego P(x) € U(DIx]). En consecuencia,
{P(x) €D[x] : ap € U(D)ya; =0sij€Ns 1} CU(D]).

Veamos que se cumple el otro contenido, dado P(x) = Yi_ya;x’ € U(Dlx]), existe otro polinomio
O(x) =Y bjx/ € D[x] tal que P(x)Q(x) = 1. Por la Proposicion I1.6.25, vemos que gr(P(x))+
gr(Q(x)) = gr(P(x)Q(x)) = gr(1) = 0. Por este motivo, gr(P(x)) =gr(Q(x)) =0, luego a; =b; =
0si je N>y, como P(x)Q(x) =1, se tiene que apby = 1p, concluimos que ap € U(D). Por lo
tanto, U(D[x]) C {P(x) € D[x] : ap € U(D)ya;j=0sije N>} [ ]

Ejemplos 11.6.27 De acuerdo con este teorema y con los resultados anteriores tenemos que
U(Z[x]) =U(Z) = {£1} y para todo cuerpo K se tiene que U (K[x]) = U(K) = K\{0}.
Por otra parte, también se tiene que U(R[x,y]) = U(R[x][y]) = U(R[x]) = U(R) = R\{0}.

Corolario 11.6.28 Sea D un dominio y p € D irreducible. Entonces el polinomio P(x) = p
(ap=pya;j=0sijeN>p) es irreducible en D[x].

Demostracion. Como p es irreducible p A0y p € U(D), luego P(x) # 0 y, por el Teorema
11.6.26, P(x) ¢ U(Dlx]).
Supongamos que existen A(x),B(x) € D[x] tales que P(x) = A(x)B(x) veamos que o A(x) €
U(D[x]) o B(x) € U(DIx]). Como P(x) #0, A(x) #0 y B(x) # 0y, por la Proposicién 11.6.25,
se tiene que

0= gr(P(x)) = gr(A(x)) + gr(B(x))-
Por tanto, gr(A(x)) = gr(B(x)) = 0, es decir, existen a,b € D tales que A(x) =a y B(x) =b.
Como P(x) =A(x)B(x), p=ab y como p es irreducible o a € U(D) o b € U(D). De nuevo,
por el Teorema I1.6.26, onclulmos que o A(x) € U(D[x]) o B(x) € U(D|x]), es decir, P(x) =p
es irreducible en DI[x]. [

Ejemplos 11.6.29 Los polinomios constantes 2, 7 y 13 son irreducibles en Z[x] porque son irre-
ducibles en Z. Los polinomios x> —2 y x+ 1 son irreducibles en Qx,y] porque son irreducibles
en Q[x].

Finalmente, concluimos la seccién probando que podemos realizar la divisién de polinomios
en D|x] siempre que el coeficiente del término de mayor grado del divisor sea una unidad en el
dominio. En particular, esto nos permite realizar siempre la divisién por polinomios moénicos.

Teorema 11.6.30 Sean D un dominio A(x),B(x) € D[x] con gr(B(x)) =m y b, € U(D).
Entonces existen tnicos Q(x),R(x) € D[x] tales que A(x) = B(x)Q(x) +R(x) o con R(x) =0
o con gr(R(x)) < gr(B(x)).

Demostracion. EXISTENCIA. En primer lugar, observamos que si A(x) =0 o si gr(A(x)) <
gr(B(x)), tomando Q(x) =0y R(x) = A(x) se cumple la igualdad.

Por consiguiente, podemos suponer que gr(A(x)) =n > m = gr(B(x)). Vamos a realizar la
demostracién por induccién k =n—m = gr(A(x)) — gr(B(x)). Escribimos:

A(x) =ap+aix+-+ax" y B(x)=bo+bix—+-+byx"

Si k=0, es decir, si n = gr(A(x)) = gr(B(x)) = m, como b, € U(D), podemos considerar b, .
Definimos Q(x) := a,b, ' y observamos que al considerar R(x) := A(x) — Q(x)B(x) eliminamos el
término de mayor grado, luego o bien se satisface que R(x) =0 o bien gr(R(x)) < gr(B(x)) = n.
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Supongamos que la propiedad se cumple para todo polinomio A(x) con ¢ = gr(A(x)) — gr(B(x))
menor que un cierto k € N> y veamos que se cumple para k.
Si k = gr(A(x)) — gr(B(x)), definimos A(x) := A(x) — a,b;,,' **B(x).
Si A(x) =0, basta tomar Q(x) = a,b,,'x* y R(x) =0.
Si A(x) # 0, tenemos que gr(A(x)) — gr(B(x)) = £ < k, luego por hipétesis de induccién existen
0(x),R(x) € D[x] tales que N N N

Ax) = O(x)B(x) + R(x).

de modo que R(x)=0o0 gr(R R(x)) < gr(B(x)). Por la definicién de A(x), los polinomios Q(x) =
anb ¥+ 0(x) y R(x) = R(x) cumplen las condiciones requeridas.

En consecuencia, por el Principio de Induccién Completa podemos garantizar la existencia de
cociente y resto.

UNICIDAD. Supongamos que existen polinomios Q;(x), Q2(x), Ri(x) y R2(x) en D[x| tales que

A(x) =B(x)Q1(x)+Ri(x) con Rj(x)=0 ocon gr(Ri(x))<gr(B(x)),
A(x) =B(x)Qa2(x)+Ra(x) con Ry(x)=0 ocon gr(Ra(x))<gr(B(x)).

Restando ambas ecuaciones, vemos que (Q;(x) — Q2(x))B(x) + (R;(x) — R2(x)) = 0. En otras
palabras, se tiene que Ry(x) — R;(x) = (Qi1(x) — Q2(x))B(x).

Si suponemos que Ry(x) # Rj(x) y que Q;(x) # Qa(x), por la Proposicion I1.6.8 sabemos
que: gr(R;(x) — Ra(x)) < gr(B(x)). Por otro lado, por la Proposicion II.6.25, tendriamos que
gr((Q1(x) — Q2(x))B(x)) > gr(B(x)). Por consiguiente, la igualdad R;(x) — R;(x) = (Q1(x) —
0>(x))B(x) seria imposible.

Por tanto, Ry(x) = Rj(x) o Qj(x) = Qz2(x). En el primer caso, tendriamos que se cumple la
igualdad 0 = (Q;(x) — Q2(x))B(x) como B(x) es no nulo por la Ley de Cancelacién concluimos
que Q;(x) = Q2(x). En el segundo caso, si Q;(x) = Q»(x) tendriamos que R(x) — Rp(x) =0,
luego R;(x) = R;(x). Consecuentemente, el cociente y el resto son dnicos. [

Vamos ahora como las raices de un polinomio de D[x| estdn relacionadas con su descompo-
sicién en factores.

Teorema 11.6.31 (Teorema del Resto). Sean D un dominio, a € D y P(x) € D[x|. Entonces
se cumple que:

(1) P(a) es el resto de dividir P(x) entre x —a.

(I1) a es una raiz de P si y solamente si existe Q(x) € D[x] tal que P(x) = (x —a)Q(x).

Demostracion. (1) Como x —a es un polinomio ménico podemos dividir P(x) entre x —a
aplicando (DE.II) sabemos que existen Q(x),R(x) € Dl[x| tales que P(x) = (x—a)Q(x) +R(x) o
con R(x) =0 o con gr(R(x)) < 1 =gr(x—a). En otras palabras, P(x) = (x—a)Q(x)+r con r € D.
Por el Corolario I1.6.16, sabemos que la aplicacién de evaluacién en a es un homomorfismo de
anillos luego

P(a) = ea(P(x)) = ea (1~ @)Q(x) +R(x) ) = eul(x — @))ea( Q1)) + €a(R()) = 0-0a) +r =

(11) Por (1), tenemos que a es una raiz de P si y solamente si P(a) =0 si y solamente si
R(x) =0 si y solamente si existe Q(x) € D[x] tal que P(x) = (x —a)Q(x). [ ]
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Definiciéon 11.6.32 Sean D y D' dominios, con D subanillo de D', 1,y € D , ac D'y
P(x) € D[x], no nulo, tal que P(a) = 0. Por el Teorema II.6.31, sabemos que (x —a) | P(x)
en D'[x]. Se llama multiplicidad de a como raiz de P(x) al

méx{k € N> : (x—a)*| P(x) en D'[x]}.

Proposicion 11.6.33 Sean D un dominio y P(x) € D[x] no nulo. Entonces P(x) tiene a lo
sumo n = gr(P(x)) raices en D contadas con su multiplicidad.

Ademds, si D’ es un dominio que contiene a D como subanillo y que 15y € D entonces
P(x) tiene a lo sumo n = gr(P(x)) raices en D’ contadas con su multiplicidad.

Demostracion. En primer lugar, probaremos por induccién sobre n = gr(P(x)) que P(x) tiene a
lo sumo n = gr(P(x)) contadas con su multiplicidad raices en D.

Si n =0, entonces P(x) =c con ¢ € D\{0} luego P(x) no tiene raices en D.

Supongamos que la propiedad se cumple para todo polinomio de A(x) € D[x] no nulo con
gr(A(x)) = ¢ < n. Sea P(x) € D[x| un polinomio de grado n = gr(P(x)).

Si P(x) no tiene raices en D, entonces hemos terminado.

Si P(x) tiene una rafz a € D, entonces tenemos que el conjunto {k € N> : (x—a)* | P(x) en D[]}
es no vacio y, como P(x) es no nulo, estd acotado superiormente por la Proposicion 11.6.25.
Sea m = max{k € N> : (x—a)* | P(x) en D[x]}. Entonces existe H(x) € D[x] tal que P(x) =
(x—a)™H(x) y con H(a) # 0, por el Teorema I1.6.31. Por la Proposicién I1.6.25, tenemos que
n = gr(P(x)) =m+gr(H(x)). Por hipétesis de induccién, como gr(H(x)) =n—m < n tenemos
que H(x) tiene a lo sumo n — m raices contadas con su multiplicidad en D.

Toda raiz b # a de P(x) tiene que ser raiz de H(x) porque 0 = P(b) = (b—a)™H (b). Comproba-
mos que la multiplicidad de b como raiz de H es la misma que como raiz de P(x) y concluimos
que P(x) tiene lo sumo (n—m)-+m = n raices en D contadas con su multiplicidad. Por tanto,
por el Principio de Induccién queda demostrado que P(x) tiene a lo sumo n = gr(P(x)) raices
en D contadas con su multiplicidad.

Finalmente, como D[x] C D'[x], podemos considerar P(x) como polinomio de D’[x] para deducir
que P(x) tiene a lo sumo n = gr(P(x)) raices en D’ contadas con su multiplicidad. [

En concreto estos resultados se aplican en Z[x] o en F[x][y] con F un cuerpo. Sin embargo,
no son ciertos en R[x] si R no es un dominio. Por ejemplo, x>+ 3x+ 2 tiene cuatro raices
(1,2,4,5) en Z/6Z.

El dominio euclideo F|x]|

Dado un cuerpo F sabemos que F es un dominio, ver Teorema I1.4.4, y, por el Teorema 11.6.23,
sabemos que F[x] es un dominio, en particular las propiedades de la seccién anterior son ciertas
aqui.

Teorema 11.6.34 Sea F un cuerpo. Entonces F[x] es un dominio euclideo respecto a la
funcién 8(P(x)) = gr(P(x)).

Demostracion. Veamos que se cumple (DE.I)

Dados dos polinomios en A(x),B(x) € F[x]\{0}, por la definicién de grado, tenemos que si
gr(A(x)) =ny gr(B(x)) = m podemos escribir

A(x):a0+a1x+...+anxn y B(X):b0+blx+"'+b,nxm
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con a;,b; € F'y a, #0, b, # 0. Por la definicién de del producto de polinomios:

nt+m J ~ onfm—1 j )
AWBE) =Y (Y ab; ) = Y (Y arbj ) +aybux™™.
j=0 k=0 =0 k=0

Como F es un cuerpo, por el Teorema I1.4.4, sabemos que F es un dominio de integridad y, por
ello, que el coeficiente del término de mayor grado a,b,, # 0, es decir, gr(A(x)B(x)) =n+m.
En resumen, se tiene que

6(Ax)) = gr(A(x)) = n <n+m=gr(A(x)B(x)) = 6(A(x)B(x)).

Veamos que se cumple (DE.II)

Como F es un cuerpo, es dominio, y como B(x) # 0 vemos que gr(B(x)) =m € Ny b,, # 0, por
(EIM), se tiene que b, € U(F), luego por el Teorema I1.6.30 podemos garantizar la existencia
de cociente y resto. |

Los ejemplos cldsicos de este tipo de dominios euclideos son Qlx], R[x], C[x] o (Z/pZ)[x] con
p € N> primo.

Como F[x] es un dominio euclideo sabemos por el Teorema I1.5.26 y por el Teorema I1.5.33,
que F[x] es un dominio de ideales principales y un dominio de factorizacién tnica. En
particular, todas las propiedades de estos dominios se cumplen en F[x|. El siguiente resultado
muestra la unicidad del cociente y el resto en el caso del dominio euclideo (F|[x],gr).

Corolario 11.6.35 Sea F un cuerpo y A(x),B(x) € F[x] con B(x) no nulo. Entonces los
polinomios existen Q(x),R(x) € F|x] tales que A(x) = B(x)Q(x)+R(x) o con R(x) =0 o con
gr(R(x)) < gr(B(x)) son tnicos.

Demostracion. Como F es un cuerpo, es dominio, y como B(x) # 0 vemos que gr(B(x)) =
m €Ny b, #0, por (EIID), se tiene que b, € U(F), luego por el Teorema I1.6.30 podemos
garantizar la existencia de cociente y resto. |

Gracias a la conexién entre factorizacién y raices dada por el Teorema I1.6.31 podemos
estudiar cudles son los irreducibles de F|x] en términos del grado. (Nota: Como Fx] es un
D.F.U. irreducibles y primos son conceptos equivalentes).

Corolario 11.6.36 Sea F un cuerpo y P(x) € F[x]\{0}. Entonces
P(x) € U(FIx]) siy solo si gr(P(x)) =0.

Demostracion. Por el Teorema 11.4.4, como F es un cuerpo, F' es un dominio y por el Teorema
11.6.26, sabemos que P(x) =Y, ajx) € U(F[x]) si y solo si ag € U(F) y a; =0 para todo
J € N>j. Por (EIII), sabemos que U(F) = F\{0}, luego P(x) € U(F[x]) si y solo si ap #0 y
a;j =0 para todo j € N>, es decir, si y solo si gr(P(x)) =0. [

Corolario 11.6.37 Sea F un cuerpo y P(x) € F[x]\{0} con n = gr(P(x)) € N>,. Entonces
P(x) es irreducible en F[x] si y s6lo si P(x) no se puede expresar como el producto de dos
polinomios de grado menor que 7.

Demostracion. Supongamos que P(x) es irreducible. Si P(x) = A(x)B(x), entonces o A(x) €
U(F[x]) o B(x) € U(F|x]). Por el Corolario 11.6.36, o gr(A(x)) =0 o gr(B(x)) = 0. Por la
Proposicién 11.6.25, tenemos que n = gr(A(x)) + gr(B(x)), entonces P(x) no se puede expresar
como producto de polinomios de grado menor que n.
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Reciprocamente, supongamos que P(x) no se puede expresar como el producto de dos poli-
nomios de grado menor que n. Si P(x) = A(x)B(x), entonces o gr(A(x)) =n o gr(B(x)) =n
y, como n = gr(A(x)) + gr(B(x)), o gr(B(x)) =0 o gr(A(x)) = 0. Por el Corolario I1.6.36, o
A(x) € U(F[x]) o B(x) € U(Fx]), es decir, P(x) es irreducible. [ ]

Corolario 11.6.38 Sea F un cuerpo y P(x) € F[x] con gr(P(x)) = 1. Entonces P(x) es
irreducible en Fx].

Demostracion. Si P(x) = A(x)B(x), por la Proposicion 11.6.25, 1 = gr(A(x)) + gr(B(x)), luego
o0 gr(A(x)) =0y gr(B(x))=1o0 gr(A(x)) =1y gr(B(x)) = 0. En cualquier caso, P(x) no se
puede expresar como el producto de dos polinomios de grado menor que 1 y, por el Corolario
11.6.37, concluimos que P(x) es irreducible. [

Ejemplos 11.6.39 Por el Corolario 11.6.38: El polinomio x —2 es irreducible en Q[x], x+ 7 es
irreducible en Rlx], ix+ 2+ 3i es irreducible en C[x] y 3x+ 6 es irreducible en Z/7Z[x]|.

Corolario 11.6.40 Sean F un cuerpo y P(x) € F|[x] con grado 2 o 3. Entonces
P(x) es irreducible en F[x] si y solo si P(x) no tiene raices en F.

Demostracion. Por el Corolario 11.6.37, P(x) es irreducible en F[x] si y s6lo si P(x) no se puede
expresar como el producto de dos polinomios de grado menor que gr(P(x)). Si gr(P(x)) =2,
esta condicion se traduce en que no puede descomponer como producto de polinomios de grado
1 y si gr(P(x)) =3, esta condicion se traduce en que no puede descomponer como producto
de un polinomio de grado 1 y un polinomio de grado 2. En resumen, podemos decir que P(x)
es irreducible si y s6lo si no se puede expresar como el producto de dos polinomios uno de
los cuales tiene grado 1. En otras palabras, P(x) es irreducible si y sélo si para todos a,b € F
con a # 0 tenemos que (ax+b) t P(x). Equivalentemente, como F es cuerpo y todo elemento
no nulo es invertible y multiplicando por a~!, P(x) es irreducible si y s6lo si para todo ¢ € F
tenemos que (x—c){ P(x). Por el Teorema I1.6.31, concluimos que P(x) es irreducible si y sélo
si P(x) no tiene raices en F. [

Ejemplos 11.6.41 Por el Corolario 11.6.40: El polinomio x> —2 es irreducible en Ql[x], x> +1es
irreducible en R[x], x*> + 3 es irreducible en Z/7Z][x].

Ejemplo 11.6.42 Queremos dar la lista completa de los polinomios irreducibles de (Z/27Z)[x]
de grado menor que 5.

Los polinomios irreducibles son por definicién no nulos y no invertibles, por el Corolario

11.6.36, hay que considerar polinomios de grado mayor o igual a 1. Los dos polinomios de
grado 1, x y x+1 son irreducibles por el Corolario 11.6.38.

Observamos que debido a que los posibles coeficientes son 0,1 hay 2" polinomios de grado n
en (Z/27)[x].

Por el Corolario 11.6.40, un polinomio P(x) de grado 2 o 3 es irreducible si y solo si no
tiene raices en (Z/27), es decir, si y solo si, P(0) = P(1) = 1. Por tanto, el tinico polinomio
irreducible de grado 2 es x> +x+ 1y de grado 3 los tnicos son x* +x*>+ 1y x* +x+ 1.

Por el Corolario 11.6.37, P(x) es irreducible si y solo si P(x) no se puede expresar como el
producto de dos polinomios de grado menor que n. En el caso de grado 4 o 5, podemos decir,
equivalentemente, que P(x) es irreducible si y solo si no es divisible por un polinomio de grado
1 o de grado 2. En concreto, P(x) es irreducible con gr(P(x)) =4 o gr(P(x)) =5 si y solo si
P(0)=P(1)=1y (x> +x+1){P(x). Como P(0) =0 podemos descartar los polinomios con
término independiente nulo y como P(1) = 1 podemos descartar los polinomios con un nimero
par de términos. De los 4 polinomios de grado 4 y de los 8 de grado 5 nos quedamos con
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aquellos que no son divisibles por x>+ x4 1, tinico polinomio de grado 2 sin factores de grado
1, para completar la lista:

X, x3+x+l, x4+x3+x2+x+1, x5+x4—|—x3+x2+1, x5+x4+x2—|—x+l,
x+1 x3—|—x2—|—17 x4+x—|—1, ©+x2+1 x5—|—x4—|—x3—|—x—|—1,
x2—|—x+1, P34, x5+x3+1, x5—|—x3—|—x2+x+l,

Ejemplo 11.6.43 En R = (Z/27Z)[x] se considera I = (x> +x+ 1). Queremos probar que R/I es
un cuerpo. Por el Ejemplo 11.6.42, sabemos que x> +x+ 1 es irreducible en (Z/27)[x]. Como
R es un D.E. es también un D.L.P. y, por la Proposicién 11.5.25, el ideal / es maximal. Por el
Teorema I1.4.15, R/I es un cuerpo.

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente resultado general que nos muestra la
importancia de los polinomios irreducibles debido a su conexidn con los ideales maximales y
los cuerpos.

Teorema 11.6.44 Sea F un cuerpo y P(x) € F[x|. Entonces:

F[x]/(P(x)) es un cuerpo siy solo si P(x) es irreducible en F[x].

Demostracion. Como Fx] es un D.E., por el Teorema 11.5.33, sabemos que es un D.L.P.. Por
la Proposicién 11.5.25, sabemos que P(x) es irreducible en F[x] si y solo si el ideal (P(x)) es
maximal. Por el Teorema 11.4.15, el ideal (P(x)) es maximal si y solo si F[x]/(P(x)) es un
cuerpo. |

Dados p € N>y primo y n € N>, empleando este teorema, podemos construir cuerpos con
p" elementos

Corolario 11.6.45 Sea p € N> primo y H(x) € (Z/pZ)[x] irreducible. Si gr(H(x)) =n €
N>, entonces (Z/pZ)[x]/(H(x)) es un cuerpo con p" elementos.

Demostracion. Por el Teorema 11.6.44 sabemos que K := (Z/pZ)[x]/(H(x)) es un cuerpo.
Como (Z/pZ)|x] es un D.E., la clase de todo polinomio P(x) en K coincide con la clase del
resto de dividir P(x) entre H(x) porque P(x) —R(x) = Q(x)H(x) € (H(x)). En otras palabras
la clase de todo polinomio P(x) en K puede ponerse como la clase de un polinomio R(x) con
R(x) =0 o gr(R(x)) < n.

Si dos polinomios A(x),B(x) con gr(A(x)) <ny gr(B(x)) <n estdn en la misma clase de K
tenemos que A(x) — B(x) € (H(x)). Como los polinomios no nulos de (H(x)) tiene grado mayor
que n (Proposicion 11.6.25), la tnica opcién es que A(x) — B(x) = 0.

Por consiguiente, hay tantas clases en K como polinomios de grado menor que n en (Z/pZ)[x]
y, como hay p posibilidades para cada coeficiente, #K = p”. |

Ejemplo 11.6.46 Queremos construir un cuerpo con 4 elementos y otro con 16. Por el Ejemplo
11.6.42, sabemos que los polinomios x> +x+ 1 y x* 4+ x>+ 1 son irreducibles en (Z/2Z)[x]. Por
el Corolario 11.6.45, sabemos que (Z/2Z)[x]/(x*+x+1) es un cuerpo con 2 =4 elementos y
que (Z/2Z)[x]/(x*+x>+1) es un cuerpo con 2* = 16 elementos.

Polinomios irreducibles y primitivos en D|x]

De acuerdo con los resultados de las secciones anteriores, dado un dominio D y un cuerpo F
estudiar la irreducibilidad de polinomios en D[x] puede parecer, a priori, mas complicado que
que estudiar la irreducibilidad de polinomios en F[x]. Esta seccion estd encaminada a deducir
propiedades de los elementos irreducibles en D[x] considerdndolos como elementos de F(D)][x]

Javier Jiménez Garrido - @@®®®



II.6 Anillos de polinomios 109

donde D es un D.EU. y F(D) es su cuerpo de fracciones (ver Teorema I1.4.17). En particular,
estos resultados se aplican para D[x] = Z[x] y F(D)[x] = Q[x].

Definicion 11.6.47 Sean D un D.FU. y P(x) € D[x]. Decimos que es un polinomio pri-
mitivo si no existe un elemento irreducible de D que divida a todos los coeficientes de
P(x).

Ejemplos 11.6.48 3x-+6x” no es primitivo en Z[x] pero 4x> 4+ 6x+9 si es primitivo en Z[x].
P(x,y) = x> —5x+6-+2y? es primitivo en Q[x,y] = Q[x,y] = (Q[x])[y]. Observamos que P(x,y) =
ao(x) +ay (x)y+ax(x)y* con ax(x) =2, a;(x) =0y ap(x) = x> —5x+6 = (x—2)(x — 3). Como
1 es un m.c.d de agp(x),a;(x),az(x) en Q[x], P(x,y) es un polinomio primitivo de (Q[x])[y].

Teorema 11.6.49 (Lema de Gauss). El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Demostracién. Dados dos polinomios primitivos P(x) = Y"_jax/ y Q(x) = Tob x/ de D[x],
razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que P(x)Q(x) = Z;H:'g c jxj no es primitivo.

Por tanto, existe p € D irreducible tal que p | ¢; para todo j € N.

Por la Proposicion 11.5.12, como D es un D.F.U., p es primo. Por la Proposiciéon 11.5.9.(1),
I = (p) es un ideal primo. Por el Teorema I1.4.15, D/I es un dominio. Por las Propiedades
I11.3.6, la composicion del homomorfismo sobreyectivo @ : D — D/I de paso al cociente con
la inclusion canénica y : D/I — (D/I)[x] (Ver Proposicién 11.6.11) define un homomorfismo
de anillos unitario, f = (yomx): D — (D/I)[x]. Aplicando el Teorema I1.6.14, para R = D,
S=(D/I)[x] y s=x¢€ (D/I)[x] tenemos que existe un homomorfismo de anillos unitarios

fer DI —  (D/D[A]

n n
Zajxf — Z flaj)x’! con f(aj)=a;+I,
j=0 =0

Por consiguiente, como c; = pd; con d; € D tenemos que ¢; € I y se cumple que

0= £:(0) = £(P(X)Q(x)) = fx(P(x))f:(Q(x)).

Por el Teorema 11.6.23, (D/I)[x] es dominio porque D/I es dominio. Luego o fy(P(x)) =0 o
fx(Q(x)) = 0. Por consiguiente, o a; € (p) para todo j € N o b; € (p) para todo j € N, en otras
palabras, p | a; para todo j € N o p|b; para todo j € N, contradiciendo el hecho de que P(x) y
O(x) sean primitivos. [

El estudio de la irreducibilidad de polinomio en F[x] es sencillo porque se puede expresar en
términos del grado como muestran los Corolarios 11.6.36 y 11.6.37. Si D es un D.F.U., tenemos
un resultado andlogo en D[x] para polinomios primitivos.

Teorema 11.6.50 Sea D un D.FU. y P(x) € D[x] con P(x) primitivo. Entonces
(1) Si gr(P(x)) =0, entonces P(x) € U(D[x]) =U(D) (ver Teorema I1.6.26).

(1) Si n=gr(P(x)) € N, tenemos que P(x) es irreducible en D|[x] si y s6lo si P(x) no se
puede expresar en D[x] como el producto de dos polinomios de grado menor que n.

Demostracion. (1) Si gr(P(x)) = 0, razonamos por reduccién al absurdo y suponemos que
P(x) =a ¢ U(D). Como P(x) # 0, por (DFU.I), a descompone como producto de irreducibles.
En particular, existe p € D irreducible tal que p | a, es decir, p divide a todos los coeficientes
de P(x), contradiciendo que P(x) es primitivo.
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(11) Supongamos que P(x) es irreducible. Si P(x) = A(x)B(x), entonces o A(x) € U(D[x]) o
B(x) € U(DIx]). Por el Teorema 11.6.26, 0 A(x) =a € U(D) o B(x) =b € U(D). Por tanto, o
gr(A(x)) =0 o gr(B(x)) = 0. Por la Proposicion I1.6.25, tenemos que n = gr(A(x)) + gr(B(x)),
entonces o gr(B(x)) =n o gr(A(x)) = n. En otras palabras, P(x) no se puede expresar como
producto de polinomios de grado menor que .

Reciprocamente, supongamos que P(x) no se puede expresar como el producto de dos poli-
nomios de grado menor que n. Si P(x) = A(x)B(x), entonces o gr(A(x)) =n o gr(B(x)) =ny,
como n = gr(A(x)) +gr(B(x)), o gr(B(x)) =0 o gr(A(x)) = 0. En cualquiera del los dos casos,
P(x) =dQ(x) cond € Dy gr(Q(x)) =n.

Veamos que d € U(D). Razonamos por reduccién al absurdo si d ¢ U(D), como d # 0, por
(DFU.D) tenemos que d descompone como producto de irreducibles d = py---p; con p; € D
irreducible. Como P(x) = Y""_,a;x/ = dQ(x) se tiene que d | a; para todo j € {0,...,n}. Por
tanto, tendriamos que p; | a; para todo j € {0,...,n}, contradiciendo que P(x) es primitivo.
En consecuencia, d € U(D) y, empleando el Teorema I1.6.26, vemos que, o A(x) € U(D|x]) o
B(x) € U(D|[x]), es decir, P(x) es irreducible. [

Corolario 11.6.51 Sea D un D.FU. y P(x) € D[x] un polinomio irreducible. Entonces

o bien P(x) es primitivo o bien gr(P(x)) =0y P(x) = p con p irreducible en D.

Demostracion. Supongamos que P(x) =Y/i_ga ix/ no es primitivo, entonces existe un g € D
irreducible tal que ¢ | a; para todo j € {1,...,n}. Escribiendo a; = gc; vemos que P(x) =¢q-Q(x)
con Q(x) = ¥_yc;x/. Recordamos que por el Teorema 11.6.26 U(D) = U(D[x]). Como P(x)
es irreducible y ¢ € U(D) = U(DIx]), tenemos que Q(x) € U(D[x]) = U(D). Por consiguiente,
O(x)=u€cU(D) y P(x) =qu, luego gr(P(x)) =0y P(x) = p con p = qu irreducible en D
(Observacion 11.5.7). [ |

El siguiente teorema establece que podemos descomponer todo polinomio de F(D)[x] como
producto de un elemento de F (D) y un polinomio primitivo de D[x].

Teorema 11.6.52 Sea D un D.F.U. y F(D) su cuerpo de fracciones (ver Teorema 11.4.17),
gracias a la inclusién canénica podemos considerar todo polinomio de D[x] como un po-
linomio de F(D)[x]. Entonces todo polinomio H(x) € F(D)[x] no nulo, puede expresarse
como

H(x) =aP(x) con a € F(D) y P(x) € D[x] primitivo.

Ademds, si H(x) € D[x] podemos tomar a € D.

Demostracion. Dado un polinomio H(x) = Y/_yhjx/ € F(D)[x] sus coeficientes son de la forma
hj=a;/bjcon aj,bj €D, bj#0 para todo j € N. Como D es un D.FU., por la Proposicién
I1.5.19 y la Observacién 11.5.20, existe m € D un m.c.m de bg,b1,...,b,. Por tanto, tenemos
que m =m;b; con m; € D y escribimos ¢; = m;a;. Multiplicando y dividiendo el coeficiente /;
por m; y, aplicando la propiedad distributiva, se tiene que

H =Y hpd =% 4 Dy
X) = ix) = —+—x+---
j=0 ! bO bl

1
ainxn — Cﬁ+ﬂx++clf1 — —(C0+61x+...+cnxn).
b, m m m m

Del mismo modo, podemos garantizar que existe d un m.c.d. de cg,cy,...,c,. Por tanto, tenemos
que c¢; =djd con dj € D. Escribimos a=d/my P(x) =Y, djx’ y observamos que H(x) =
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aP(x).

Finalmente, comprobamos que P(x) es primitivo. Si existiera p € D irreducible de modo que
p|d; para todo j€ {0,1,...,n} tendriamos que pd | c; para todo j € {0,1,...,n}. Por (MCD.II),
Como d es un m.c.d. de c,ci,...,c, se tendria que pd | d luego d = g(pd). Como d es no
nulo porque H(x) es no nulo, por la ley de cancelacion, 1 = gp y tendriamos que p € U(D)
contradiciendo que p es irreducible.

Finalmente, observamos que si H(x) € D[x] entonces m=1y a € D. [ |

Ejemplo 11.6.53 Aplicando el Teorema anterior al polinomio

10 15
P(x) = 3 + Z)H_SXZ +15%° € Q[x]
lo podemos escribir como producto de un elemento de Q y un polinomio primitivo de Z|[x|
como

P(x) 8 +9x + 12x° 4 36x°)

:ﬁ(

Esta forma de escribir los polinomios de F(D)[x] es tnica salvo producto por unidades de D.

Corolario 11.6.54 Sea D un D.FU. y F(D) su cuerpo de fracciones. Entonces si un polino-
mio H(x) € F(D)[x] no nulo puede expresarse como H(x) = aP;(x) y como H(x) = bPs(x)
con a,b € F(D) y Pi(x),P>(x) € D[x] primitivos. Entonces:

existe u € U(D) de modo que a =ub y P;(x) =u"'Py(x).

Demostracion. Suponemos que H(x) = (di/my)Pi(x) = (da/m2)Ps(x) con dy,my,dr,my € D\{0}
y Pi(x),Ps(x) en D[x] primitivos. Por tanto, Q(x) := dimaP;(x) = dymP»(x) es un polinomio
de D[x]. Como Pi(x) y P»(x) son primitivos dymy y dam; son dos m.c.d. de los coeficientes de
O(x). Por la Observacion I1.5.17, dym; estd asociado a dom;. Por consiguiente, existe u € U(D)
de modo que dymy = ud,my, luego a = ub vy, por la ley de cancelacién, P(x) =u~'Py(x). W

El siguiente resultado nos permite estudiar la irreducibilidad de un polinomio de Dx] en
términos de la irreducibilidad de un polinomio de F(D)]x].

Teorema 11.6.55 Sea D un D.EU., F(D) su cuerpo de fracciones y H(x) € F(D)[x] con
n=gr(H(x)) € N. Por el Teorema I1.6.52, sabemos que puede expresarse como H(x) = aP(x)
con a € F(D) y P(x) € D[x] primitivo. Entonces se cumple que:

H (x) es irreducible en F(D)[x] si y solo si P(x) es irreducible en Dlx].

Demostracion. Supongamos que H(x) es irreducible en F(D)[x]. Si P(x) descompone como
P(x) = A(x)B(x) con A(x),B(x) € D[x] tendriamos que H(x) = aA(x)B(x). Por el Corolario
11.6.37, como H(x) es irreducible no puede descomponer como producto de polinomios de grado
menor que n = gr(H(x)) = gr(P(x)), luego o gr(A(x)) =ny gr(B(x)) =0 o0 gr(B(x)) =ny
gr(A(x)) = 0. Por tanto, hemos probado que P(x) no descompone como producto de polinomios
de grado menor que n = gr(P(x)). Por el Teorema I1.6.50, como P(x) es primitivo, concluimos
que P(x) es irreducible en D|x].

Reciprocamente, supongamos que P(x) es irreducible en D[x]. Si H(x) = F(x)G(x) con F(x),G(x) €
F(D)[x]. Por el Teorema 11.6.52, F(x) = fA(x) y G(x) = gB(x) con f,g € F(D) y A,B € Dlx]
primitivos. Por consiguiente, tenemos que aP(x) = H(x) = fgA(x)B(x). Por el Teorema I11.6.49,
sabemos que A(x)B(x) es un polinomio primitivo y, por el Corolario I1.6.54, sabemos que
existe u € U(D) tal que a = u(fg) y que P(x) = u 'A(x)B(x). Como P(x) es irreducible, por
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el Teorema I1.6.50, o gr(A(x)) =n o gr(B(x)) = n, por tanto, o gr(F(x)) =n o gr(G(x)) = n.
En consecuencia, H(x) no descompone como producto de polinomios de grado menor y, por el
Corolario I1.6.37, concluimos que H(x) es irreducible en F(D)[x]. [

Corolario 11.6.56 Sea D un D.EU. y F(D) su cuerpo de fracciones. Dado Q(x) € DIx]
primitivo con n = gr(Q(x)) € N. Entonces Q(x) es irreducible en DIx] si y solamente si Q(x)
es irreducible en F(D)[x].

Demostracion. Observamos que podemos descomponer Q(x) en la forma del Teorema 11.6.52
como Q(x) = 1 - Q(x), es decir, con H(x) = Q(x), a= 1y P(x) = Q(x). Por tanto, aplicando
el Teorema I1.6.55, podemos concluir que P(x) es irreducible en D[x] si y solamente si P(x) es
irreducible en F(D)[x]. [ ]

Gracias a esta relacién entre polinomios primitivos de D[x] e irreducibles en F(D)[x], podemos
que F(D)[x] es un D.FU. para probar que si D es un D.FU., entonces D[x] es un D.F.U.

Teorema 11.6.57 Si D es un D.F.U., entonces D[x] es un D.F.U.

Demostracion. EXISTENCIA DE LA DESCOMPOSICION (DFU.I)
Dado P(x) € D[x]\{Op} y P(x) € U(D[x]) = U(D) (ver Teorema 11.6.26).

Distinguimos dos casos:

(a) Si gr(P(x)) =0, tenemos que P(x) =a con a € D. Como D es un D.EU.,, existen py,...,px
irreducibles en D tales que a = p; --- py. Por el Corolario 11.6.28, tenemos que p; es irreducible
en D[x|, luego P(x) = p;--- px descompone como producto de irreducibles.

(b) Si gr(P(x)) € N, como D[x] C F(D)[x] podemos considerar P(x) como un polinomio de
F(D)[x]. Como F(D) es un cuerpo F(D)[x] es un D.E. y, por tanto, un D.F.U. Como gr(P(x)) €
N, por el Corolario 11.6.36, sabemos que P(x) &€ U(F(D)[x]) y, por (DFU.I), existen polinomios
irreducibles H;(x),...,H(x) en F(D)[x] tales que P(x) = H;(x)---Hi(x). Observamos que, como
Hj(x) es irreducible en F(D)[x|, se cumple que gr(H;(x)) € N por el el Corolario I1.6.36.
Aplicando el Teorema I1.6.52 a cada uno de estos polinomios sabemos que pueden expresarse
como Hj(x) =h;Q;(x) con hj € F(D) y Q; € D[x] primitivo para todo j € {1,...,k}. Por el
Teorema I1.6.55, como H; es irreducible, Q; es irreducible en D[x]. En resumen, podemos
escribir

P(x) =hy---hQi(x)---Qk(x) con hj € F(D) y Qj(x) € D[x] irreducible y primitivo.

Como P(x) € Dlx], por el Teorema I1.6.52, se tiene que P(x) = dR(x) con R(x) € D[x] primitivo.
Por el Teorema 11.6.49, sabemos que el producto de polinomios primitivos es primitivo luego
O(x) = Q1(x) - Ok(x) es primitivo. Si h=hy ---hg, observamos que dR(x) = P(x) = hQ(x). Por
el Corolario 11.6.54, existe u € U(D), tal que h=ud y que Q(x) =u 'R(x) y deducimos que
heD.

Si h € U(D), entonces hQ(x) es irreducible (Observacién I1.5.7) y P(x) descompone como
producto de irreducibles.

Si h¢ U(D), como D es un D.F.U. entonces existen qi,...,q¢ irreducibles en D tales que
h=qi---qq. Por el Corolario I1.6.28, tenemos que ¢, es irreducible en D[x], luego P(x) =
q1---qeQ1(x) - Or(x) descompone como producto de irreducibles.

UNICIDAD DE LA DESCOMPOSICION (DFU.II) Dados A;(x),Aj(x) con i, j € N elementos
irreducibles en D[x], tales que

A1(X)Az(x) -+ An(x) = By (x)Ba(x) - B (x).
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Por el Corolario I1.6.51, sabemos que o bien gr(A;(x)) =0 y A;(x) = p; irreducible o bien
Ai(x) = P,(x) es primitivo. Andlogamente, bien gr(B;(x)) =0y Bj(x) = b; irreducible o bien
Bj(x) = Q(x); es primitivo. Reordenando los factores podemos escribir

P1p2- - PePrii(X) - Po(X) = 192 - qrQk+1(x) Q2 (x) - - - O (%),

con p;,q; € D irreducibles y P;(x),Q;(x) irreducibles y primitivos en D[x].

Por el Teorema 11.6.49, tenemos que P(x) := Py 1(x)---Py(x) y O(x) := Qgr1(x) - OQm(x) son
polinomios primitivos de D[x]. Denotamos por p=p;---py y por g =qi---qx y se tiene que
pP(x) = gQ(x). Por el Corolario 11.6.54, existe u € U(D), tal que p =uq y que P(x) =u 'Q(x).

Como D es un D.FU., p1---p; =uqi---qx y con p;,q; irreducibles, por (DFU.II), ¢ = k existe
T €Sy tal que p; ~ qq(;y en D. Como U (D) = U(DI[x]), p: es asociado a gq(; también en D[x].

Como P;(x),Q;(x) irreducibles y primitivos en D|x], por el Teorema I1.6.50, se tiene que
gr(Pj(x)) € N>; y gr(Qj(x)) € N>y y, por el Corolario I1.6.56, P;(x),Q;(x) son irreducibles en
F(D)[x] para todo i € {{+1,...,n} y todo j€ {{+1,...,m}.

Como F(D)[x] es un D.FU. y como Py (x)---Py(x) = u'Qp1(x)---Qu(x), por (DFU.II),
m=ny todo Pi(x) es asociado a algiin Q;(x) en F(D)[x]. En otras palabras, se tiene que
para todo i € {{+1,...,n} existe j€ {{+1,....n} y f € U(F(D)}x]) =U(F(D)) tal que
P,(x) = fQj(x). Como P;(x) y Qj(x) son primitivos, por el Corolario I1.6.54, concluimos que
feU(D)=U(Dx]), luego P;(x) es asociado a algin Q;(x) en D[x].

En resumen, n=m y existe o € S, tal que A;(x) ~ Bs(;)(x) en D[x] para todo i € {1,2,...n},
es decir, se satisface (DFU.II). |

Ejemplos 11.6.58 (1) Tenemos que Z[x] es un D.F.U. En el Ejemplo I1.5.30 hemos probado
que Z es un D.E. Por tanto, por el Teorema I1.5.33 y por el Teorema 11.5.26 tenemos que Z
es un D.F.U. Por el Teorema I1.6.57, concluimos que Z[x] es un D.F.U.

(2) Dado F un cuerpo F[x] es un D.E., por el Teorema I1.6.34, luego por el Teorema 11.5.33
y por el Teorema I1.5.26 tenemos que F[x] es un D.F.U. Finalmente, por el Teorema I1.6.57
concluimos que F|x,y] es un D.EU. (ver Observacion I1.6.6).

Criterios de irreducibilidad

En esta seccién, probaremos algunos resultados que nos dan condiciones suficientes, y sencillas
de comprobar, que aseguran que un polinomio es irreducible en D[x]. Comenzaremos por un
teorema que generaliza un resultado que que aparece en la mayorfa de los textos de secundaria:
’toda raiz entera de un polinomio con coeficientes enteros debe dividir al término independiente’.

Teorema 11.6.59 (Teorema de la raiz racional). Sean D un D.EU,, P(x) =Y/ _ya e
D[x] con n € N>; y a, # 0. Dado f € F(D) se puede escribir como f =r/s con r,s € D de
modo que 1p es un m.c.d. de r y s (primos relativos).

Se tiene que si P(r/s) =0, entonces r | ag y s | a,.

Demostracion. Como P(r/s) =Y_ya;(r/ s)/ = 0, observamos que
anr" + sap_ 1" o 5" ar4-s"ag = 0.

Por tanto, se tiene que s | a,r" ue 7 | s"ag. Como r,s € D son primos relativos, deducimos
)
que s | a, y que r|ap por las propiedades del méaximo comin divisor. |
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Ejemplo 11.6.60 Queremos probar que P(x) = 8x*> —6x+ 1 es irreducible en Q[x]. Como
gr(P(x)) = 3, por el Corolario I1.6.40, sabemos que P(x) es irreducible si y solo si no tiene
raices en Q. Por el Teorema de la raiz racional, las unicas raices racionales posibles de P(x) son
+1,+1/2,41/4,41/8. Comprobamos que ninguno de estos 8 elementos es raiz y concluimos
que P(x) es irreducible en Q[x].

Teorema 11.6.61 (Criterio de irreducibilidad médulo p). Sean D un D.FU., y P(x) =
o€ x/ € D[x] primitivo y con gr(P(x)) =n € Nx>;. Supongamos que existe p € D irreducible

tal que ptcy.

Denotamos por I = (p) el ideal primo generado por p, si P(x) = fi(P(x)) € (D/I)[x] es el

polinomio al considerar los coeficientes médulo / (ver la demostracion del Teorema I1.6.49).

Entonces se cumple que

Si P(x) es irreducible en (D/I)[x], entonces P(x) es irreducible en D[x].

Demostracion. Del mismo modo que en la prueba del Teorema 11.6.49, la aplicacién:
fer D — (D/D[

n . n .
P(x):chxJ—> P(x):Z?ij con c¢j=cj+I,
j=0 Jj=0

es un homomorfismo de anillos unitarios. Si P(x) = A(x)B(x) con A(x) = Y/_ga;x/,B(x) =

Y'—objx’ € D[x], tenemos que P(x) = A(x)B(x). Como P(x) es irreducible en (D/I)[x] o A(x) €

U((D/I)[x]) =U(D/I) o B(x) € U(D/I) porque D/I es dominio (Ver Teorema I1.6.26). Por

consiguiente, o gr(A(x)) =0 o gr(B(x)) =0.

Como pfen plarhy, luego play y ptby. Por tanto, r = gr(A(x) = gr(A()) y s = gr(B(x)) =
gr(B(x)). Junto con la informacién anterior, deducimos que o r =0 o s = 0, es decir, P(x) no
puede expresarse como el producto de dos polinomios de grado menor que n. Como P(x) es
primitivo, por el Teorema I1.6.50, concluimos que P(x) es irreducible en Dl[x]. [ |

Ejemplo 11.6.62 Queremos probar que P(x) = 25x° + 9x> + 81x% + 121x 449 es irreducible en
Q[x]. Como P(x) es primitivo (un m.c.d. de sus coeficientes es 1) basta probar que es irreducible
en Z[x| (Corolario I1.6.56). Como 2125 podemos estudiar la irreducibilidad del polinomio
resultante al considerar los coeficientes en Z/27. Tenemos que P(x) = x° +x> +x> +x+ 1
es irreducible en Z/27 por el Ejemplo 11.6.42. Por consiguiente, aplicando el Criterio de

Irreducibilidad médulo 2, deducimos que P(x) es irreducible en Z[x].

Teorema 11.6.63 (Criterio de Eisenstein). Sea D un D.EU., y P(x) = ¥i_oc;jx’ € D[x]
primitivo con gr(P(x)) =n € N>;. Supongamos que existe p € D irreducible tal que:

(EIS.1) p|c; para todo j <n,
(EIS.2) pfcn,

(E1S.3) p?*1co.

Entonces P(x) es irreducible en Dlx].

Demostracion. Supongamos que P(x) = A(x)B(x) con A(x) = Y/_gajx’ y B(x) = ¥5_objx/ en
D[x] con n=r+s. _

Por la definicién del producto de polinomios ¢; = Z'/izo agbj_i para todo j € {0,1,...,n}. En
particular, ¢, = a,by, por (EIS.2), se tiene que p 1t a,bs, luego pfa, y p1bs.
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Por otro lado, ¢y = agby. Por (EIS.3), como pzfaobo, p no divide a ag y a by a la vez. Por
(EIS.1), p1fagby, es decir, p divide a uno y solo a uno de los factores ag,by. Supongamos que
plaoy ptbo, andlogo si p|bgy ptap. Como pta,y plag existe un me {1,...,r} tal que
plajpara je{0,...,m—1} y que p{a,. Observamos que

Cm = ambo +by_1am—1+---+arby_1 + aoby,.

Si m < n, por (EIS.1) p|cy y por la hipétesis sobre aj, p | (by—1am—1+ -+ aibm—1+aobm).
Por consiguiente, p | a,by, como p es irreducible y D es un D.EU., p es primo y se tiene que
o0 p|am 0 p| by pero ninguna de estas dos condiciones es posible. En consecuencia, como
m < r <n, la Unica posibilidad es que n=m =r.

En resumen, P(x) no descompone como producto de dos polinomios de grado menor que n.
Como P(x) es primitivo, por el Teorema I1.6.50, concluimos que P(x) es irreducible en D[x|. W

Ejemplos 11.6.64 (1) Queremos probar que el polinomio H(x) = (9/10)x* 4 (6/5)x — (9/5)
es irreducible en Q[x]. Observamos que podemos escribir H(x) = (1/10)(9x 4 12x — 18) =
(3/10)(3x* +4x — 6). Como P(x) := 3x> +4x— 6 es primitivo (un m.c.d. de sus coeficientes es
1) basta probar que es irreducible en Z[x] (Teorema I1.6.55) para deducir que H (x) es irreducible
en Q[x]. Podemos aplicar el Criterio de Eisenstein para p =2, como 2 | (—6) y 2|4, pero 213
y 22 =416, deducimos que P(x) es irreducible en Z[x].

(2) Queremos probar que P(x,y) = x> — 5x+ 6 +2y? es irreducible en Q[x,y]. Por definicién sa-
bemos que Qx,y] = (Q[x])[y], como Q es un cuerpo Q[x] es un D.E. y por los Teoremas 11.5.33
y I15.26, Q[x] es un D.E.U. Observamos que P(x,y) = ao(x) +a; (x)y +ax(x)y* con as(x) = 2,
aj(x) =0y ap(x) =x*—5x+6 = (x—2)(x—3). Como 1 es un m.c.d de ap(x),a;(x),az(x) en
QIx], P(x,y) es un polinomio primitivo de (Q[x])[y]. Comprobamos es posible aplicar el Criterio
de Eisenstein con p = (x—3), que es irreducible en Q[x] (ver Corolario I11.6.38), y concluimos
que P(x,y) es irreducible en Qlx,y].

Teorema 11.6.65 (Criterio de Traslacion). Sea D un dominio, P(x) € D[x] y a € D. Enton-
CEs:

P(x) es irreducible en D[x] si y solo si P(x+a) es irreducible en D[x].

Demostracion. Consideramos el homomorfismo de anillos identidad de f =id : D — D. Para
R =D y S = D[x], aplicamos el Teorema II.6.14 dos veces, una con s =x-+a y otra con
s =Xx—a, y vemos que

Sfrra : D] — Dix] Sfr—a: DIx]| — D|x]
iajxj — i aj(x+a) z": ax’ — z": aj(x—a)’
=0 =0 =0 =0

son homomorfismos de anillos.

Supongamos que P(x) es irreducible en Dx]. Si P(x+a) = A(x)B(x), aplicando el homomorfis-
mo fy—g4, por (HA.II), tendriamos que P(x) = fy—4s(P(x+a)) = A(x—a)B(x —a). Como P(x) es
irreducible en D[x] 0o A(x—a) =u € U(D[x]) =U(D) o B(x—a) =u € U(D[x]) =U(D) (ver Teo-
rema 11.6.26). Como para todo d € D, fi+4(d) =d, tenemos que o A(x) =A(x—a) =u € U(D)
0 B(x) =B(x—a) =u € U(D). En otras palabras, P(x+a) es irreducible en D[x|.

Andlogamente, se razona si suponemos que P(x+a) es irreducible en D[x]. |
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Ejemplo 11.6.66 Queremos probar que P(x) = 8x> —6x+ 1 es irreducible en Q[x]. Observamos
que

Px+1)=8x+1)P>—6(x+1)+1 =80 +3x+3x+1) —6x—5=8x> +24x* + 18x 4 3.

Aplicamos el Criterio de Eisenstein a P(x+1) para p=3, D=7y F(D) = Q y concluimos que
P(x+1) es irreducible en Q[x]. Por el Criterio de Traslacién, P(x) = 8x> —6x+ 1 es irreducible

en Q[x].

Para completar la informacién de estos apuntes consultar las referencias: [5], [9] [11], [12],
[15].

I Ejercicio 11.6.67 Probar que 2x+ 1 es una unidad en (Z/4Z)|x].

Ejercicio 11.6.68 Probar que x> +3x+ 2 tiene 4 raices en Z/6Z. ;Cudles son las raices de
x*—5x*+4 en Z/67?

I Ejercicio 11.6.69 ;Cuantos polinomios existen en (Z/3Z)[x] tales que f(a) =0 para todo
a€Z/32?
I Ejercicio 11.6.70 Determinar un polinomio en Z[x] tal que f(—1/2) = f(1/3)=0.
I Ejercicio 11.6.71 Probar que Q[x]/(x* —2) ~ Q[v2].
Ejercicio 11.6.72 Probar que para cada p primo:
Pl l=x-1)(x-2)--(x—(p-1)) en Z/pZlx].
Deducir el Teorema de Wilson: p es primo si y sélo si (p—1)! = —1(méd p) . Calcular el

resto de dividir 98! por 101 y probar que (50!)?> = —1(méd 101).

Ejercicio 11.6.73 Construir un cuerpo con 25 elementos. ;Existe un cuerpo con 21 elemen-
tos? ;y un dominio con 21 elementos?

Ejercicio 11.6.74 Probar que F4 = (Z/27)[x]/(x*+x+1) es un cuerpo con cuatro elementos.
Probar que Z[i]/(2) es un anillo con cuatro elementos ;Es cuerpo?;Es dominio? Construir las
tablas aditivas y multiplicativas de los anillos (Z/4Z,+,-), (Z/2Z < Z/2Z,+,-) y (F4,+,-),
(Z[i]/(2),4+,-). (Son anillos isomorfos?

I Ejercicio 11.6.75 Si D es un D.LP. jes D[x] un D.LP.?
I Ejercicio 11.6.76 Dado un cuerpo F y S un subgrupo finito de (F\{0},-). Probar que (S,-)

es un grupo ciclico.

Ejercicio 11.6.77 Dado p € Nx; primo probar que (U(Z/pZ),-) es ciclico.
Observe que cuando p no es primo el grupo puede no ser ciclico [6, 10]

I Ejercicio 11.6.78 Probar que R[x]/(x*>+ 1) es un cuerpo.

Javier Jiménez Garrido - @@®®®



II.6 Anillos de polinomios 117

Ejercicio 11.6.79 En (Z/3Z)[x] se consideran P(x) = x> +x*> +x+1, Q(x) = x* + x> +2x* +
x+1eI=(P(x),0(x)). Probar que (Z/37Z)[x]/I es un cuerpo. ;Cudntos elementos tie-
ne?;Cudl es el inverso de x+1?

Ejercicio 11.6.80 Sea F un cuerpo y P(x) € F|[x] de grado n € N>;. Probar que cada clase
distinta de 0 en F[x]/(P(x)) contiene un tnico ménico polinomio de grado < n.

Ejercicio 11.6.81 En (Z/3Z)[x] consideramos el polinomio P(x) = x> +x>+x+2 y el
cociente R = (Z/37Z)[x]/(P(x)). ;Cuantos elementos tiene el anillo R ?;Es R un cuerpo?

EjerCICIO 11.6.82 Teniendo en cuenta el orden del grupo U(R) del ejercicio anterior, probar
que x>+ 1 no tiene ninguna raiz en R. ;Cudntas raices tiene en R el polinomio x'* —12;y
K
+1?

probar que Q|P en Zl[x].

Ejercicio 11.6.84 (Polinomios irreducibles con coeficientes reales). El objetivo de este
ejercicio es probar que los polinomios irreducibles en R[x| tienen grado 1 o 2.

(1) Probar que todo polinomio de R[x] grado 1 es irreducible y que algunos polinomios
de grado 2 son irreducibles.

(11) Sea P( ) € R[x]. Definiendo un automorfismo adecuado probar que z € C es una raiz
de P(x) si y s6lo si su conjugado Z es una raiz de P(x).

(111) Enunciar el Teorema Fundamental del Algebra.
(1v) Probar que todo polinomio de R[x] grado impar mayor o igual que 3 es reducible.

(V) Probar que todo polinomio de R[x] grado par mayor que 2 es reducible.

I Ejercicio 11.6.83 Sean P(x),0Q(x) € Z[x] polinomios con Q(x) ménico. Si Q|P en Qx|

I Ejercicio 11.6.85 ;Es x> — 12x% +6 irreducible en Z[x]? iy en Q[x]?
Ejercicio 11.6.86 Determinar si los siguiente polinomios son irreducibles o no en Q[x]:
01(x)=x*—10 Or)(x) =x+3x>—6x+3 Q3(x) =’ +3x> —6x+9 Q4(x) =x>—3x+4.

Ejercicio 11.6.87 Determinar si los siguiente polinomios de Z[x| son primitivos en Z[x],
irreducibles en Z[x|, irreducibles en Q[x] y/o irreducibles en R[x]:

Pi(x) =246, P(x)=x*-3, P(x)=x*+1,
Py(x) =6x* —x—1, Ps(x)=2x>—x*—x-3.

Ejercicio 11.6.88 En Z|[x], el anillo de los polinomios con coeficientes enteros, consideramos
el ideal 7 = (10,x—3) y el anillo cociente A = Z[x]/I.
(1) Probar que x+7 =3+ y deducir que para todo elemento P(x) de Z[x] existe k € Z
tal que P(x)+1=k—+1.
(2) Probar que Q(x) = 6x> +5x% + 8x+ 12 es irreducible en Z[x].
(3) Encuentra el inverso de Q(x)+1 en A.
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Ejercicio 11.6.89 En el anillo de los polinomios con coeficientes racionales, Q[x], considera-
mos: Py(x) = (3/4)x” +36x—18 y P>(x) = (4/3)x> +4x> — (40/3)x — 32 de Q[x].

(1) Probar que Pi(x) es irreducible en Q[x] y que P»(x) no es irreducible en Qlx].

(2) Determinar si Ry = Q[x]/(Pi(x)) y R, = Q[x]/(P>(x)) son o no son cuerpos.

(3) Encuentra en R; el inverso de ((x—2)/200) + (P;(x)).

Ejercicio 11.6.90 En Z/3Z|x], consideramos los polinomios
Pi(x) =x*+2x3 +2x 42, P(x)=x*+°+x>+x+1, Py(x) =x>+x+2.

(1) Determinar, razonadamente, la lista completa de polinomios irreducibles de grado
menor o igual que 2 de Z/37Z[x|.

(1) (Es Ry =Z/3Z|x]/(Pi(x)) un dominio? (Es R, = Z/3Z[x]/(P>(x)) un cuerpo?
(111) Hallar, si existe, el inverso para el producto de x> + 14 (P3(x)) en R..

(1v) Consideramos el ideal I = (P;(x),Ps(x)) de Z/3Z[x|. Determinar si I es principal o no
y, en caso de ser principal, encontrar un polinomio P(x) € Z/3Z[x] tal que I = (P(x)).

(V) Probar que I/(Pi(x)) ~ (P3(x))/(x° +2x3 4+ 2x* + x4 2).
(v1) Hallar car(R;) y #(R;).
I Ejercicio 11.6.91 Probar que R[x,y] es un D.EU. ;es D.E.? ;es D.L.P.?
I Ejercicio 11.6.92 Probar que K[x,y]/(x* —y?) es un dominio ;Es D.F.U.?
Ejercicio 11.6.93 En el anillo Clx,y] (ver Observacién I1.6.6) se pide:
(1) Probar que x> +y?> —4 es un elemento irreducible de C[x,y].

(2) Probar que C[x,y]/(x* +y?—4) es un dominio.
(3) Si I = (x*+y*—4), probar que (x+iy)+1€ U(Cx,y]/I).
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A.l

Numero naturales. Principio de inducciéon

Los Axiomas de Peano, descritos a continuacién, determinan de forma univoca el conjunto de
los ndmeros naturales:
(P0) O es un ndmero natural.
(P1) Existe una aplicacién del conjunto de los niimero naturales en si mismo de modo que a
cada ndmero natural n se le asigna otro nimero natural S(n) denominado sucesor de 7.
(P2) La aplicacién S es inyectiva, es decir, para todo para de nimeros naturales n 'y m si se
cumple que S(n) = S(m), entonces se tiene que n = m.
(P3) No existe ningin niimero natural tal que S(n) = 0.
(P4) (Axioma de induccién) Si A es un subconjunto de los nimeros naturales de forma que:
(1) 0€A,
(11) para todo ndmero natural n, si n € A, entonces S(n) € A,
entonces A es igual al conjunto de todos los nimeros naturales.

Al conjunto que verifica estos axiomas lo denominamos conjunto de los niimeros naturales y
lo representamos por N. Denotamos a sus elementos de la forma habitual N={0,1,2,3,4,...}.
En la version original de Giuseppe Peano [17] de 1889 no incluy6 al 0 como nimero natural,
es decir, los axiomas se enunciaban sustituyendo 1 por 0, pero en el Formulario mathematico
de 1908 [18] el propio G. Peano habia cambiado de criterio presentando la versiéon que hemos
descrito.

Veamos ahora algunas propiedades fundamentales del conjunto de los ndmero naturales.
Recordamos que una proposicion es una sentencia declarativa que puede ser cierta o falsa. El
axioma de induccidn, convenientemente reformulado, se usa como método de demostracion de
proposiciones referidas a nimeros naturales.

Imagen de cabecera: Teselacion del plano mediante pentdgonos convexos descubierta por Casey Mann, Jennifer
McLoud y David Von Derau en 2015. En 2017, Micha€l Rao demostré que con este ultimo pentdgono la lista de
poligonos convexos que teselan el plano estd completa.

(via https://www.gaussianos.com/michael-rao-termina-la-busqueda-de-poligonos-convexos-teseladores/)
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Teorema A.1.1 (Principio de Induccién). Sea P(n) una proposicién definida para cada
nimero natural n € N. Supongamos que:

(1) P(0) es cierta.

(11) para todo n € N, si P(n) es cierta entonces P(S(n)) también es cierta.
Entonces P(n) es cierta para todo n € N.

Demostracion. Consideramos el conjunto A = {n € N : P(n) es cierta}. Por (I), tenemos que
0€A. Dado n €N, si n € A, por definicién de A se tiene que P(n) es cierta y, por (II), P(S(n))
también es cierta. En consecuencia, S(n) € A y por (P4), concluimos que A =N, es decir, P(n)
es cierta para todo n € N. |

Empleando este resultado podemos definir la suma 4+’ en N de forma recursiva

(S0) para cada neN definimos n+0:=n,
(S1) para cada n,meN definimos n+S(m):=S(n+m).

’

El producto producto ’-’ en N se define de forma recursiva a partir de la suma por

(M0) para cada neN definimos n-0:=0,
(M1) para cada n,méeN definimos n-S(m):=n-m+n,

y de la relacién de orden habitual estd dada por:
n<m <& existe keN talque n+k=m.

Empleando el teorema de recursién de Dedekind podemos probar que existe una Unica aplicacién
4+ :NXx N — N que verifica los axiomas de la suma y lo mismo ocurre para el producto
-: N x N — N. Mediante el Principio de Induccién, y de un modo directo pero laborioso, se
puede probar que se satisfacen las propiedades cldsicas conocidas (ver los Ejercicios de esta
seccion).

Por su importancia en el curso, veamos que el orden natural en N es un buen orden.
Recordamos que dado un conjunto ordenado (X,<) y A C X un subconjunto no vacio, decimos
que A tiene minimo si existe & € A tal que a < a para todo a € A. En ese caso, escribimos
o = min(A). De un modo andlogo se define el médximo.

Teorema A.1.2 (Principio de Buena Ordenacion). Todo subconjunto no vacio de nimeros
naturales tiene minimo.

Demostracion. En primer lugar, definimos la proposicién P para cada n € N por

P(n): todo subconjunto no vacio de {0,1,2,...,n} tiene minimo.

Para n =0, el dnico subconjunto no vacio de {0,1,2,...,n} = {0} es {0} que tiene minimo,
luego P(0) es cierta. Supongamos que P(n) se cumple para un cierto n € N y veamos que se
cumple P(n+1). Dado C un subconjunto no vacio de de {0,1,2,...,n,n+ 1}, distinguimos dos
casos:
(a) Si C={n+1}, entonces n+ 1 = min(C).
(b) En otro caso, consideramos D = CN{0,1,...,n} que es un subconjunto no vacio de
{0,1,...,n}. Por hipétesis de induccién, D =CN{0,1,...,n} tiene minimo que denotamos
por d = min(D). Comprobamos de forma automética que d = min(C).
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Por tanto, en ambos casos hemos probado que P(n-+ 1) es cierta. En consecuencia, por el
Principio de Induccién (Teorema A.1.1), P(n) es cierta para todo n € N.

Empleemos esta informacién para probar el teorema. Dado A un subconjunto de N no vacio,
tomamos un elemento k € A lo que es posible porque A es no vacio. Consideramos B :=
AN{0,1,...,k}, observamos que B es un conjunto no vacio de {0,1,...,k} porque k € B. Por
lo probado anteriormente B tiene un minimo que denotamos por b = min(B). Comprobamos de
forma directa que b = min(A). [

El Axioma de Induccién y el Principio de Buena Ordenacién estdn estrechamente relacionados
pero no son equivalentes, para mds informacién ver [16].

En determinadas situaciones puede resultar conveniente hacer uso de una versioén diferente del
Principio de Induccién.

Teorema A.1.3 (Principio de Induccién Completa). Sea P(n) una proposicion definida
para cada nimero natural n € N. Supongamos que:
(1) P(0) es cierta.
(11) para todo n € N, si P(k) es cierta para todo k < n+ 1 entonces P(n+ 1) también es
cierta.
Entonces P(n) es cierta para todo n € N.

Demostracion. Directa porque las hipétesis de este enunciado son mas fuertes que las del
Principio de Induccién (Teorema A.1.1). [

A partir de los naturales, existen diversas formas de construir los nimeros enteros. Una
posibilidad es considerar el conjunto de clases de equivalencia definidas en N x N por la
relacién

(n,m)R(k,?) & n+{=m+k.
La idea intuitiva es que la clase de un par [(n,m)]g representa el nimero entero obtenido como

resultado de restar m a n. Por tanto, el conjunto de los nimeros enteros es Z := (N xN)/R y
podemos extender la suma, el producto y el orden de N a Z:

[(n, m)|g+ [(k,€)]g :=[(n+ Kk, m+0)]g,
[(n, m)|g - [(k, €)]g := [(nk+ ml, nl+ mk)]g,
[(n,m)|rg <[k, )] & n+l<m+k.

De este modo podemos considerar N como subconjunto de Z y de ahora en adelante denotaremos
a sus elementos de la forma habitual:

Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

y el subconjunto formado por los nimeros naturales mayores o iguales que k € N lo denotaremos
por
Nopi={kk+1,k+2,k+3,k+4,...}.

Observacion A.1.4 Se puede probar una versién equivalente del Principio de Induccién para
todo subconjunto de Z acotado inferiormente. En concreto si dado m € Z suponemos que :

(1) P(m) es cierta.

(11) para todo n € Z con n > m, si P(n) es cierta entonces P(n+ 1) también es cierta.
Podemos concluir que P(n) es cierta para todo n > m.

Haciendo las modificaciones pertinentes se puede obtener también una versién en Z del Principio
de Induccién Completa.
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Ejercicio A.1.5 Asumimos que + : N x N — N es una aplicacién que satisface (S0) y (S1).
El objetivo de este ejercicio es probar que (N,+) es un monoide conmutativo haciendo uso
del principio de induccién. Indicaciones:

(1) Probar que la suma es asociativa.
Pista: para n,m € N fijos aplicar (P4) a SApim ={p €N : (n+m)+p=n+(m+p)}.

(I1) Probar que para todo n € N se tiene que n+0=n=0+n.
Pista: aplicar (P4) a SCo={neN :n=0+n}.

(111) Probar que para todo n € N se tiene que n+1=1+n.
Pista: aplicar (P4) a SCi ={ne€N :n+1=1+n}.

(1v) Probar que la suma es conmutativa.
Pista: para n € N fijo aplicar (P4) a SC, = {m €N :n+m=m+n}.

(V) Probar que para n,m,p € N si n+ p =m+ p entonces n = m (Ley de cancelacién).
Pista: idem para CS,,, ={p €N : si n+p=m+ p entonces n=mj}.

Ejercicio A.1.6 Asumimos que - : N x N — N es una aplicacién que satisface (M0) y (M1).
Se pide:

(1) Probar las propiedad distributiva del producto respecto a la suma.
Pista: para n,m € N fijos aplicar (P4) a Dyt ={p €N : (n+m)p=np+mp)}.

(1Ir) Probar el producto es asociativo.
Pista: para n,m € N fijos aplicar (P4) a MA,, = {p € N : (nm)p =n(mp)}.

(1r1) Probar que 1 es el elemento neutro, es decir, para todo n € N se tiene que n-1=n=1-n
Pista: aplicar (P4) a MN, ={n €N :n=1-n}.

(1v) Probar que el producto es conmutativo.
Pista: para n € N fijo aplicar (P4) a MC, = {m € N : nm = mn}.

(V) Probar que para n,m,p eNsin-p=m-py p#0 entonces n=m (Ley de cancelacion).

I Ejercicio A.1.7 Probar que (N, <) es un conjunto ordenado. ;Es una relacién de orden total?

Ejercicio A.1.8 Probar que (Z,+,-) es un anillo conmutativo y unitario. Indicaciones:

(1) Probar que la suma estd bien definida (no depende de los representantes elegidos).
(Ir) Probar que la suma es conmutativa, asociativa, que tiene elemento neutro y opuesto.
(1) Probar que el producto estd bien definido (no depende de los representantes elegidos).

(1v) Probar que se cumple la propiedad distributiva.
(V) Probar que el producto es asociativo, conmutativo y que tiene elemento neutro.
(VI) Probar que si dados x,y € Z se tiene que x-y =0 entonces x =0 o y = 0.

(vir) Probar que la ley de cancelacién para el producto.

(viir) Probar que la aplicacién i : N — Z dada por i(n) = [(n,0)]g es inyectiva y cumple que
para todos n,m € N se tiene que i(n+m) =i(n) +i(m), i(n-m) =i(n)-i(m), sin <m
entonces i(n) < i(m).

(1X) Probar que la relacién de orden es un orden total.
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Divisibilidad en Z

Gran parte de los resultado del Algebra Abstracta se fundamentan en resultados elementales de
los nimeros enteros. En este apéndice se recogen las propiedades que son necesarias para el
desarrollo tedrico de la asignatura.

Definicion A.2.1 Dados a,b € Z decimos que a divide a b (o equivalentemente a es divisor
de b o b es miiltiplo de @) cuando existe ¢ € Z tal que b =a-c. En el caso de que se
verifique la propiedad escribimos a | b y si no se satisface escribimos a1 b.

Observacién A.2.2 Dados a,b € 7 tales que a | b y b | a, entonces existen c¢j,c; € Z de forma
que a=c1-byque b=cy-a, luego a =c1b = cicpa. Observamos que

a—cica=0 = (l—ci)a=0 = a=0 0o 1—cjc=0.

Si a =0, entonces b = cia =0y se cumple que a =b.
Si 1—cycp =0, entonces 1 =cjcp, como cy,c; € Z tenemos que o ¢y =cp; =10 ¢ =cp = —1,
en ambos caso se tiene que a = £ b. En otras palabra, si a | b y b | a, entonces a = + b.

En particular, hemos probado que

VnmeN si m|n y m|n = m=n.

Teorema A.2.3 (Division Euclidea). Sean a,b € Z con b # 0. Entonces existen g,r € Z
tinicos de forma que a =bg+r con 0 <r < |b|.

Demostracion. EXISTENCIA DEL COCIENTE Y EL RESTO

Consideramos el conjunto R ={a—bk: k€ Z y a—bk € N} C N. Veamos que R # 0.
Distinguimos tres casos: si a > 0, tomamos k=0 y vemos que a € R; si a <0y b > 0, tomamos
k=aya—ab=a(l—b)€R;ysia<0yb<0, tomamos k=—a y a+ab € R. En consecuencia,
por el Principio de Buena Ordenacién (Teorema A.1.2) existe el minimo de R que denotamos
por r:=min(R) € N. Como r € R, existe ko € Z tal que a = bky+r.

Tomamos ¢ := ko y veamos que r < |b|. Razonamos por reduccién al absurdo, supongamos que
r > |b|. En primer lugar, si b > 0, entonces |b|=byr—b>0yr—b=a—bg—b=a—b(q+1),
luego r—b € Ry r—b <r lo que contradice que r = min(R). En segundo lugar si b <0,
repetimos el procedimiento y vemos que r+b € R contradiciendo que r = min(R).

UNICIDAD DEL COCIENTE Y EL RESTO

Supongamos que existe q1,q2,r1,m2 € Z tales que a =bqy+ri =bga+r, con 0 <r; < |b| y
0 < ry < |b|. En consecuencia, se cumple que b(q; —g2) = r» —ri. Si g1 # ¢2, observamos que
lg1 — q2] # 0 y deducimos que

|b| < |bllq1 — q2| = |r2 — ri| <mdx(ry,r) < [b],

lo que es imposible. Por consiguiente, necesariamente se tiene que g; = g» y concluimos que
ry =n. |

Observacion A.2.4 La condicién 0 < r es esencial para garantizar la unicidad del cociente y
el resto. Incluso imponiendo que |r| < |b|, no tenemos garantizada la unicidad. Por ejemplo,
podemos dividir 14 entre 5 de dos formas diferentes de modo que |r| < |b|:

14=5(2)+4, 14=5(3)—1.
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Definicion A.2.5 Sean a,b € Z. Decimos que un elemento d € Z es un maximo comin
divisor de a y b si
(MCD.]) se tiene que d | a y d | b. (Divisor comiin)
(MCD.II) para todo c € Z tal que c |a y ¢ |b se cumple que ¢ | d.
(Mdximo para la relacion de divisibilidad)

Definicion A.2.6 Sean a,b € 7. Decimos que un elemento m € 7Z es un minimo comun
miiltiplo de a y b si
(MCM.]) se tiene que a |m y b | m. (Miltiplo comiin)
(MCM.II) para todo n € Z tal que a |ny b|n se cumple que m | n.
(Minimo para la relacion de divisibilidad)

Proposicion A.2.7 Sean a,b € Z y d,d',m,m’ € Z tales que d y d’ son dos maximos comunes
divisores de @ y b y m y m’ son dos minimos comunes multiplos de a y b. Entonces se
cumple que

d==+d m=+m.

Demostracion. Como d satisface (MCD.I) se tiene que d |a 'y d | by como d’ satisface (MCD.II)
tenemos que d | d’. De una manera andloga, se verifica que d’ | d. En consecuencia, por la
observacién A.2.2, se tiene que d = +d’.

Andlogamente, se prueba para el minimo comin multiplo. |

Notacion A.2.8 Para evitar la dualidad de la proposicién anterior diremos que:
(A) d es el maximo comin divisor de a y b si d esun M\CD. deay bysid>0y
escribiremos d = m.c.d. (a,b).
(B) m es el minimo comin multiplo de a y b simesun M\CM. deay bysim>0y
escribiremos m = m.c.m. (a,b).

El siguiente teorema garantiza que maximo comun divisor de dos nimeros enteros cuales quiera
siempre existe.

Teorema A.2.9 Sean a,b € Z. Existe d € N tal que d = m.c.d.(a,b) y existen s,t € Z tales
que d=s-a+t-b.

Demostracion. Si a=b =0, veamos que 0 = m.c.d. (a,b). Observamos que 0 | a y 0 | b porque
a=0=0-1yb=0=0-1, luego 0 cumple (MCD.I). Dado c € Z tal que ¢ |a y c | b, siempre
se cumple trivialmente que ¢ | 0, luego 0 cumple (MCD.II). Como 0 € N, concluimos que
0 =m.c.d.(0,0). Basta tomar 0 =0-040-0.

Si a+#0 o b#0, consideramos el conjunto

D={s-a+t-b:sgtelys-at+t-beNs}.

Como a# 0 o b # 0, tenemos que D # 0 porque tomando s =a y ¢ = b tenemos que a>+b> > 0.
Por el Principio de Buena Ordenacién (Teorema A.1.2), D tiene un minimo que denotamo por
d :=min(D). Veamos que d = m.c.d. (a,b). Haciendo la divisién euclidea de a entre d (Teorema
A.2.3), vemos que existen g,r € Z con 0 < r < d tales que a = gd +r. Razonando por reduccién
al absurdo supongamos que r > 0. Como r=a—qd y d = spa+tob porque d € D, tenemos que

r=a—qd =a—q(soa+tob) = (1—soq)a+ (—qto)b.

Como r > 0, se deduce que r € D lo que es imposible porque sabiamos que r < d y que
d = min(D). Por tanto, necesariamente r = 0 y deducimos que d | a. Andlogamente se prueba
que d | b, es decir, se verifica (MCD.I).
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Veamos que se cumple (MCD.II). Dado ¢ € Z tal que ¢ |a y ¢ | b, entonces existen k, ¢ € Z tales
que a=kcy b=~Fc. Como d € D, d=spa+1tob y vemos que

d = spa+tob = sokc +tolc = (sok+1tpf)c.

En consecuencia, concluimos que ¢ | d. Como d verifica (MCD.I) y (MCD.II) y d € N>, se
cumple que d =m.c.d.(a,b). [

De la demostracién del teorema anterior deducimos la siguiente propiedad fundamental.

Corolario A.2.10 (Identidad de Bezout) Sean a,b € Z y d =m.c.d.(a,b). Entonces existen
s,t € 7 tales que
s-a+t-b=d.

Reciprocamente, si dado ¢ € Z existen §,7 € Z tales que
S-a+i-b=c,
entonces m.c.d. (a,b) | c.

Demostracion. La primera afirmacién estd demostrada en el teorema anterior.
Por otra parte, dado ¢ € N> de forma que existen §,7 € Z tales que §-a-+17-b = c, tenemos que
ceD={s-a+t-b:s;t€Zys-a+t-beNs}. Haciendo la divisién euclidea de ¢ entre d
(Teorema A.2.3), vemos que existen ¢,r € Z con 0 < r < d tales que ¢ = gd + r. Razonando
por reduccion al absurdo supongamos que r > (0. Como r=c—qd y d = sa+tb porque d € D,
tenemos que

r=c—qd=5§-a+i-b—q(sa+1tb) = (§—sq)a+ (f —qt)b.

Como r > 0, se deduce que r € D lo que es imposible porque sabiamos que r < d y que
d = min(D). Por tanto, necesariamente » =0 y deducimos que d | c. [

Observacion A.2.11 En particular si dados a,b € Z existen s,z € Z tales que sa+tb =1,
deducimos que m.c.d.(a,b) | 1, luego m.c.d. (a,b) = 1.

De una forma similar se puede probar la existencia del minimo comun multiplo de dos
nimero enteros cualesquiera y obtener algunas propiedades clésicas.

Teorema A.2.12 Sean a,b € Z. Existe m € N tal que m = m.c.m. (a,b).

Corolario A.2.13 Sean a,b,c € Z. Entonces se cumple que
(1 m.cd.(a,b) -m.cm.(a,b) = |a-b|.
(1) m.c.d.(ac,ab) = |ajm.c.d.(c,b).
() Sid=m.cd.(a,b),a=d-apy b=d-by, entonces m.c.d. (ap,bp) = 1.
(1tv) Si a|bcy m.cd.(a,b) =1, entonces a | c.
(V) Si m.c.d.(a,b) =m.c.d.(a,c) =1, entonces m.c.d.(a,bc) = 1.
(vD) Si m.c.d.(a,b) =1, entonces m.c.d.(a+b,a—b) € {1,2}.
(vir) m.c.d.(m.c.d.(a,b), ¢) =m.c.d.(a, m.c.d.(b,c)).
(vin) m.c.d.(a,m.c.m.(b,c)) = m.c.m. (m.c.d. (a,b),m.c.d.(a,c)).
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Observacion A.2.14 Por el CorolarioA.2.13.(v1I), podemos definir de forma recursiva el ma-
ximo comun divisor de un conjunto finito de nimeros. Para cada n € N>y, n > 2, dados
aip,ap,...,a,_1,a, € 7, definimos

m.c.d. (ay,az,...,ay,-1,a,) ;== m.c.d. (m.c.d. (ay,az,...,a,-1),an).

De una forma andloga, se define el m.c.m. (ay,as,...,d,—1,dy).

Adicionalmente, gracias a la division euclidea disponemos de un algoritmo que nos permite
calcular un maximo comun divisor de dos elementos, sin necesidad de conocer su factorizacién
en irreducibles: el Algoritmo de Euclides. La siguiente proposicion garantiza que el algoritmo
finaliza con éxito.

Proposicion A.2.15 Sean a,b € Z con b # 0. Si g,r € Z son los elementos dados por el
Teorema A.2.3, es decir, tales que a = bg+r con 0 < r < |b|, entonces tenemos que

m.c.d.(a,b) = m.c.d. (b,r).

Demostracion. Escribimos d = m.c.d.(a,b) y d’ =m.c.d.(b,r), veamos que d |d' y que d' | d.
Por la identidad de Bézout sabemos que existen s,t € Z tales que sa+tb = d, sustituyendo
a=bqg+r, tenemos que s(bqg+r)+1tb=d. Por tanto, se cumple que sr+ (gs+1)b =d, luego
d es un mdltiplo de d’ = m.c.d.(b,r).

Andlogamente, por la identidad de Bézout, sabemos que existen s',¢’ € Z tales que s'b+1'r =
d’, luego (s'—1'q)b+1t'a=d y tenemos que d’' es miltiplo de d = m.c.d.(a,b). [

Establecemos el siguiente algoritmo.

ALGORITMO DE EUCLIDES
Entrada: Enteros a,b € Z con b # 0.
Salida: m.c.d. (a,b).

1. o:=ayr :=>b.

2. i< 1.

3. Mientras r; # 0 hacer:

3.1. Dividir r;_; entre r; para obtener q; y riy; COn ri_| = riq;i + rit1.
3.2, i<+ i+1.

4. La salida es: |r;_1].

Como cada vez que aplicamos el paso 3.1 tenemos que o bien |ri1i| < |r;| o bien riy; =0
podemos asegurar existe un # € N>; de modo que el algoritmo termina en »n iteraciones. Hemos
visto que m.c.d. (m,0) = |m|, luego cuando el algoritmo termina, se cumple que r, = 0, luego
m.c.d. (ry—1,7,) = |rn—1|. Gracias a la Proposicién A.2.15, sabemos que

m.c.d.(a,b) =m.cd.(ro,r1) =m.c.d.(r;,r2) =---=m.c.d. (ry—2,r—1) =m.c.d. (r—1,rn) = |ru—1].

En otras palabras, el Algoritmo de Euclides finaliza de forma correcta y el dltimo resto no
nulo r,_; es el mdximo comiin divisor de a y b.
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Una ligera modificacién del algoritmo, nos permite obtener elementos s,f del dominio, de modo
que se satisface la Identidad de Bezout (ver Corolario A.2.10), es decir, tales que d = as+ bt.

ALGORITMO DE EUCLIDES EXTENDIDO
Entrada: Enteros a,b € Z con b # 0.
Salida: Un maximo comun divisor d de a y b y elementos s,¢ € Z tales que d = as—+bt.

1. p:=a, ri:=b,s0:=1,1:=0,s1:=0, 1; := 1.
2. i+ 1.
3. Mientras r; # 0 hacer:

3.1. Dividir r;_; entre r; para obtener g;,ri+; COn ri_| = riq; + rit+1.
3.2, Sit1i=Si—1 —qiSi.

33. tiy1:=ti—1 —qiti.

34. i—i+1.

4. La salida es: r;—; que es un maximo comin divisor de a y b que se escribe como
ri-1 =asi—1+bti_y.

Ejemplo A.2.16 Queremos calcular el midximo comun divisor y los enteros de la identidad de
Bezout para a = 13544 y b =2164 en Z.

En este caso, de acuerdo con la notacién que del algoritmo de euclides rg :=a, r| :=b, sg :=1,
t0:=0, s1:=0, #; := 1, lo que podemos escribir como:

(}"0:7‘0S0+l"110) 13544 = 13544°(1)—|—2164'(0),
(}"1 :r0s1+rltl) 2164 = 13544°(0)—|—2164°(1)

Como el cociente de dividir ro = 13544 entre r; = 2164 es g; = 6 multiplicando la segunda fila
por —6 y sumando el resultado a la primera obtenemos r;,1,s, a la vez, es decir, se tiene que

(ro = roso + rifo) 13544 = 13544+ (1) + 2164+ (0),
(r = ros1 +rity) 2164 = 13544+ (0) +2164+ (1),
(ry = rosy + rit2) 560= 13544+ (1) +2164+(—6).

Repitiendo el procedimiento con la segunda y la tercera linea, es decir, dividiendo r; = 2164
entre r, = 560, el cociente es g = 3. Multiplicando por —3 la tercera linea y suméndole la
segunda vemos que

(ro = roso + rito) 13544 = 13544+ (1) + 2164+ (0),
(r1 = rosy +rity) 2164 = 13544+ (0) +2164- (1),
(r2 = rosa+rit2) 560 = 13544+ (1) 2164+ (—6)
( )

r3 =ros3 +ri3 484=13544+(—3)+2164+(19).
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Operamos de este modo hasta obtener un resto nulo:

13544 = 13544.
2164 = 13544.

( ) (1) +2164+(0),

( ) (0) +2164-(1),

( ) 560 = 13544+ (1) 42164+ (—6),
(r3 = ros3 +ri3) 484 = 13544+ (—3) +2164+(19),
(rg = ross + rity) 76 = 13544+ (4) 42164+ (—25),
( ) (=
( ) (
( ) (=
( )

( )

ro = roSo + rito
ry =roS1 +rit

ry =rosy+rif

28 = 13544+ (—27) + 2164+ (169),
20 = 13544+ (58) 42164+ (—363),
8 = 13544+ (—85) +2164-(532),
4= 13544+ (228) + 2164+ (—1427),
0 = 13544+ (—541) + 2164+ (3386).

rs = roSs +rits
re = roSe +rite
r7 = ros7+rit7
rg = roSg +ritg
r9 = roS9 +rity

En la pentltima linea, la correspondiente al dltimo resto no nulo, se encuentran el valor del
m.c.d y la igualdad de Bezout buscados. En otras palabras, d =4, s =228 y t = —1427.

Definicion A.2.17 Dado p € Z\{—1,0,1} decimos que p es primo (en Z) si para todos
a,b € 7 tales que p | ab, entonces p |a o p|b.

Observacién A.2.18 Empleando la definicién, podemos probar por induccién que si p € Z es
primo, para todos aja; - --a, € 7 tales que p |ajay - - -a, , entonces p | a; para algin i € {1,...,n}.
Observacion A.2.19 1 no es primo, para més informacién se recomienda leer [2, 3].

Proposicion A.2.20 Dado p € Z\{—1,0,1} tenemos que

p es primo si y solo si sus tnicos divisores son =1y +£p.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que p es primo y veamos que sus Unicos divisores
son +1y +p. Dado a € Z tal que a | p existe b € Z con p = ab. Por tanto, tenemos que p | ab
y como p es primo p|a o p|b. Si p|a como a| p, por la Observaciéon A.2.2, tenemos que
a = +p. Supongamos que p | b, luego existe r € Z tal que pr =b. Por consiguiente, p =ab =arp
y vemos que p(1—ar) =0. Como p # 0, se tiene que 1 = ar y, en consecuencia, a = +1.

Reciprocamente, supongamos que los unicos divisores de p son =1 y +p. Dados a,b € Z
tales que p | ab, supongamos que pta y veamos que p | b. Como pta, —pta y de entre los
divisores de p, que por hipétesis son +1 y £p, los tnicos que son divisores de a son 1. En
consecuencia, se tiene que m.c.d.(p,a) =1 y por la Identidad de Bezout existen s,z € Z tales
que ps+at = 1. Multiplicando por b a ambos lados tenemos que psb+abt = b, como p | psb 'y
p | abt porque p | ab deducimos que p | (psb+abt) y concluimos que p | b. Por consiguiente, p
es primo. |

La importancia de los nimeros primos se manifiesta en el siguiente teorema.

Teorema A.2.21 (Teorema fundamental de la Aritmética). Todo n € N>, se puede escri-
bir de forma tnica como

ny o n2

k
n=pi'py--pE=[1p"
i=1

donde 0 < p; < pp < --- < pi son primos y n; € N>j.
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Demostracion. EXISTENCIA

Emplearemos el Principio de Induccién Completa que se cumple la existencia. Para n =2, se
cumple porque 2 es primo. Supongamos que se cumple el teorema para todos los k € N>, y
menores que un cierto n. Si n es primo, hemos terminado. Si n no es primo, por la Proposicién
A.2.20, existe a € Z con 1 < a < n tal que a|n, es decir, n=ab con a,b € {2,...,n—1}. Por
hipétesis de induccion, a =g\ ¢52 - q* y b=qp ' dpry - q)" con0<q1 <qa<---<qry
0 < grr1 < qrip < --- < g primos. En consecuencia, reorganizando los factores primos que son
iguales

n=ab=p\'ps---pi*.

donde 0 < p; < pp < --- < pg son primos y n; € N>;. Por consiguiente, por el Principio de
Induccién Completa queda demostrada la existencia.

UNICIDAD

Para n = 2, se verifica la unicidad. Razonamos por reduccién al absurdo, supongamos que existe
un ndmero natural mayor que dos que admite dos descomposiciones distintas en factores primos.
Empleando el Principio de Buena Ordenacion, elegimos n € N>3 el menor natural que cumple
que

my mp

n=gqy"gy*--q; = py'py-- P

con0<qg <@ < <qry0<p; <py<---<pgprimos y n;,m; € N>; y deforma que las
dos descomposiciones no son iguales. Como p; | n, por la definicién de nimero primo p; | ¢;
para algin i. Como g; y p; son primos, p; = g;. Cancelando los correspondientes factores en la
descomposicion de n, vemos que

my _mp 1

m;— my _  ni—1_nm ng
En consecuencia, hemos obtenido dos factorizaciones distintas (porque p; = g;) de un nimero
natural mds pequefio que n, contradiciendo que n era el mas pequefio, con dos descomposiciones.

Este resultado se extiende a todos los enteros negativos menores o iguales que —2, realizando
las modificaciones oportunas. Gracias al Teorema Fundamental de la Aritmética podemos escribir
el méximo comin divisor y el minimo comuin multiplo de dos enteros a,b en términos de su
descomposicién en nimeros primos.

Corolario A.2.22 Sean a,b € N>,. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, podemos

afirmar que

2%

a=p{pP- pg ph,

y  b=pl'ph
con p; € N> primo y con o;, 8; € N (0; =0 si p; no es factor de a 'y ; =0 si p; no es factor
de a). Para todo i € {1,2,...,n} definimos J; := min(oy, B;) y W := méx(w, fB;), entonces se
cumple que

_ 01,5 5 _ M M
m.c.d.(a,b) = p{'p3*---py y mcm.(a,b)=p|'p5 - ph".
Observamos que recuperamos la definicidon usual: el maximo comun divisor son los factores
comunes elevados al minimo exponente (si no son comunes & = 0) y el minimo comidn mdltiplo
son los factores comunes y no comunes elevados al mdximo exponente.

Ejercicio A.2.23 De acuerdo con la Definicién A.2.5. Determinar dos maximos comunes
divisores diferentes de 36 y 24 en Z.
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I Ejercicio A.2.24 Dado m € Z, calcular m.c.d. (0,m) y m.c.m. (0, m)
I Ejercicio A.2.25 Probar el Teorema A.2.12 y el Corolario A.2.13.

Ejercicio A.2.26 (Construccion de Q). Partimos del anillo (Z,+,-) y definimos sobre
A =7 x (Z\{0}) la relacién de equivalencia

(p.9)R(P.d) & pd=qp
Definimos Q :=A/R y se definen las leyes internas en QQ por
[(p1:g1)]& +[(P2,62)Ir := [(P1 92+ P2 91,41 @2) k-
[(P1,90)]r - [(P2,92)]r == [(P1 - P2, 41 @2)]r-

Demostrar que ambas leyes internas estidn bien definidas y que dotan a Q de estructura de
cuerpo.

Ejercicio A.2.27 (Lenguaje de congruencias). Sean x,y dos enteros y n € N> dice que
x es congruente con y médulo n, si n|(x—y), es decir, si x—y = kn para algin k € Z. En
este caso escribimos x = y(médn).

Sobre Z se define la siguiente relacién

X~y y & x = y(médn).
Se pide:

(1) Probar que ~, es una relacién de equivalencia.
(la relacion de congruencia médulo 7)

(11) Para cada a € Z, denotamos por [a], a la clase de a en Z/ ~,. Probar que Z/nZ =
{0,1,...,n—1} es un sistema completo de representantes de Z/ ~.

(1) Sia=d (médn)y b= b (médn), probar que
a+b=d+b (médn)
a-b=d b (médn)
Deducir que en Z/ ~,, para |al,,[b], € Z/ ~, si se define la suma y el producto como
[a]n+[b]n == [a+D]n,
[a]n  [b]n := [a-bla,
las operaciones estdn bien definidas.

(1v) Dados r,s € Z/nZ. Si + y « son la operaciones definidas en el Ejercicio 1.1.6 en Z/nZ,
probar que:
[rln+[sln = [r+ 5],
[r]n* [s]n = [r < s]n.

Concluir, empleando dicho ejercicio, que (Z/ ~,,+) es un grupo abeliano y que
(Z/ ~y,*) es un monoide conmutativo.
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Ejercicio A.2.28 (Funcion de Euler). Para cada nimero natural n, se define la funcién de
Euler ¢(n) como el nimero de enteros positivos menores que n relativamente primos con 7,
es decir:

on)=#{xeN : x<n y mcd (x,n) =1},

donde #A es el cardinal o nimero de elementos del conjunto A. Para los primeros nimeros
naturales, la funcién de Euler es:

10 11 12
4 10 4

n_|

o(n) |

1 2 3 456 789
1 1 2 2 4 2 6 4 6
Probar que:

a a—1

(1) Sipesprimoy a € N>y, ¢(p*)=p*—p
(11) Si m.c.d(m,n) =1, entonces @(m-n) = @(m)p(n).

(111) Concluir que si n= p{'p3*--- p,‘fk , con cada p; primo y distintos dos a dos, entonces

Ejercicio A.2.29 (Ecuaciones Diofanticas Lineales). Sean a,b € Z y d su mdximo comin
divisor. Se pide:
(1) Probar que la ecuacién dioféntica

a-x+b-y=c,

tiene solucién (x,y) € Z2 si y solo si d | c.
(1Ir) Escribimos a=d-ag y b=d-bg y consideramos los enteros de la Identidad de Bezout
s,t € 7 tales que
s-a+t-b=d.

En caso de que la ecuacién dioféntica tenga solucién, es decir, si ¢ = dcg, probar que
(x,y) € Z? es solucién de a-x+b-y=c siy solo si es de la forma

x=scy—r by,
y=tco+rap.
para algin r € Z.

Ejercicio A.2.30 Cinco hombres naufragaron en una isla. Pasaron el primer dia recogiendo
cocos. Deciden que, como estd oscureciendo, esperardn hasta el dia siguiente para repartirlos.
Durante la noche, un hombre se despertd y decidié llevarse su parte de los cocos. Los
repartié en cinco montones. Le sobrd un coco, asi que se lo dio al mono, luego escondié
su parte, junt6 las otras cuatro partes en un montén y se volvié a dormir. Pasado un rato
se despertd un segundo hombre e hizo lo mismo. Después de dividir los cocos en cinco
montones, sobré un coco que le dio al mono. Luego escondié su parte, juntd el resto y volvid
a acostarse. El tercer, cuarto y quinto hombre siguieron exactamente el mismo procedimiento.
A la mafiana siguiente, tras despertarse todos, dividieron los cocos restantes en cinco partes
iguales. Esta vez no sobré ningin coco. ;Cudl es el menor nimero de cocos que puede haber
en el montén original?;y si al repartirlos cocos por la mafiana sobra un coco?
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Ejercicio A.2.31 Resolver las siguientes ecuaciones diofanticas:
(1)6x+8y =10 (11)2023x + 51y = 190 (111) 45815x + 15400y = 385.

Ejercicio A.2.32 (Inversos en U(Z/nZ)). En el Ejercicio 1.1.7 se ha probado que para
n € N>, se tiene que a € Z/nZ tiene inverso para el producto, es decir, a € U(Z/nZ) si y
solo si m.c.d. (a,n) = 1. La demostracién es constructiva y nos permite obtener el siguiente
algoritmo para calcular el inverso de a médulo 7.

Entrada: Elementos a € Z/nZ y n € N>.
Salida: O bien 'No existe’ o bien b € Z/nZ tal que ab=1 mad n.

1. Aplicar el Algoritmo de Euclides para calcular 5,7 € Z y d = m.c.d.(a,n) € N
tal que as+nt =d.
2. Si d # 1, la salida es: ’No existe’.

ALGORITMO CALCULO DEL INVERSO EN U(Z/nZ)
3. Sid=1, lasalida es: s méd n.

Determinar si a tiene inverso para el producto en Z/nZ y, en caso de existir, calcularlo:
(Na=37, n="173 (M)a =81, n=1521 () a = 1521, n=2023.

Ejercicio A.2.33 Podemos emplear la estructura de grupo de U(Z/nZ) para calcular poten-
cias de nimeros médulo n. Demostrar los siguientes resultados:
(1) [Teorema de Euler] Si a € Z y n € N>, son tales que m.c.d(a,n) = 1, entonces

a®™ =1(méd n).

(ver Ejercicio A.2.27 y Ejercicio A.2.28 para la notacion).
(11) [Pequefio Teorema de Fermat] Si p es primo y no es divisor a € Z, entonces

a’~! = 1(méd p).

(Nota: Estos resultados se pueden demostrar empleando técnicas elementales de aritmética
modular, pero también es posible demostrarlos de forma sencilla con el Corolario 1.5.13)
Emplear los teoremas anteriores para calcular la clase de las siguientes potencias:

(1)2024292* (m6d 13)  (11)6257'2(m6d72)  (11) 11954 (m6d20);  (1v) 5'7" (m6d9).

Calcular 27 4-339(méd 17).
Calcular el dltimo digito decimal del 34%.

Ejercicio A.2.34 (Teorema chino del resto). Sean a,b € Z y m,n € N no nulos y primos
entre si. Demostrar que el sistema de ecuaciones

L

tiene una unica solucién médulo m -n. Obtener un algoritmo para calcular x en funcién de
a,b,n 'y m. ;Qué ocurre si m,n no son primos entre si?

a (médm)
b (médn)
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Ejercicio A.2.35 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

x=1(méd2)

(1) { ii g(m6d3) (1) { 72;;42&1“66;150)) (1) 9152173(%6(;11175))

Ejercicio A.2.36 (Construccion de R, mediante sucesiones de Cauchy). Para realizar
este ejercicio es necesario conocer los resultados hasta la Seccién II.4 incluida. Hemos visto
como construir los nimeros enteros Z a partir de los naturales N y podemos construir Q
como el cuerpo de fracciones de Z. El objetivo de este ejercicio es construir los nimeros
reales a partir del cuerpo de los nimeros racionales (Q,+, ), mediante sucesiones de Cauchy
(existen diversas construcciones equivalentes). Consideramos el conjunto de sucesiones de
nimeros racionales:

QY = {(an)yg : an€Q,VneN}.

Sobre este conjunto definimos dos operaciones, la suma y el producto término a término:

(an);ozo + (bn);ozo = (an+ bn)ZO:O'
(@n)m=o (bn)m—o = (an-bu)y_o-

Se pide:

(1) Probar que (QY,+,-) es un anillo conmutativo y unitario, pero no es un dominio de
integridad.

(11) Recordamos que una sucesion (a,);_, se dice que es una sucesion de Cauchy si
para todo € > 0 existe ne € N tal que para todos n,m € N con n,m > ng se tiene que
|an — am| < €. Consideramos el conjunto

A= {(a,)r_o € Q" : (a,)7_, es de Cauchy}.

Probar que A es un subanillo de QY. ;Es A un dominio de integridad?
(Pista: probar previamente que toda sucesién de Cauchy es acotada, es decir, que si
(an)n=o € A, entonces existe M > 0 tal que |a,| < M para todo n € N).

(1) Consideramos el subconjunto:
I'={(an)o € Q" : lim a, =0 1.

de QN. Probar que / es un ideal de A.

(1v) Probar que / es maximal en A y deducir que el anillo cociente (A/I,+,-) es un cuerpo.
Llamamos cuerpo de los niimeros reales a R =A/I.

(V) Construir el inverso en R =A/I de la clase [(x,);_,] +1 de la sucesion definida de
forma recurrente por x; =2y 2x,41 = x, + (2/x,) para todo n € N. ;Qué nimero real
representa [(x, )] +1?

(v1) Construir un homomorfismo de anillos inyectivo de Q en R = A/I y deducir que Q
es isomorfo a un subcuerpo de R. (Nota: podemos extender el orden de Q a R y
construir este homomorfismo de forma que se preserve el orden.)
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El cuerpo de los nimeros complejos

En esta seccion se resumen las propiedades bésicas para el manejo de los nimeros complejos
en la asignatura. El objetivo de este apéndice es repasar los contenidos que forman parte
del curriculo de Bachillerato y que el estudiante debe conocer. Los resultados y ejercicios
presentados han sido extraidos fundamentalmente de [7, Capitulo 11] y se exponen con una
estructura pareja.

Definicion A.3.1 Un nimero complejo es un par ordenado de nimeros reales. El conjunto
de los nimero complejo se denota por C, es decir, C = {(a,b) : a,b € R}.

Si z= (a,b) es un nimero complejo, a se denomina parte real, y se denota por a =Rez, y
b se denomina parte imaginaria de z, y se denota por b =Imz.

Definimos en C las operaciones suma ’+’ y producto ’-* para todos z = (a,b) y w = (c,d)
de C como sigue:

(A) z+w=(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+4d).

B) z-w=(a,b)-(c,d):=(a-c—b-d,ad+ bc).
donde los signos de suma y producto en la expresiéon del lado derecho de las igualdades
corresponden a las operaciones definidas en R.

Notacién A.3.2 Observamos que cada nimero complejo z = (a,b) se puede escribir como
(aab) = (Cl,()) + (O7b) = (a,O) + (07 1) ’ (b,O)

Denotamos por i al nimero complejo (0, 1), lo denominamos unidad imaginaria, y comprobamos
que i = —1. De este modo, el nimero (a,b) se representa por a -+ bi, representacién que recibe
el nombre de expresién o forma binémica del nimero z = (a,b). Si identificamos un nimero
real a € R con el ndmero complejo (a,0) es licito considerar R como subconjunto de C. De
esta manera, los nimeros reales son aquéllos que tienen parte imaginaria nula.

Proposicion A.3.3 (C,+, -) es un cuerpo. En otras palabras, se verifica que:
(C.I) (C,+) es un grupo conmutativo. Equivalentemente, se cumple
(C.LA) la propiedad asociativa: para cualesquiera z1,22,z3 € C se satisface que la igual-
dad z1 + (22 +23) = (21 +22) + 23.
(C.I.LB) la existencia de elemento neutro: existe un elemento que denotamos por 0 en C
tal que para todo z € C se tiene que z+0=0+z=12z.
(C.L.C) la existencia de inverso: para todo z € C existe un elemento que denotamos por
—zen C tal que: z+(—z) = (—z)+z=0.
(C.ILD) la propiedad conmutativa: para todos z1,z, € C se tiene que z; +z2 =22 +21-
(C.II) (C, ) es un monoide conmutativo y (C\{0},-) es un grupo conmutativo. Dicho de
otro modo, el producto satisface las siguientes propiedades:

(C.ILA) la propiedad asociativa: para cualesquiera z1,z2,z3 € C se satisface que la igual-
dad 71 - (z2-23) = (21 22) - 23

(C.IL.B) la existencia de elemento neutro: existe un elemento que denotamos por 1 en C
tal que para todo z € C se tiene que z-1 =1-z=z2.

(C.ILC) la existencia de inverso en C\{0}: para todo z € C, z # 0, existe un elemento
que denotamos por z ! en C tal que: z-z7 ' =z71.z=1.

(C.IL.D) la propiedad conmutativa: para todos zj,z2 € C se tiene que z;-22 =22 -21.

C.III) Se cumple la propiedad distributiva del producto respecto de la suma: para todos
21,722,723 € C se tiene que z1-(z2+23) = 2122+ 21 - 23-
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Definicion A.3.4 Sea z = a+ bi un nimero complejo.
(A) El nimero complejo a —bi = a+ (—b)i se denomina conjugado de z y se denota por Z.
(B) El ntimero real positivo va?+ b? se denomina médulo de z y se denota por |z|.

Ejemplos A.3.5 Empleando estas propiedades podemos realizar las propiedades elementales de
la forma habitual:
(1) La suma: (3+5i)+ (—5+2i) = —2+7.i.
(2) Laresta: (3+5i) — (—5+2i) =8—3i.
(3) El producto: (3+5i)(—5+2i) = —15+6i —25i+ 10> = —15— 10— 19i = —25 — 19i.
(4) El cociente:
3450 porelonusado 3451 —5—2 —15—6i—25i+10 -5 —31.
5+2i  —5+2i —5-2i 25+4 “ 299"

Propiedades A.3.6 — Propiedades del médulo y la conjugacién. Sean z y w nimeros
complejos. Se verifica que:

(1) un nimero complejo z es real si y solo si z=72.

(I1) si z es real, el médulo de z coincide con el valor absoluto de z.

() w+z=w+z y w-z=w-z. Si w# 0, entonces <£> =
w

S

z+2z z2—2
IV) Rez="" e Imz = — .
(1v) Rez > e Imz >
V) z-z2=z|%
. o1 z
(V1) Si z#0, entonces 7' = — = —.
z 7
(viD) |z| = [z
(viin) |Rez| < |z| 'y [Imz| <|z].

wl |w|’

z’_\z!

(1X) |z-w| =|z|-|w|. Si w# 0, entonces ‘

() [z+w| <z +|w].

XD ||z = [w]| < Jz—w].

Definiciéon A.3.7 Si z € C, z # 0, un argumento de z es un ndmero real 6 tal que

’Z—| =cos(0) +isen(0).
z
Si 6 € [—m,7) se dice que O es el argumento principal de z. Si z € C, z#0, se denota por
Arg(z) al conjunto de todos los argumentos de z.

Observacion A.3.8 El argumento de cero no estd definido. Si z € C, z # 0, existen argumentos
de z, es decir, Arg(z) # 0. Dado 6y un argumento de z, si 6 = 6y + 27k, con k € Z, se tiene
que O es un argumento de z y todos los argumento de z son de esa forma. En otras palabras, si
7€ C, z#0 y 6y un argumento de z, entonces

Arg(z) ={6p+2nk : k€ Z}.
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Propiedades A.3.9 — Propiedades del argumento. Sean z y w nimeros complejos con
z#0y w#0. Si o es un argumento de z y B es un argumento de w, entonces

(I) a+ B es un argumento de z-w.
(I1) —a es un argumento de Z y de 1/z.
(111) oo — B es un argumento de z/w.

Ejemplo A.3.10 (1) Six€ R, x >0, entonces Arg(x) = {27k : k € Z}.
(2) Six€R, x>0, entonces Arg(x) ={—m+2mk : k€ Z}.
(3) Arg(i) ={n/2+2nk : k€ Z}.
4) Arg(1+i)={rm/4+42nk: ke Z}.

Observacion A.3.11 Si z€ C, z#0, y 0 es un argumento de z, entonces

z=|z|(cos(0) +isen(6)).

Esta representacién que recibe el nombre de expresion o forma trigonométrica del nimero z.
En estas condiciones se tiene que Rez = |z|cos(0) e Imz = |z sen(0). Reciprocamente, si z € C,
7#0, y existe p > 0 tal que z se escribe como

z=p(cos(0)+isen(0)),

entonces podemos probar que p = |z| y que 0 € Arg(z).

Proposicion A.3.12 — Férmula de Moivre. SineZ y z€C, z#0, y 6 es un argumento
de z, entonces

7" = (Jz|(cos(0) +isen(0)))" = |z|"(cos(nB) +isen(nh)).

Proposicion A.3.13 — Raiz enésima de un ndmero complejo. Sea n € N> y z € C,
z # 0. Existen exactamente n nimeros complejos distintos wq,w1,...w,_| tales que para
todo k € {0,1,2,...,n— 1} se tiene que w} = z. Estos nimeros reciben el nombre de raices
enésismas de z. Fijado un argumento 6, de z, se obtiene de la siguiente manera

6o+ 27k 6y + 27k
wi = [z)'/" (COS(W)—I—iSCn((H—/r)) Vke{0,1,...,n—1}.

Definicion A.3.14 Sea z = x+iy € C, con x = Rez e y = Imz. Se define la exponencial
compleja de z por
e = ¢e*(cos(y) +isen(y)).

Observacion A.3.15 Si z€ C, z#0, y 0 es un argumento de z, entonces
7= |z]e".

Esta representacién que recibe el nombre de expresion o forma polar del nimero z. Con esta
notacién la Férmula de Moivre se escribe como:

0y + 27Tk
wkzldl/”exr)(i(ﬁnn)) Vke{0,1,...n—1}.

donde wy es una raiz enésismas de z y 6y es un argumento de z.
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Ejemplos A.3.16 Multiplicaciones, divisiones, productos y raices se calculan de un modo mas
sencillo en forma polar. Dados a = 14i y b = 1+ +/3i obtenemos su forma polar a = v/2¢™/4
y b=2¢"/3,
(1) El producto: a-b = V2642 eim/3 — (2\@) el1m/12,
(2) El cociente:
a __ V2 _ V2 —im/12

b 2en/3 2

(3) Potencias: a> = (\/Ee"”/4)3 = (z\ﬁ)ei3ﬂ/4_
(4) Raices: las raices cibicas de a son

wo = (2)1/665717/12 Wi = (2)1/6ei97r/12 Wy = (2)1/66“7%/12.

Propiedades A.3.17 — Propiedades de la exponencial compleja. Se cumple que:
(1) Para nimeros reales la exponencial compleja coincide con la exponencial real.
(11 si z€ Cy x=Rez, entonces |¢*| = ¢*.
(1r) si ze€ Cy y=Imz, entonces y es un argumento de e°.
(1v) si z,w € C, entonces e*™" = e%e".
(V) €*# 0 para todo z € C.
(V1) si z € C, entonces €% = €-.

(Vi) e* =1 siy solo si z=27mki para algin k € Z.
1

(Vi) e = — para todo z € C.
e

(IX) e =e" siy solo si z=w+27ki para algin k € Z.

Observacion A.3.18 Aunque no se vamos a profundizar en esa cuestion, el estudiante debe
notar que la definicién del logaritmo complejo es mds delicada que la del logaritmo en el caso
real. Por ejemplo, teniendo presente la propiedad (VII), ;como habria que definir el logaritmo
de 1?7

I Ejercicio A.3.19 Probar las Propiedades A.3.6 .
I Ejercicio A.3.20 Probar las Propiedades A.3.9.
I Ejercicio A.3.21 Probar las Proposicion A.3.12.
I Ejercicio A.3.22 Probar las Propiedades A.3.17.
I Ejercicio A.3.23 Determinar los nimeros complejos z € C que verifican iz=Zy |z—i| = 1.

Ejercicio A.3.24 Sean z;,z; nimeros complejos. Demostrar que:
M |z1+22* = z1]* + 22]* + 2 Re (2122).
W) 1=z |z —2f = (1= |z ) (1 - [2]).

(1mr) Si |z1| =1, entonces |1 —Z122|* = |21 — 22].
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Ejercicio A.3.25 Sea n € N>. Probar que si z € C es solucién de la ecuacién (z+1)"+7" =
0, entonces Rez = —1/2.

(z+w)z

Ejercicio A.3.26 Sean z,w € C, z # w, tales que r = € R. Probar que |z| = |w|.

Ejercicio A.3.27 Determinar z,w € C tales que z+w =3+2i, Rez=2, Re(z/w) =

Ejercicio A.3.28 Dado z=—1+ V/3i, hallar 771, 773 y las raices cuartas de 7L

(1) A={zeC:|z—i|=2}. (4) D={zeC:—-1<Re(z) <3}
(2) B={zeC: 1<z <4} (5) E={z€eC:—-1<Re(z)<3,1<Im(z) <5}
(3) C={zeC:x/3€Arg(z)}. (6) F={z€C:Re(z) <0,Im(z) >0}.

Ejercicio A.3.30 Describir geométricamente los siguientes conjuntos:

a-fecoine(Z)) mfeccim ()

Ejercicio A.3.31 Seane N>, y ¢ € C, ot # 1, tal que " = 1. Demostrar que
a+al+-+a"=0.
Ejercicio A.3.32 Opera y simplifica

(3 — 24)(2+3i)
3—4i

(V3-i)el®

@ 1+ ()

| Ejercicio A.3.29 Describir geométricamente los siguientes conjuntos:
‘ (1)

Ejercicio A.3.33 Sean z y w niimeros complejos no nulos tales que (1 -+ |z|?)w = (1+|w|?)z.
Probar que z y w tienen los mismos argumentos.

Ejercicio A.3.34 Calcular:
(1) Las raices cuadradas de —4, 2i, 1 +iy V3—i.
(2) Las raices cubicas de 8, —1, —i y 1 —1i.
(3) Las rafces cuartas de 1++/3i, —9i 'y (1+i)(1—i)~!

Ejercicio A.3.35 Resolver las ecuaciones:
(1) 2+16z=0.
() *+222+1=0.
(3) " !=z, conneNs; yn>2.

Ejercicio A.3.36 Sean o = V3—i yB=1-— V3 i. Resolver las ecuaciones:
1) 2+oa2+Bz—i=0.
2) 2 —(B/a)=
(3) 25-92+8=0.
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Ejercicio A.3.37 Sea n € N>;. Demostrar la igualdad

o . 1 .
<1+e19+6129+“_+eln9> sen (g) :Sen((rH—z )9>em9/2'

Ejercicio A.3.38 Sea n € N>,. Probar que el producto de todas las raices enésimas de la
unidad vale 1 o —1.
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