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Hoja 0. Nimeros naturales y nimeros enteros. Aritmética Modular

Aparte de realizar los ejercicios de las Secciones A.1 y A.2 (excepto A.2.33 y A.2.36) de
los apuntes, se proponen los siguientes ejercicios:

Ejercicio 1 Calcular el mdximo comun divisor de las siguientes parejas de nimeros:
792y 702, 2024 y 1196, 4524 y 3002.
En cada caso determinar las identidades de Bézout correspondientes.

Ejercicio 2 A la hora de renovar los equipos de un laboratorio se han comprado N equipos
a 2024€ e M equipos a 3234€. Si el coste total han sido 220000€ y se han comprado
la menor cantidad posible de ordenadores a 3234 €, ;cudntos equipos se han comprado en
total?

Ejercicio 3 Dado k € Z calcular el maximo comtn divisor de 5k+3 y 3k+ 2 y determinar
la identidad de Bézout correspondiente.

Ejercicio 4 Probar que la sucesién de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,... (definida por a; =1,
ap=1ya,=a,_1+a,—p para todo n > 2), dos términos consecutivos son siempre primos
entre si.

Ejercicio 5 ;Se puede llenar, sin pasarse, un tanque de agua de 56 litros empleando garrafas
de 9 y 6 litros?

Ejercicio 6 ;Cudntas formas de dividir un afio (no bisiesto) en 12 meses de 28, 30 y 31
dias existen?

bilidad:
(I) n es divisible por 2 si y solo si su dltima cifra ag es par.
(I1) n es divisible por 3 si y sélo si ):];':o a; es divisible por 3.
(1) n es divisible por 5 si 'y sélo si ag =0 6 ag = 5.
(IV) n es divisible por 7 si y sélo si ag-5 +ZJ 1a jIO/ I es divisible por 7.
(V) n es divisible por 9 si y sélo si Z’szo a; es divisible por 9.
(V1) n es divisible por 11 si y sélo si Z o(—1)/a; es divisible por 11.

Aplicar los criterios a n = 2024.

Ejercicio 8 Supongamos que hay un nimero desconocido de objetos. Si las contamos de
tres en tres, nos sobran dos; de cinco en cinco, nos sobran tres; y de siete en siete, nos
sobran dos. Pregunta: ;Cudntos ob]etos hay?

Version original: 58% , FHEK., =, =8z , B_ ;A A%z, B=, t. t8z, B, & 9%F°2

| Ejercicio 7 Sea n= Z] OaleJ con 0 < a; <9. Demostrar los siguientes criterios de divisi-
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Ejercicio 9 Probar que:
(1) EI cuadrado de cualquier nimero entero es congruente con 0,1 o 4 médulo 8.

(11) Probar que ningtin nimero entero de la forma 8k+7 con k € Z, puede escribirse como
suma de tres cuadrados (enteros).

(III) Demostrar que si n es un numero entero impar que no es divisible por 3, entonces
= 1(mad 24).

Ejercicio 10 Isafas, Vera, y Luisa tienen que medir el ancho de un tren para que entre por
un tunel. Isafas tiene una regla de 10 cm que le ha prestado su hijo del colegio, después
de medir no recuerda cudntas veces habia usado la regla, pero si recuerda que la dltima
medicidn eran 7 cm. Vera hace uso del ancho de un folio, que mide 21 cm. Vera midi6
dos trenes que estaban juntos uno al lado de otro, tampoco recuerda cudntas veces usé el
folio, pero al final recuerda que la dltima medicién era un poco menos de un cuarto de
folio, aproximadamente unos 5 cm. Por dltimo, Luisa usé su boligrafo de la suerte, que mide
11 cm, no recuerda cuantas veces lo usd, pero recuerda que si en el dltimo paso quitaba la
tapa, que mide 1 cm, la medicién era exacta. Sabiendo que el ancho del tren mide menos de
5 m, ;jcudnto mide?

Ejercicio 11 (La prueba del nueve). Sea N € N>, primero sumamos todas las cifras
de N. Si el resultado obtenido tiene dos o mas cifras, sumamos de nuevo las cifras de este
entero natural, y seguimos asi sucesivamente hasta obtener un nimero n que tenga solamente
una cifra, es decir, 1 <n <9. Probar que:

(D El procedimiento termina en un nimero finito de pasos.
(I) N =n (méd 9).

La prueba del nueve es una forma sencilla de comprobar, si una operacién de suma,
sustraccién, multiplicacion o division, realizada a mano, ha dado un resultado erréneo. Dados
dos enteros N,M, se puede afirmar que el resultado de operar N con M es erréneo, si al
tomar clases de N, M y N x M médulo 9 (mediante el procedimiento anterior) tenemos que
NxM # Nx*M. Se pide:

(IIT) Emplear la prueba del nueve para determinar si las siguientes operaciones son falsas.
(1)5783-40162 = 233256846;  (ii) 9787 - 1258 = 12342046;
(i) 8901 - 5743 = 52018443.

(IV) Encontrar un ejemplo de una suma, una resta y una multiplicacién de dos enteros
errénea para la cual la prueba del nueve no sea concluyente.

Ejercicio 12 Leer el articulo “What is the smallest prime?”’ C. K. Caldwell & Y. Xiong
(2012)
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Ejercicio 13 Justificar, realizando la demostracion o ilustrdndolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.

(M
(11)
(1)
(Iv)

Sean a,b,c € Z/nZ. Con el producto de Z/nZ, si a-b=a-cy a # 0, entonces b = c.
Para todo n € N>, se tiene que #U(Z/nZ) =n—1.
Para todos n,m € N>, se tiene que @(n-m) = @(n)- ¢(m).

La ecuacién x> =2 méd 7 no tiene solucién porque v/2 & Q.

Ejercicio 14 (Digitos de control). Los digitos de control son un mecanismo para detectar
errores en el tecleo o transmisiéon de los datos. Habitualmente consisten en uno o mas
caracteres numéricos o alfabéticos afadidos al dato original y calculados a partir de éste
mediante un determinado algoritmo. Algunos de los ejemplos de uso frecuentes son los
nimeros de DNI, ISBN, cddigos de barras, tarjetas de crédito o nimeros de cuenta bancarios.

@

(i)

(iii)

@iv)

(v)

Sea N tu nimero de DNI o documento similar, identifica a que hace referencia la letra
o digito de control que aparece en él.

Probar que si N = ZZ:O ax10%, es decir, a ;7€40,1...,9} son las cifras decimales de tu
DNI, entonces, el digito de control, detecta siempre que hemos cambiado un digito a;
por otro valor b € {0,1...,9} con b #a;.

Probar que si intercambiamos a; con a; con a; #ay; y j# ¢, el digito de control
detecta el error.

Elige alguno de los libros que figuran en la guia docente de la asignatura, identifica
a que hace referencia cada una de las partes del ISBN (International Standard Book
Number).

Buscar informacion sobre qué errores de tecleo permite detectar el ISBN y cudles no.
Realiza la demostracién o da un ejemplo que muestre que no es capaz de detectar el
error.
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Hoja 1. Las nociones de grupo y subgrupo

Aparte de realizar los ejercicios de las secciones I.1 y 1.2, se recomienda realizar los
siguientes ejercicios:

Ejercicio 15 Probar que si a,b son elementos de un grupo (G,-), se cumple que

(ab)? = a*b? & ab = ba.
(ab) ' =a lp! & ab = ba.

Ejercicio 16 Escribir en notacién aditiva las expresiones siguientes:

bt a (b 'e), (ab*) 3 = 1.

la suma + y el producto - son las operaciones habituales en Q.
(1) Probar que la operacion * tiene la propiedad asociativa y conmutativa.
(1) ¢Existe en Q elemento neutro para la operacion *?
(1) (Qué elementos de Q poseen inverso para esta operacion?

(1v) Determinar el mayor subconjunto de (Q que sea grupo respecto de la operacion .

Ejercicio 18 Sea (G,-) un grupo conmutativo. Suponemos que se conocen a,b,c € G, deter-
minar x € G tal que:
abxc = cxax.

| Ejercicio 17 Se considera en Q la operacion interna definida por axb =a-+b+a-b donde
Ejercicio 19 Dado C un conjunto finito con n € N elementos. ;Cudntas leyes internas existen
para C? De entre ellas, ;cudntas son conmutativas?

Ejercicio 20 Probar que, si para cada elemento a de un grupo G se cumple que a> = 1,
entonces G es abeliano.

Ejercicio 21 Sea (G,-) un grupo con la siguiente propiedad: “para todos a,b,c,d,x € G
tenemos que
si se verifica la igualdad a-x-b=c-x-d,
entonces también se satisface la igualdad a-b=c-d.*
Probar que G es abeliano.

Ejercicio 22 Dado (C,*) un semigrupo. Dados elementos a;,ay,...,a, € C, para todo n € N
n > 3 se define recursivamente

Ay xap* - kay = (ay *xayx---kay_1) *ay.
Demostrar por induccién en m que

(@ *ayx--*ap)* (b1 ¥by*---xby) =ayxay*---kan*by*xbyx -+ *by.
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Ejercicio 23 En este ejercicio demostraremos que en un semigrupo (C,) el resultado
obtenido al calcular una expresién de la forma

((ay xa2) * (a3 x (asaxas))) * (ag* (a7 *ag))

con a; € C es independiente de la forma en la que se agrupen los términos con los paréntesis,
siempre y cuando no se altere el orden de los elementos.

Para ello comenzaremos definiendo la nocion de arbol binario en un conjunto C. Sea k € N,
diremos que E es un arbol binario de profundidad a lo mas k en un conjunto C si:
(1) k=0y E es un elemento de C.
(1) k>0, y entonces E = (Ey,E,) siendo E; y E, arboles binarios de profundidad a lo
mas k— 1.
Por ejemplo la expresion

A= (((a1,a2), (a3, (as,as))), (as, (a7,a3)))

es un arbol binario de profundidad a lo mds 4. La representacion grafica de este arbol binario
es

ae
ai az as ar as

ay as

Dado un drbol binario E en un conjunto S se define la sucesion de sus hojas H(E) recursi-
vamente: si E tiene profundidad a lo mas 0, entonces H(E) = (E); si E tiene profundidad
a lo mds k con k > 0, entonces E = (E|,E;), y se define H(E) como la concatenacién
de H(E,) y H(E). De forma que por ejemplo la sucesion de hojas del arbol anterior es
H(A) = (a1,a2,a3,a4,as,a6,a7,as).

De la misma manera definimos el valor del un drbol binario E sobre (S,*) como valor(E) :=
E si E tiene profundidad a lo més 0; en otro caso E = (Ej,E,) y se define

valor(E) := valor(E] ) x valor(E3).

En el ejemplo que manejamos valor(A) = ((a; *xa) * (az * (as *as))) * (ag * (a7 xag)).

Demostrar que si E es un drbol binario sobre un semigrupo (C,x) cuya sucesién de hojas es
H(E) = (ay,ay,...,a,), entonces el valor de E es

ayxazx---xay.

Pista: Hacer la demostracion por induccion en la profundidad de drbol E y utilizar el
ejercicio anterior.
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Ejercicio 24 De un modo similar a la descripcion de D3 y D4 realizada en el Ejercicio 1.1.8
describe el grupo de isometrias del plano que dejan invariante un rectingulo que no es un
cuadrado.

Ejercicio 25 Calcular la tabla de Z/27Z x D3. ;Cuéantos elementos tiene? ;Podrias dar un
ejemplo de un grupo distinto con el mismo nimero de elementos?

Ejercicio 26 Sea (G,-) un grupo abeliano. Fijamos un elemento a € G y definimos la opera-
cién *, de la siguiente manera
X*qy = axy.

(Es (G, *,) grupo? (Es (G,*,) grupo conmutativo?

Ejercicio 27 En el conjunto Z de los nimeros enteros se definen las operaciones:
(I xx1y=>5x+"T7y.
(I1) x*xy=xy—1.

(1) x*3y=x.
(Qué propiedades tiene (Z,x1)?y (Z,%2)2y (Z,*3)?

Ejercicio 28 Se definen las operaciones:

Xy
@D x*x1y= m en G; =Q\{1} .

Xy
11 = —-— Gy = 0} .
(I1) x*2y X2+y2 en G @\{ }

(Qué propiedades tiene (G1,*1)?y (Ga,*2)?

Ejercicio 29 Sea (G,*) un semigrupo. Suponemos que existe e € G tal que:
(a) Para todo g € G se tiene que gxe = g. (Neutro por la derecha)
(b) Para todo g € G existe g € G tal que gxg = e. (Inverso por la derecha)

Probar que G es un grupo. Si s6lo asumimos que (G,*) es un semigrupo que verifica (a),
entonces ;podemos concluir que (G, ) es un monoide?

Ejercicio 30 En el conjunto de pares de racionales G = Q\{0} x Q se define la ley:
(a,b) *(c,d) = (ac,bc+d).

Probar que (G,x) es un grupo y que {(1,b),: b € Q} es un subgrupo de G. ;Es (G,x)
conmutativo?

Ejercicio 31 Para todo entero n > 1, consideramos el conjunto de raices n-ésimas de la
unidad, es decir,
R, ={e¥™/" . ke {0,1...,n—1}},

Probar que R, es un subgrupo de (C\{0},-). Describir los elementos y calcular la tabla para
n=4. ;Es R = Upen., R, un subgrupo de (C\{0},-) ?

Javier Jiménez Garrido - @@®®®
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Ejercicio 32 Consideramos el grupo G = (R\{0},-) y H = {x € R\{0} : x*es racional}.
Probar que H es un subgrupo de G. ;Podemos remplazar el exponente 2 por cualquier entero
positivo y que H siga siendo un grupo?

Ejercicio 33 Sea H un subgrupo de (R,+). Sea K = {2 : a € H}, probar que K es un
subgrupo de (R\{0},-).

Ejercicio 34 Determinar todos los subgrupos de Z que contienen a 20.

Ejercicio 35 Consideramos %’ (R): el conjunto de las funciones f: R — R continuas y defini-
mos en ¢ (R) una estructura de grupo mediante la suma de funciones (f+g)(x) = f(x)+g(x)
para todo x € R. Determinar si los siguientes subconjuntos de %’(R) son subgrupos o no de

1 %' (R) () {f€CR): [pf(x)dx <oo}.
(m) €*=(R) (tv) {f €% (R) : fes uniformemente continua enRR}.

grupos:
(1) Las matrices con coeficientes reales: GL(n,R) = {A € GL(n,C) : A € Mat,»,(R)}.
(11) Las matrices ortogonales reales: 0,(R) = {0 € Mat,,(R) : O' =0~'}.
(111) Las matrices con determinante igual a 1: SL(n,C) = {A € GL(n,C) : det(A) =1}.
(1v) Las matrices con coeficientes enteros {A € GL(n,C) : A € Mat,«,(Z)}.
(V) Las matrices unitarias: %;,(C) = {U € GL(n,C) : U* =U"'}, donde U* es la trans-
puesta de la conjugada de U.
(v1) Las matrices con coeficientes enteros y con determinante igual a 1:
SL(n,Z) = {A € GL(n,C) : A € Mat,,(Z) y det(A) = 1}.

(vir) Para n =2, el conjunto de matrices de la forma con a € R.

b
c| :ab,ceR}
1

(viir) Para n = 3, el grupo de Heisenberg: H3(R) = {

ow@

1
0
1
0
0

Ejercicio 37 Calcular el centro del grupo Z(G) en cada caso:
(1 G=GL(2,R).
(1) G = Ds.

(1m1) El grupo de Heisenberg (ver ejercicio anterior).

Ejercicio 38 Probar que el conjunto C = {f1, 2, f3, f4, f5, fe} cuyos elementos son las apli-
caciones f; de R\{0,1} en R\{0,1} definidas por:

filx) =x, fax) =

tiene estructura de grupo para la composicién fio f;(x) = fi[fj(x)] . Hallar todos los subgrupos
de (C,o).

| Ejercicio 36 Determinar si los siguientes subconjuntos de (GL(n,C),-) son o no son sub-
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(1) En (D,,0), el grupo de isometrias de un poligono regular de n lados, si x € D, es tal
que para todo y € D, se tiene que xoy = yox, entonces x = Id.
(10 Dados dos elementos @ y b de un grupo (G,-), entonces se cumple siempre que
(ab) 3 =b3a3.
(111) Sea A un conjunto. Entonces (Z?(A),U) es un monoide.
(1v) Sea grupo (G,-) un grupo no conmutativo, entonces para todos a,b € G se tiene que
ab # ba.
(V) Si H es un subgrupo de (Z,+) y tal que 3,7 € H, entonces H = Z.
(vI) En el grupo (Z,+) x (Z,+) se tiene que < (1,2),(—3,5) >=<(1,13),(0,11) >
(vir) En el grupo (Z,+) x (Z,+) consideramos S| =< (1,2), (—3,5) >, entonces (1,0) € S;.
(viin) En el grupo (Z,+) x (Z,+) consideramos S, =< (1,1) >, entonces S # Z X Z.
(1x) Los subgrupos de (R?,+) son {(0,0)}, R? y las rectas que pasan por el origen.
(X) H={a+bi:abeR, ab>0} es un subgrupo de (C,+).
(X1 H = {a+bz a,b € R, a*> +b* =1} es un subgrupo de (C\{0},-).
(x11) R[x] es un subgrupo del conjunto de series de potencias formales (R[[x]],+).
(X111) Se cumple que (2+k)(3+4]) # (3+4j)(2+k) en (H\{0},").
(x1V) Se tiene que (3i—4j)~' = ((—=3/25)i+(4/25)j) en (H\{0},").

Ejercicio 40 (Grupo Afin). Para realizar este ejercicio se recomienda haber cursado Algebra

Lineal II. Sea X un espacio afin euclideo, consideramos el conjunto de todas los isomorfismos

afines f X —> X (aplicaciones afines biyectivas), y lo denotamos por GA(X). Probar que:
M ( ,0) es un grupo, donde o es la composicién de funciones.

| Ejercicio 39 Justificar, realizando la demostracion o ilustrdndolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(11) Las semejanzas S son un subgrupo de (GA(X),o):

S={f € GA(X) : existe r > 0tal que d(f(P),f(Q))=rd(P,Q) para todos P,Q € X}.
(1) Los movimientos M son un subgrupo de (GA(X),o):

M={fe€GAX) : d(f(P),f(Q)) =d(P,Q) para todos P,Q € X}.
(1v) Las traslaciones T son un subgrupo de (GA(X),o):

T = {f € GA(X) : d(f(P),f(Q)) =d(P.Q)y f(P)f(Q) = PO para todos P.Q € X}.

Ejercicio 41 Sean S,T subgrupos de un grupo (G,-). Probar que SUT es subgrupo de G si
ys6losi SCT oTCS.

Ejercicio 42 Supongamos que H es un subconjunto no vacio de un grupo (G,-) que es
cerrado para la operacién de grupo y ademds verifica la siguiente propiedad: Si a no estd en
H entonces a~' tampoco estd en H. ;Es H un subgrupo de G?
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Hoja 2. Grupos ciclicos. Orden de un grupo y orden de un elemento

Aparte de realizar los ejercicios de la Seccion 1.3 se proponen los siguientes ejercicios.

Ejercicio 43 Justificar, realizando la demostracién o ilustrdndolo con un contraejemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.

(1) (Q,+) es ciclico.

(1 (Q\{0},-) es ciclico.

(1) El conjunto de raices n—ésimas de la unidad R, es ciclico, ver Ejercicio31.
(1v) Si G y H son ciclicos, entonces G x H es ciclico.

(v) El conjunto H = {((1) rlz> : n € Z} es un subgrupo ciclico de (GL(2,R),-).

(VI) Qg es ciclico.
I Ejercicio 44 Leer el articulo “Group Theory in the Bedroom™ B. Hayes (2005).
I Ejercicio 45 Determinar todos los elementos de orden finito de (R\{0},-) y de (C\{0},-).
I Ejercicio 46 Calcular los 6rdenes de todos los elementos de (Z/12Z,+) y (Z/13Z,+).

Ejercicio 47 Comprobar que (U(Z/247),-) no es ciclico y que posee 7 subgrupos de orden
2 y 7 subgrupos de orden 4.

Ejercicio 48 Determinar todos los subgrupos de (Z/2257Z,+).

Ejercicio 49 Determinar todos los generadores de (Z/6Z,+), (Z/12Z,+), (Z/30Z,+) y
(U(Z/25Z),-). Determinar todos los generadores un grupo ciclico G = (a) de orden n para
n=6,8 o 20.

Ejercicio 50 Determinar el nimero de elementos de orden 6 que contiene un grupo ciclico
de orden 1200.

Ejercicio 51 Probar que si (G,-) es ciclico e infinito, cada elemento de G distinto del neutro
tiene orden infinito.

nimero par de elementos. Deducir que todo grupo de orden par posee un nimero impar de
elementos de orden 2.

Ejercicio 53 Consideramos el grupo lineal especial SL(2,R) formado por las matrices 2 x 2
reales con determinante 1 con la operacién del producto de matrices. Consideramos

a=(0 ) = (5 L) v e=(5 )

Calcular O(A), O(B), O(C) y O(AB). Consideramos la matriz C como elemento del subgrupo
SL(2,Z/pZ),-) con p primo, ;jcudl es su orden?

Ejercicio 54 ;Cudl es el orden del grupo GL(2,7Z/27)? (y de grupo GL(n,Z/27) con

‘ Ejercicio 52 Sea (G,-) un grupo finito de orden par, probar que {a € G : a# a~'} tiene un
I n€N? y de GL(n,Z/pZ) con p € N primo?
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Ejercicio 55 Sean n > 0 y m enteros. Probar que la clase de m en Z/nZ genera Z/nZ si y
solo si m.c.d(m,n) = 1.

Ejercicio 56 Consideramos el grupo de los polinomios con coeficientes en Z/10Z con la
suma, es decir, (Z/10Z[X],+). Encontrar el orden de los siguientes elementos:

(1) f(x) = 7x*+5x+4, (1)g(x) =4x>+8x+6, (1) f(x)+g(x).

Probar que el subconjunto de polinomios de grado menor o igual que 2 que denotamos por
(Z/10Z)[x]2 es un subgrupo. ;Cudntos elementos tiene? (Es ciclico?

Ejercicio 57 Justificar, realizando la demostracién o ilustrdndolo con un contraejemplo, si
las aﬁrmamones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Sea (G,-) un grupo finito con mas de un elemento. Entonces G tiene un elemento de
orden primo p > 2.
(11) Sean a y b elementos de un mismo grupo (G, ), entonces O(ab) = m.c.m. (O(a),O0(b)).
(1) Sean a y b elementos de un mismo grupo (G, -), entonces si O(a) y O(b) son finitos
entonces O(ab) es finito.
(1v) Un grupo conmutativo de orden seis que contiene un elemento de orden 3 es un grupo
ciclico.
(v) Un grupo ciclico (G,-) que tiene exactamente tres grupos: G, {1} y un subgrupo de
orden 7. Entonces G tiene 49 elementos.
(VD) Sea p un nimero primo. Si un grupo G tiene mds de p — 1 elementos de orden p,
entonces G no es ciclico.
(V1) Para todo n > 2, el grupo (U(Z/(n* —1)Z),-) no es ciclico.
(viir) Un grupo infinito tiene que tener un nimero infinito de subgrupos.
(IX) Sean a y b elementos de un mismo grupo (G,-), tal que a tiene orden impar y
= b, entonces b* = 1.
Ejercicio 58 Si a es un elemento de un grupo (G,-) con O(a) =7, probar que a es el cubo
de algin elemento de G. ;Como se puede generalizar este resultado?

Ejercicio 59 Probar que un grupo no puede tener exactamente dos elementos de orden 2.
Probar que si un grupo abeliano tiene més de tres elementos de orden 2, entonces tiene al
menos 7 elementos de orden 2. Encontrar un ejemplo que demuestre que esto no es cierto,
en general, para grupos no abelianos.

Ejercicio 60 Encontrar un ejemplo en cada caso:
(1) Un subgrupo propio de (Z,+) que contiene a 18, 30 y 40. ;Podrias dar otro diferente?
(11) Un grupo (G,-) no ciclico, tal que todos sus subgrupos propios (distintos de G) son
ciclicos.
(111) Un grupo infinito con exactamente dos elementos de orden 4.
(1v) Dos subgrupos Hj,H, no triviales de (R[x],+) con H; NH, = {0}.
(v) Un grupo no abeliano con 8 elementos y exactamente 6 elementos de orden 4.

Ejercicio 61 Supongamos que (G,-) es un grupo finito con la propiedad de que todo ele-
mento distinto del neutro tiene orden primo (por ejemplo D3 y Ds). Si el centro del grupo
Z(G) es no trivial, probar que todo elemento distinto del neutro tiene el mismo orden.
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Hoja 3. Grupos de permutaciones, alternados y diédricos

Aparte de realizar los ejercicios de la Seccién 1.4, se proponen los siguientes ejercicios.

Ejercicio 62 Sean 3y yen S4 con By=(1,4,3,2), yB=(1,2,4,3) ,y B(1)=4. Determinar
By 7. Siy,pB estin en S5 (es posible determinarlos?;y si estdn en Sg?.

Ejercicio 63 ;Cudl son los posibles 6rdenes para de los elementos de Sg, Ag, Sg y Ag? (Qué
relacion aritmética tienen estos 6rdenes con el orden del grupo correspondiente? ;Cudl es el
mayor orden posible para un el elemento de Ajp?

Ejercicio 64 Dadas a = (1,3,5)(4,2,6) y B = (1,2,3)(1,4,5) en Sg, expresar a'"' y %
como producto de ciclos disjuntos y calcular su indice.

Ejercicio 65 Una mdquina de barajar cartas eléctrica siempre reordena las cartas del mismo
modo en relaciéon al orden en que estas se introducen en la maquina. Todas las cartas
de corazones ordenadas del AS (A) al REY (K) se introducen en la maquina, y una vez
barajadas por la miquina se vuelven introducir de nuevo. Tras este procedimiento, las cartas
salen en el siguiente orden 10, 9, Q, 8, K, 3, 4, A, 5, J, 6, 2, 7. ;En qué orden estaban las
cartas tras mezclarse la primera vez?

Ejercicio 66 Justificar, realizando la demostracién o ilustrdndolo con un contraejemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) El conjunto H={0c €8s : 0(2) =2y o(5) =5} es un subgrupo de S7.

(Ir) A, no es abeliano para todo n > 4.

(Im1) As tiene un subgrupo de orden 12.

(IV) As tiene un subgrupo de orden 30.

(V) As no tiene subgrupos de orden k con 15 < k < 20.

(VI) As es el tnico subgrupo de S5 de orden 60.
(vir) H={a € Ay : &®> =1} es un subgrupo de Ay.
(vill) H={a € As : a* =1} es un subgrupo de As.

Ejercicio 67 Se supone que o es un ciclo de longitud 10. ;Para qué valores m € {2,3,...10}
se cumple que o = o o---(m veces)---oa es un ciclo de longitud 10?

Ejercicio 68 Demostrar que en S7, la ecuacién x*> = (1,2,3,4) no tiene soluciones pero que
la ecuacién x* = (1,2,3,4) tiene al menos dos soluciones.

Ejercicio 69 Encontrar un ejemplo en cada caso:
(1) En S4 un subgrupo ciclico de orden 4 y un subgrupo que no sea ciclico también de
orden 4.
(1) Un subgrupo ciclico en Ag de orden 4.
(111) Un subgrupo no ciclico en Ag de orden 4.
(1v) Cinco subgrupos de S5 de orden 24.
(V) Seis subgrupos de orden 60 en Sg.

Ejercicio 70 ;Cudl es el menor entero positivo n tal que S, tiene un elemento de orden
mayor que 2n?
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Ejercicio 71 Demostrar que todo elemento de A, con n > 3 puede expresarse como un ciclo
de longitud 3 o un producto de ciclos de longitud 3.

Ejercicio 72 Sea H={a? : a« € S4} y K={a? : & € S5}. Probar que H = A4 y que K = As.

Ejercicio 73 Para n > 1, sea H el conjunto de todas las permutaciones en S, que se puede
expresarse como el producto de un nimero de trasposiciones multiplo de cuatro. Demostrar
que H =A,.

Ejercicio 74 Sean 7,7 € S, dos trasposiciones probar que siempre se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

(i) Tt =1d. (ii) (t%)? = Id. (iii) (t%)® = Id.

Ejercicio 75 Se recomienda responder las siguientes cuestiones del grupo diédrico empleando
su representacién como subgrupo de permutaciones, ver Ejercicio 1.4.35. Sean si,s2,s
simetrias distintas de D, y r = rg € D,, una rotacién de dngulo 6 € [0,27). Probar que:

(1) s152 # ro.

(11) Si s157 = 5251, entonces s15y = r'g.
(111) Para todo k € N, entonces r*srk = s.
(1v) Para todo k € N, entonces sr*s = r~*, ;por qué de esto se deduce que D, es no

abeliano?

Ejercicio 76 Se recomienda responder las siguientes cuestiones del grupo diédrico empleando
su representacion como subgrupo de permutaciones, ver Ejercicio 1.4.35. Se pide:
(1) Probar que el conjunto H, = {x" : x € D4} es un subgrupo de Dj.
(11) (Es el conjunto {x" : x € D3} subgrupo de D3?
(111) Probar que {x* : x € Dg} no es subgrupo de Ds.
(1v) Calcular los érdenes de los elementos de los grupos D4 y D7.
(V) Probar que el grupo diédrico D,, contiene un subgrupo de orden m para todo m divisor
de 2n.
(V1) Si ry, rp, y r3 son rotaciones en D, y s1, s2 y s3 son simetrias en D,, determinar si
r11281713525313 €s una rotaciéon o un simetria.
(vir) Sea n € Ny d un entero positivo, d # 2, tal que d divide a n. Demostrar que el nimero
de elementos de orden d en D, es ¢(d). ;Cuédntos elementos de orden 2 hay en D,?
(vim) Probar que en todo subgrupo de D,, o todo miembro del subgrupo es una rotaciéon o
exactamente la mitad de miembros son rotaciones.
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Hoja 4. Clases laterales. Subgrupos normales. Grupo cociente

Aparte de realizar los ejercicios de la Seccién 1.5, se proponen los siguientes ejercicios.

Ejercicio 77 Determinar las clases laterales (a izquierda y derecha) que define S en G y el
indice de S en G en cada caso:
(1) S={1,b} y G=Dy.
(1) S=SL(n,R) y G=GL(n,R).
() S=<(2,2) >y G=ZxLZL.
(v) S={1,11} y G=U(Z/30Z).
Dar dos sistemas completos de representantes distintos en cada caso.

Ejercicio 78 En el grupo (C\{0},-) consideramos H = {a +bi € C\{0} : a®> +b* = 1}.
Probar que H es un subgrupo y describir geométricamente la clase (3 +4i)H.
Determinar todos los subgrupos finitos de (C\{0},").

(11) La lista de clases a la izquierda de (a*) en ({(a),-) donde a es un elemento de un
grupo (G,-) con O(a) = 30.

(1) El orden de un grupo (G,-) finito con menos de 100 elementos tal que G tiene
subgrupos de orden 10 y 25.

(1v) El orden del elemento 4S en U(Z/105Z)/S donde S = (11).

(v) El indice del subgrupo S = ((1,2,3)(4,5)) en Se y determinar si los siguientes ele-
mentos definen clases a izquierda iguales o distintas respecto de S: a = (1,2,4,6),
b=(1,3,4,5,6), c=(1,3,2,6)(4,5).

(v1) El tamafio minimo de un grupo que contiene elementos con 6rdenes que van desde
uno hasta diez.

Ejercicio 80 Sean (G,-) un grupo y H y K subgrupos de G, a,b € G. Se pide:
(1) Probar que a(HNK) =aHNak.
(1Ir) Probar que si aH C bK, entonces H C K.
(111) Probar que si #H =n y #K = m con m.c.d. (m,n) = 1, entonces HNK = {1}.
(1v) Probar que si (G,-) un grupo finito, y k € N> tal que #(G) = k- #(H), entonces para
todo g € G se tiene que gX' € H.

Ejercicio 81 Sean (G,-) un grupo y H y K subgrupos de G. Suponemos que #(G) = n,
tomamos p un divisor primo de n y escribimos n = p"k donde r € N> y p k. Suponemos
que #H = p” y #K = p’ con con 0 < ¢ < r y K no es subgrupo de H. Probar que el conjunto
producto HK = {hk : h€ H, k € K} no es subgrupo de G.

Ejercicio 82 Leer el articulo “Variations on a Theme: A4 Definitely Has No Subgroup of
Order Six!” M. Brennan & D. Machale (2000).

Ejercicio 83 Consideramos la sucesion definida por a; =3 y a, = 3%-! para n € N>,.
Encontrar los dos dltimos digitos de azp4.

Ejercicio 84 Sea (G,-) un grupo y sea H un subgrupo normal de G. Si a € G es un
elemento con O(a) =2, probar que el conjunto K = HUaH es un subgrupo de G. Generalizar
enunciado y demostracion para el caso O(a) =k > 2.

Ejercicio 79 Hallar:
(1) Todos los subgrupos de indice 2 de (R\{0},").
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Ejercicio 85 Un ejército de hormigas obreras lleva terrones de azicar a su colonia. Allf, las
hormigas ponen 1 terrén de azicar en la primera cdmara, 2 en la segunda, 4 en la tercera, y
doblando la cantidad asi sucesivamente hasta la cdmara nimero 101.

Entonces, la hormiga reina decide construir bloques cibicos mas grandes de 5 x5 x 5
terrones de azicar con todo lo que habian recogido anteriormente. ;Cudntos terrones de
azucar quedarian después de todas estas construcciones?

Ejercicio 86 Determinar en cada caso si S es normal en G o no.
b) ca,b,d € R,ad # 0} en G=GL(2,R).

d
1,2)} en G=Ss.
(1m1) El subgrupo S = {Id,(1,2,3),(1,3,2)} en G = S5.
(1v) El subgrupo S ={Id,(1,2,3),(1,3,2)} en G=3S, con n > 4.
(v) El subgrupo S={c € S4 : 6(4) =4} en G = Ss4.
(v1) El subgrupo S ={1,—1} en G = Qs.
(vir) El subgrupo S = SL(nR) en G = GL(n,R).

(1) EI subgrupo S = { (g
(11) El subgrupo S = {1,(

el subconjunto
H(K)={A € GL(2,R) : det(A) € K}.

Se pide:
(1) Probar que H(K) es un subgrupo normal de G.
(1) Llamamos T = H({1,—1}). Dados a,b € G con aT = bT, {qué relacién hay entre
det(a) y det(b)?
(1) Llamamos S = SL(2,R) = H({1}). Dada a € G con det(a) = 2. Probar que aS$ es el
conjunto de las matrices de G con determinante 2.

Ejercicio 88 Justificar, realizando la demostracién o ilustrandolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Sea H es un subgrupo de S4 que contiene a (1,2) y a (2,3,4), entonces H = S4.
(1) Si (G,-) es un grupo de orden 25 que no es ciclico, entonces > = 1 para todo a € G.
(111) Sea (G,-) un grupo de orden 33, entonces G contiene un elemento de orden 3.
(1v) Si a es un elemento de un grupo (G,-), O(a) es finito y H es un subgrupo normal de
G, se cumple que O(aH) en G/H divide a O(a).
(V) Sea (G,-) un grupo de orden 420 y H,K subgrupos de G tales que KCH y K #H.
Si #K =42, entonces #H =84 o H = G.
(Vi) Sea (G,-) un grupo abeliano con un nimero impar de elementos, entonces el producto
de todos los elementos de G es la identidad.
(vir) Existe un grupo con menos de 25 elementos y mds de un subgrupo de orden 5.
(vir) Existe un grupo de orden 55 con exactamente 20 elementos de orden 11.
(1X) Sea H un subgrupo normal de un grupo (G,-) con #(H) =10y a € G tal que el orden
de la clase de a en G/H es O(aH) = 3. Entonces O(a) € {3,6,15,30}.
(X) El grupo cociente Z x Z/ < (4,2) > es ciclico.
(X1) Si N es normal en G y G/N es ciclico, entonces G es ciclico.
(x11) Todo grupo cociente de un grupo abeliano es abeliano.

1
| Ejercicio 87 Dado K un subgrupo de (R\{0},-), consideramos en el grupo G = GL(2,R),
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Ejercicio 89 Dado n € N consideramos el grupo (nZ,+) formado por los miltiplos de n
con la suma usual en Z.

(1) Probar que nZ es ciclico.

(11) Probar que H es un subgrupo de nZ siy solo si H=mZ con me Ny n | m.
(1) Sim €Ny n|m, entonces nZ/mZ es un grupo ciclico de orden m/n.

Ejercicio 90 ;Por qué podemos deducir del hecho de que A4 no tenga subgrupos de orden
seis que #(Z(A4)) =12

Comprobar que el dnico subgrupo de S; de orden 12 es A4 y que A4 tiene un sélo
subgrupo S de orden 4. ;Por qué la unicidad de un subgrupo de un orden prefijado implica
que ese subgrupo es normal?

Ejercicio 91 (Espacio vectorial cociente). Dado V un K—espacio vectorial y S un subes-
pacio vectorial de V. Se pide:
(1) Demostrar que S es un subgrupo normal de (V,+).
(11) Sobre el grupo cociente V /S cuya operacién suma sabemos que estd definida para
todos v+S,w+S € V/S por

v+SBW+S)=@Wv+w)+S
se define también una ley externa para todo A € K y todos v+ S € V /S por
AB(W+S)=Av)+S

Demostrar que V /S es un K—espacio vectorial sobre con las operaciones mencionadas.
(111) Supongamos ahora que dimV =n y que dim S = r. Tomamos una base Bs = {uy,...,u,}

de Sy la extendemos a una base B = {uy,...,up,Wyt1,...,w,} de V.

Probar que B = {w, 41 +S,...,w,+S} es una base de V/S y deducir que

dimV = dim(S) +dim(V/S).

(1v) (Cudl es el espacio vectorial cociente que resulta si S=V ? ;Y si S={0y}?
(v) En R* se considera el subespacio vectorial

S={(x,y,2,t) ER* : x+y—z+2t=0,x—y+3z+6t=0}.

Hallar una base de R*/S y hallar las coordenadas del vector (1,—3,2,6)+S en esa
base.

(vi) Consideremos (X,X, ) un espacio de medida. Se define el espacio vectorial: .,Sﬁ} (X)
como el espacio de todas las funciones f : X — R medibles que cumplen

[ 1f1dn < e

X

Una norma natural para definir en estos espacios serfa || f||1 = [y |f|du, Sin embargo,
una aplicacion asi definida no resulta norma, ya que no se cumple ||f]; =0= f =0,

pues cualquier funcidén que sea igual a la funcién nula, salvo en un conjunto de medida
nula, tendrd norma cero. Probar que .4 = {f € %, (X) : ||f]li =0} es un subespacio

vectorial de ,,2”‘} (X). Dada f € ,,iﬂul (X) describir la clase de equivalencia f+ .4 . Probar
que L}L (X) = Z‘} (X)// es un espacio vectorial normado.
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I Ejercicio 92 Definir una accién de GL(2,R) sobre R?. ;Es fiel? ;y transitiva?

Ejercicio 93 Consideramos el conjunto X = Aplic(G,C) ={f:G — C : fes aplicacién} y
la aplicacién A:X x G — X donde para todos g,h € G toda f € X se define (A(f,g))(h) :=
. Probar que A es una accién de grupo de G sobre X. ;Es fiel? ;y transitiva?

Ejercicio 94 Probar que el grupo de rotaciones de un cubo tiene 24 elementos.

(Pista: Considerar X el conjunto de caras del cubo y G el conjunto de permutaciones de
las caras que se pueden realizar sin romper el cubo y emplear la formula que relaciona el
cardinal de G con los cardinales de las orbitas y los estabilizadores)

un conjunto /, para cada i € I se define el estabilizador de i en G mediante:
stabg(i) ={oc € G : o(i) =i},
y la érbita de i bajo la accion G como:
orbg(i) ={o(i) : o0 € G}.

El nimero de elementos de orbg(i) se denomina longitud de la érbita. Probar que:
(1) Probar que para cada i € I, stabg(i) es subgrupo de G.
(1I1) Probar que la siguiente relacién es una relacion de equivalencia:

JRomk siysolosi existe i€l tal que j,k € orbg(i).

(1) Sea G un grupo finito de permutaciones de un conjunto /. Probar que para cada i € /

se cumple que:
#G = #(orbg (i) ) #(stabg(i)).

Ejercicio 96 Consideramos el subgrupo de S7 dado por

1),(12)(34),(1234)(56), (13)(24), (1432)(56),(56)(13),(14)(23),(24)(56) }.

‘ Ejercicio 95 (Estabilizador y Orbita de un punto). Sea G un grupo de permutaciones de
| Encontrar el estabilizador y la érbita de 1,3,5,7.
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Hoja 5. Homomorfismos e isomorfismos de grupos

Aparte de realizar los ejercicios del Bloque I, se proponen los siguientes ejercicios.

Ejercicio 97 Comprobar que las siguientes aplicaciones son homomorfismos. Determinar su
nicleo y su imagen.
() f: (Rlx],+) — (R[], +) definida por f(P(x)) = %2 (x).
(1) f:(Sp,0) = ({1,—1},-) definida por f(o)=i(0).
() r>0 y fri(Rso,) = (R, -) dada por f(x) =
av) f: (R[x]],+) — (Rx],+) definida por f((X2qaix')) = ao+ arx+asx* +aex® + agx*.
(V) f:Z/72Z — 7./100Z definida por f(a+727Z) = 25a+ 100Z.

Ejercicio 98 Probar que cada endomorfismo f de (Q,+) queda determinado por f(1) y
determinar todos los endomorfismos de Q.

Ejercicio 99 Hallar:
(1) Todos los subgrupos de S4/V4 (ver Ejercicio 1.5.33) y (Z/847Z)/(30).
(11) Todos los homomorfismos de Z en S3.

(111) Todos los homomorfismos de Z/4Z en Z/2Z &7 /2.

(1v) Todos los homomorfismos de grupos de Z/20247Z en Z/2040Z.

Ejercicio 100 Sean o y B endomorfismos de un grupo Gy sean H={g€ G : a(g)=B(g)}
(Es H un subgrupo de G? ;Es H normal en G?
I Ejercicio 101 Sea (G,-) es un grupo y sea f: G — G la aplicacién dada por f(a) = a’.

Probar que f es homomorfismo si y sélo si G es abeliano.

Ejercicio 102 Encontrar, si es posible, un ejemplo en cada caso:
(1) Un isomorfismo de grupos entre (R~o, ) y (R,+).
(11) Un homomorfismo de Z/8Z ®7Z/27 en Z/47 & Z/4Z sobreyectivo.
(1) Un homomorfismo f de Z/177Z a un grupo G arbitrario, pero fijo, que no es inyectivo.
(1v) Un isomomorfismo entre C\{0}/H y (R-o,-) donde H = {z € C\{0} : |z| = 1}.
(V) Un 1s0m0rﬁsmo entre G/H y 7 /47 donde G es el grupo (Z/4Z®7Z/4Z,+) y H =
0),(2,0),(0,2),(2,2)}.
(VI) Un 1s0morﬁsm0 entre G/K y Z/4Z donde G=Z/4Z®Z/AZ y K = ((1,2)).
(vi) Un endomorfismo f de (U(Z/30Z),-) tal que f(7) =7y Kerf={1,11}.

Ejercicio 103 Sean H,K subgrupos normales de un grupo G tales que HNK = {1}. Probar
que G es isomorfo a un subgrupo de G/H x G/K.

Ejercicio 104 Sea (G,-) tal que G/Z(G) es ciclico. Probar que G es abeliano. Deducir que
no puede existir un homomorﬁsmo de grupos f de D4 en Z tal que Ker(f) = {Id,*}.

Ejercicio 105 Dado f: G — H un homomorfismo de grupos sobreyectivo, a € G y N <G.
(1) Probar que f(N)<
(11) Si ademds f es myectlvo probar que f(C(a)) =C(f(a)) (Ejercicio 1.6.54).

Dar un ejemplo, en cada caso, que demuestre que la sobreyectividad es necesaria.

Ejercicio 106 Probar que todo grupo de orden 77 es ciclico.
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I Ejercicio 107 Consideramos el subgrupo Z de (Q,+), y estudiar si Q/Z es isomorfo a Q.

Ejercicio 108 Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Probar que si f(g) = h, entonces
f~Y(h) = gker f. Emplear este resultado para:
(1) Determinar f~'(3) probando previamente que la aplicacion f: (Z® Z,+) — (Z,+)
dada por f(a,b) =a—b es un homomorfismo.
(11) Encontrar todos los elementos de U(Z/40Z) que van a parar a 11 por f con f es un
endomorfismo de (U(Z/40Z),-) tal que Kerf = {1,9,17,33} y f(11)=11.
(111) Probar que si x es una solucion particular de un sistema lineal de ecuaciones y S es el
conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado, entonces x+ S es el conjunto
de soluciones del sistema de partida.

las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Si S es un subgrupo de G, entonces S <IN(S) (ver Ejercicio 1.2.23) y si ademds N(S)/S
es abeliano, entonces N(S)/Z(S) es abeliano.
(1) Si Gy,G»,H;,H> son subgrupos de un grupo G tales que G| ~ H; y G, =~ H», entonces
se cumple que G| X G =~ H; X H.
(i) U(Z/8Z) ~U(Z/10Z).
(v) U( Z/SZ) U(Z/127Z).
) ( ~ (Q,+).
(V1) Para todo par de grupos G y H tenemos que (GxH)/(Gx {lg})~
(viI) Sea N un subgrupo normal de un grupo finito G. Entonces el orden de gN en G/N
d1V1de al orden de g en G para todo g € G.

(vi) ( ~ (R,+) con axb=av1+b>*+bv1+a>.

Ejercicio 110 Sea G=Q[v2] = {a+bv2 :a,b € Q} y

a 2b
w={(t ?) avea).
Probar que (G,+) y (H,+) son isomorfos. ;Son (G\{0},-) y (H\{0O2x2},-) isomorfos?

‘ Ejercicio 109 Justificar, realizando la demostracion o ilustrandolo con un contraejemplo, si
Ejercicio 111 Sea (G,-) un grupo y N,H subgrupos normales de G con N C H tales que
G/H es abeliano. Probar que G/N es abeliano. Si G/H es ciclico, ;podemos deducir que
G/N es ciclico?
Ejercicio 112 Demostrar que el grupo (Z,+) no se puede expresar como suma directa de
dos subgrupos propios.

Ejercicio 113 Sea G = {(x,y) € R? : y # 0} definimos la operaci6n:

(x1,31) * (x2,¥2) = (x2y1 +x1, y1y2)-

Probar que:
(1 (G,-) es un grupo.
(11) La aplicacién ¢ : G — (R\{0},-) dada por ¢(x,y) =y, es un homomorfismo de grupos.
() @~ '(1) es un subgrupo de G isomorfo a (R, +).
(1v) H = {(0,y) € R?} es un subgrupo de G isomorfo a (R\{0},").
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I Ejercicio 114 Leer el articulo “The Groups of Order Sixteen Made Easy” M. Wild (2005)

Ejercicio 115 (Representacion matricial de cuaterniones y complejos). Consideramos
el conjunto H(2,C) de las matrices A € Maty»(C) de la forma

Az(Z W) z,we C.
W Z

(1) Probar que (H(2,C),+) es un subgrupo de (Maty«2(C),+) y que (H(2,C)\{02x2},")

es un subgrupo de (GL(2,C),-).

(11) Probar que (H(2,C),+)~ (H,+) y que (H(2,C)\{02x2},-) ~ (H\{0},-) donde H es
el conjunto de los cuaterniones.

(1) Encontrar un subconjunto C de H(2,C) de matrices con coeficientes reales tales
que (C,+) =~ (C,+) y que (C\{0},-) = (C\{02x2},-). Dada Z € C, ;{Qué representa,
a través de este isomorfismo, det(Z)?;y tr(Z)? Usar estas matrices para interpretar
geométricamente el producto de nimeros complejos.

(1v) Encontrar un subconjunto Mg de 8 matrices de H(2,C) que forme un grupo con la
multiplicacién isomorfo al grupo de los cuaterniones QOg.

(v) Encontrar un subconjunto A, de 2n matrices reales de H(2,C) que forme un grupo
con la multiplicacién isomorfo a D,,.

(V1) Probar que Qg no es isomorfo a Dy.

Ejercicio 116 (Grupo de automorfismos). Sea G un grupo consideramos el conjunto de
automorfismos:
Aut(G) ={f:G— G;con f isomorfismo}.

Se pide:

(1) Probar que (Aut(G),o) es un grupo donde o es la ley de composicién.

(11) Sea R el subgrupo de todas las rotaciones en D,. Sea f € Aut(D,) probar que f(R) =R.
(111) Encontrar Aut(Z/10Z) y Aut(Z/nZ) para n € Z.
(1v) Encontrar Aut(Dg) y Aut(D7).

(V) Encontrar dos grupos G y H tales que G # H, pero Aut(G) ~ Aut(H).

mos la funcién ¢,(x) = axa~!' para todo x € G, se llama automorfismo interno inducido
por a. Probar que:
(I) ¢, es un automorfismo de G para todo a € G.
(11) AutInt(G) ={¢, : a € G} es un subgrupo de Aut(G).
(1) La correspondencia de G en Autlnt(G) que a cada elemento a lo envia en ¢, es un
homomorfismo de grupos y que Autlnt(G) ~ G/Z(G).
(1v) Encontrar el grupo de los automorfismos internos para los grupos Dg y D7. {Qué
sucede si G es conmutativo?

Ejercicio 118 (Grupo derivado). Sea (G,-) un grupo, x,y € G. Llamamos conmutador
de x e y al elemento:

[e,y] ==y lxy

y llamamos subgrupo derivado de G al subgrupo generado por todos los conmutadores:

| Ejercicio 117 (Grupo de automorfismos internos). Sea G un grupo y a € G. Considera-
‘ G' =< {[x,y] : para todos x,y € G} >,
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Sea H un subgrupo de G. Probar que:

(1) [x,y] =1¢ si y solo si x e y conmutan.

1 [x,y]~" = .
(1) G’ es un subgrupo normal en G.
(1v) G/G' es abeliano.

(v) si H<1G y G/H es abeliano, entonces G' C H.
(VD) si G’ C H, entonces H es normal en G.
Calcular el subgrupo derivado en cada caso:

@z ()%  (c)Ss  (d)As  (e) GL(n,R).

Ejercicio 119 El conjunto de todas las configuraciones del Cubo de Rubik forman un
grupo, que puede identificarse con un subgrupo de S43 generado por 6 elementos, es decir,
Rubik =< {F,B,U,D,L,R} > donde F es la permutaciéon producida al girar sobre la cara
frontal, B sobre la cara opuesta a la cara frontal (back), U sobre la cara situada en la parte
superior (up), D sobre la cara opuesta (down), L sobre la cara izquierda (left) y R sobre la
cara derecha (right).

£ = ——= =

| 1 2 3 |

| 4 wp 5 |

| 6 7 8 |
+ - == =+ = ——= = 4+ = ——— - 4+ - ——— - 4
| 9 10 11 | 17 18 19 | 25 26 27 | 33 34 35 |
| 12 left 13 | 20 front 21 | 28 oright 29 | 36 back 37 |
| 14 15 16 | 2 23 24 | 30 31 32 | 38 39 40 |
T e I S

| 41 42 43 |

| 44 down 45 |

| 46 47 48 |

£ = === = %

Se pide:

(1) Describir F,B,U,D,L,R como elementos de Syg.

(11) Emplear SAGE para calcular el orden del grupo del Cubo de Rubik.
(111) Emplear SAGE para calcular el orden de UoL, UoLoF y UoLoB.
(1v) Clasificar el grupo < {L, R} >.

Ejercicio 120 (Representacion de una acciéon de grupo como un homomorfismo).
Probar que definir una accién A de G sobre X equivale a definir un homomorfismo de grupos
f:G— S(X). En otras palabras, probar que la correspondencia dada por:

¥: {Acciones de G sobre X} — {Homomorfismos de G en S(X)}
YA =f1: G — S(X)
A . Ag: X — X
’ x o Alxg)

es una aplicacion biyectiva. (Nota: Debemos probar que Ay € S(X), que fx es homomorfismo
de grupos y, finalmente que ¥ es biyectiva) Si sabemos que A es fiel, ;qué podemos decir
de f4? Relacionar las nociones de 6rbita y estabilizador del Ejercicio 95 con las nociones
del Ejercicio 1.5.51.
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Hoja 6. Anillos. Subanillos. Ideales. Anillo Cociente. Caracteristica

Se recomienda realizar los ejercicios de las secciones II.1 y II.2.

Ejercicio 121 Dar un ejemplo de:
(1) un anillo finito no conmutativo.
(I1) un anillo infinito no conmutativo sin elemento unidad.

(I11) un subconjunto de un anillo que es un subgrupo para la suma pero no es un subanillo.

AAB = (A\B)U(B\A).
AOB = ANB.

Probar que (R,A,[J) es un anillo. ;Quién es 0g?;Quién es el opuesto de A € R para A?
q 18y 6 8 P P
(Es R conmutativo?;Es R unitario? Si la respuesta a la dltima pregunta es afirmativa, ;quién

Ejercicio 122 Sea X un conjunto. Para todos A,B € R = #(X) definimos:
es 1g? Hallar las tablas de A y O para X = {a,b,c}.

Ejercicio 123 Probar que el conjunto R = {0,2,4,6,8} es un anillo para la suma y el
producto médulo 10. Probar que es unitario y encuentra 1g.

Ejercicio 124 Sea (R,+,-) un anillo en el que se satisface la siguiente propiedad (Ley de
Cancelacion):

(%) para todos a,b,c € R con a # 0 si ab = ca, entonces b = c.

Probar que R es conmutativo.

Ejercicio 125 Sea (R,+,-) un anillo y supongamos que existe n € N>, tal que x" = x para
todos los elementos x € R. Probar que:

(1) Si m es un entero positivo y a”™ =0 con a € R, entonces a = 0.
(1) Si ab =0 con a,b € R, entonces ba = 0.

(1) Si n es par, entonces —a = a para todo a € R.

Ejercicio 126 Leer el articulo “Finite Rings of Odd Order with Few Nilpotent and Idempo-
tent Elements” A. Y. M. Chin (2018)

Ejercicio 127 (Elementos Nilpotentes). Sea (R,+,-) un anillo y a € R decimos que a es
nilpotente si existe n € N> tal que a" = Og. Probar que:

(1) si R es unitario y a es nilpotente, entonces 1g —a tiene inverso para el producto en R.
(I1) si R es conmutativo, entonces S = {a € R : a es nilpotente} es un subanillo de R.

(1m1) el anillo (Z/nZ,+, -) tiene un elemento no nulo nilpotente si y solo si n es divisible
por el cuadrado de un nimero primo.
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Ejercicio 128 (Matrices Nilpotentes - Caracterizacion). Sea n € N>; y N € Mat,,,,(R),
probar que son equivalentes:

(1) N es nilpotente.

(11) el polinomio caracteristico de N (Py(x) = det(xId,, — N)) es igual a x".
(111) el polinomio minimo de N es x* para algin entero k < n.
(1v) el unico valor propio (complejo) de N es O.

(V) la traza de N* es nula, es decir, tr(N*) = 0 para cada k € N>;.

Ejercicio 129 (Matrices Nilpotentes). Sea n € N> consideramos el anillo (Mat,x,(R),+,-).
Probar que:

(1) si N es una matriz nilpotente, entonces necesariamente det(N) = 0. Mostrar que el
reciproco no es cierto.

(Ir) si N es una matriz triangular con ceros a lo largo de la diagonal, entonces es nilpotente.
Mostrar que existen matrices nilpotentes con todas las entradas no nulas.

(11) si N es una matriz nilpotente, entonces det(Id, + N) = 1. Reciprocamente, probar que
si para todo ¢ € R se tiene que det(Id, +7N) = 1, entonces N es nilpotente.

(1v) la dnica matriz diagonalizable y nilpotente de Mat,,(R) es la matriz nula.

Ejercicio 130 (Elementos Idempotentes). Sea (R,+,-) y a@ € R decimos que a es idem-
potente si a> = a. Probar que:

(1) si a es idempotente, entonces a" = a para todo n € N> 1.

(Ir) si R es conmutativo y @ y b son idempotentes, entonces también son idempotentes ab,
a—ab,a+b—aby a+b—2ab.

(I11) si R conmutativo y unitario y a es idempotente, entonces también es idempotente
1 R —A.

Ejercicio 131 En cada caso, encontrar todas las unidades, todos los divisores del cero, todos
los elementos idempotentes y todos los elementos nilpotentes.

(1) En el anillo de los enteros de Gauss Z[i] = {a+bi;a,b € Z}.
(11) En el anillo producto Z /37 x Z/6Z.
(111) En el anillo de matrices Maty 2 (R).

(1v) En el anillo de matrices Matyy»(Z/3Z).

Ejercicio 132 En un anillo unitario, encontrar:
(1) todos los elementos que son a la vez idempotentes y nilpotentes.

(I1) todos los elementos que son a la vez idempotentes y unidades.
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Ejercicio 133 Sea A = Aplic(R,R) = {f : R — R} el conjunto de todas las funciones reales
con valores reales. Definimos una estructura de anillo en este conjunto mediante la suma y el
producto de funciones usual [(f+g)(x) = f(x) +g(x) y (fg)(x) = f(x)g(x) para todo x en
R]. Determinar todos los divisores del cero de A. Determinar todos los elementos nilpotentes
de A. Probar que todo elemento no nulo es o bien un divisor del cero o bien una unidad.

Ejercicio 134 Sea (R,+,-) un anillo conmutativo y unitario y a,b,c € R. Justificar, reali-
zando la demostracién o ilustrdndolo con un contraejemplo, si las afirmaciones siguientes,
consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Si a*> =a, entonces o bien a =0 o bien a = 1.

(I1) Si ab =0, entonces o bien a =0 o bien » = 0.

(1) Siac€U(R) y b]|c, entonces ab | c.

(1v) Sia€ U(R) y b*> =0, entonces a+b € U(R).

(V) Siab=acy a+#0, entonces b = c.

Ejercicio 135 Justificar, realizando la demostracién o ilustrdndolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Si R es un anillo tal que x* = x para todo x € R, entonces 6x = 0 para todo x € R.
(11) En el conjunto de las sucesiones de ntimeros reales R definimos las operaciones

(aj)jenB (bj) jen = (aj+bj) jen (aj)jen (b)) jen = (aj- b)) jen

entonces (RY,M, ) es un anillo conmutativo y unitario sin divisores del cero no nulos.
(1) (Z,+,+) es un anillo.
(1v) Para todo anillo (R,+,-) se cumple que Og & U(R).
(V) En Z/8Z se tiene que 3|7.
(V1) Si un anillo es ciclico para la suma, entonces es conmutativo.
(viD) Si (R,+,-) es un anillo conmutativo y unitario y (S,+) es subgrupo de (R, +), entonces
S es subanillo de R.
(vir) Sea R un anillo y @ € R. Entonces S = {x € R : ax =0g} es un subanillo de R.
(1xX) El subconjunto S = {(a,b,c) EZXZ X7 : a+b=c} es un subanillo de Z x Z x Z.
(X) Sea R un anillo unitario y a € R tal que a* = 1. Entonces S = {ara : r € R} es un
subanillo de R.
(X1) Sean A,B y C subanillos de un anillo R. Si A C BUC, entonces ACB o ACC.
(x11) Sea R un anillo, si a®> —b* = (a+b)(a—b) para todos a,b € R, entonces R es conmu-
tativo.

Ejercicio 136 Encontrar:
(1) Todos los subanillos de (Z,+,-).
(11) Todos los subanillos de (Z/nZ,+,-).
(111) El subanillo mds pequefio de Q que contiene a 2/3.

Ejercicio 137 Determinar si los siguientes subconjuntos de Maty«»(Z) son subanillos o no:

S1:{<aj_b “Zb> :a,bez}, 52:{<afb “bb> :a,beZ},
ng{(Z Z) :a,bEZ}, S4:{<g [Z) :a,b,cEZ}
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Ejercicio 138 (Anillo de Matrices). Dado (R,+,-) un anillo conmutativo y unitario y
n,m € N>j. Decimos que A es una matriz de tamafio n X m con coeficientes en R si A es
una aplicacién de {1,...,n} x{1,...,m} en R, es decir,

A:{l,....,n} x{1,...,m} - R.

La imagen de un elemento (i, j) se denota por a; j :=A(i, j) y se denomina entrada (i, j)—ésima
de la matriz A. Habitualmente, en lugar de la notacién funcional, representamos la matriz A
de la siguiente forma:

ap aiz a3z o dim
az)y dazp azz - dym

1<i<n
— (4. ) _ | a a a ceoa
A_(alf)1gjgm_ 31 ax  as3 3m
anl Aap2 Qap3 - dpm

De la misma manera, el conjunto de matrices de tamafio n X m con coeficientes en R
que se denota por Mat, ., (R) := Aplic({1,...,n} x {1,...,m},R). Dadas A,B € Mat,,u(R),
definimos la operacién suma del modo usual:

+ : Mat,«,n(R) X Mat,;sn(R) — Mat,, ., (R)

1<i<n I<i<n 1<i<n
A ) B — A+B= (aij)1§j§m+ (bij)1§j§m = (aij+bij)1§j§m’
1<i<n 1<i<m

Por otra parte, dadas A = (aij) 1<j<m € Mat,«u(R) y B= (bij) 1<j<t € Mat,,».¢(R). Llamamos
matriz producto de A por B a la matriz de tamafio n X £ que denotamos

y cuyos coeficientes estdn dados por la expresién
n
Cij :a,-lblj +a,-2b2j+~-+a,-mbmj = Zaikbkja Vie {1,...,7’1} Vje {l,...,f}.
k=1

(observe que para que el producto sea una operacién binaria e interna las matrices deben ser
cuadradas) Empleando las propiedades de R, probar que:

(1 (Mat,xn(R),+) es un grupo abeliano.

(1) Dadas A,A1,A; € Mat,«,u(R), B,B1,B; € Mat,,«/(R) y C € Matyy(R), se cumple que

a) A-(B-C)=(A-B)-C.
b) (A1 +A2)B = A1B+AsB.
c) A(B] —|—Bz) =AB; +AB;.

d) Si Id, es la matriz identidad de tamafio r € N> definida por
1 i =k
d,(6,k) =4 & ° ’
0 si (k.

entonces se verifica que I,A =A y Al,, = A.

(111) Concluir que (Mat,»,(R),+,-) es un anillo unitario.
(1v) (Mat,,(R),+,-) no es en general conmutativo.
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Ejercicio 139 El el anillo de los nimeros enteros (Z,+,).
(1) En cada caso, encontrar a € N tal que:

(@) =(2)+(3) (a) = (6) +(8) (@) = (m) +(n)
(@) = (3)(4) (@) = (6)(8) (@) = (m)(n)
(@)=(3)N(4) (@) =(6)N(8) (@) = (m) N (n)

(11) Dados dos ideales [ y J de Z tales que (35) CJ C I ;Qué podemos decir de I 'y J?

Ejercicio 140 (Radical de un ideal). Sea R un anillo conmutativo y sea / un ideal de R,
se define el radical de un ideal / como

rad(l) = {r € R; existe n € N tal que r" € [}

Se pide:
(1) Probar que rad(/) es un ideal de R y que contiene a I.
(11) Probar que rad(rad(/)) =rad(/) y que si J es otro ideal entonces rad(/NJ) =rad(/)N
rad(J).
(1) En Z/367Z, calcular rad((0)), rad((4)), rad((7)) y rad((6)).
(1v) En Z, calcular rad(4Z), rad(5Z) y rad(12Z). ;Qué se puede decir en general de
rad(mZ)?
(v) Determinar los elementos nilpotentes de R/rad((0)).

Ejercicio 141 (Anulador). Sea R un anillo conmutativo y sea A un subconjunto de R,
definimos el anulador de A en R por

Ann(A):={r€R: ra=0paratodoa € A}.

Probar que:
(1) Ann(A) es un ideal de R.
(11) Si A C B, entonces Ann(B) C Ann(A).
(1) A € Ann(Ann(A)). (Se puede dar la contencion estricta?

Ejercicio 142 Justificar, realizando la demostracion o ilustrdndolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Todo subanillo de Z @ Z es un ideal de Z & Z.
(11) El subconjunto S ={a+bi : a€ Z,b € 27} es un subanillo de Zi].
(111) El subconjunto S = {a+bi : a € Z,b € 272} es un ideal de Z[i].
(1v) Dado R un anillo conmutativo y unitario y sean Iy, l,...,I; ideales de R tales que
I;i+1; =R si i # j. Entonces I; +M;x;l; = R.
(v) Dados R un anillo unitario, / un ideal de R y u € U(R). Si u € I, entonces [ = R.
(v1) En el anillo R = Mat,«»(Z) y el subconjunto I = Mat,+»(27) es un ideal de R.
(vil) Sea € = € (R,R) el anillo de las funciones continuas de R en R con la suma y el
producto de funciones usual [(f+g)(x) = f(x) +g(x) y (fg)(x) = f(x)g(x) para todo
x en R]. Entonces S = {f € € : f(0) € 2Z} un subanillo de ¥.

(viin) Sea € = € (R,R) el anillo de las funciones continuas de R en R con la suma y el

producto de funciones usual. Entonces S = {f € ¢ : f(0) € 2Z} un ideal de .

(1X) Sea (R,+,-) un anillo conmutativo y unitario y a € R. Entonces el subgrupo aditivo
generado por a es igual que el ideal generado por a, es decir, < a >= (a).

(X) Sea R un anillo e 7 un ideal de R. Entonces R/I es conmutativo si y sélo si rs —sr € [
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para todos r,s € R.
(X1) Sea R un anillo conmutativo y unitario con car(R) = p y p primo. Entonces R es finito.
(X11) Sea R un anillo conmutativo y unitario con car(R) = p y p primo. Si a € R es nilpotente,
entonces existe k € N> de modo que (1g+a)k = 1.
(x111) En un anillo conmutativo y unitario de caracteristica 2 los elementos idempotentes
forman un subanillo.

I=(2x+1) y J={f€Zx] : f(0)=0}
Se pide:
(1) Determinar si J es un ideal o no.
(I1) Probar que para todo n € N> existen ideales I1,5,...I, talesque JC I} C L C --- C I,
(111) Hallar /NJ y un ideal que contenga a /U J.

2
Ejercicio 143 En el anillo de polinomios (Z|x],+,-) consideramos:
(1v) (Cudl es el inverso de x+1 en Z[x]|/I?

Ejercicio 144 ;Cuantos elementos hay en (Z/5Z)[i]/(1+i)? Hallar la clase de 3+4i en
(Z/5Z)[i]/(1+1i). (Tiene 3+4i+ (1+i) inverso en (Z/5Z)[i]/(1+1i) ?
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Hoja 7. Homomorfismos e isomorfismos de anillos

Se recomienda realizar los ejercicios de las Seccién I1.3.
Ejercicio 145 Determinar si las siguientes aplicaciones son o no homomorfismos de anillos:

(1) f:Matyy>(Z) — Z dada por f(A)=aj; donde A = ("“ ‘”2>.
azy dax

(1) R={A eMatyx2(Z) : apy =0} y f:R— Z dada por f(A) =ayj.

(Son homomorfismos de anillos unitarios?

Ejercicio 146 Determinar todos los homorfismos de anillos:
(1) de Z/6Z en Z/6Z,
(11) de Z/20Z en Z/30Z,
(1) de Z/nZ en Z con n € N.
(1v) de R en R.
(V) de R en un anillo cualquiera R tal que su nicleo sea Z.
(VI) de Z/27Z en Z/2nZ si n es impar.
(Vi) de Z/27 en Z/2nZ si n es par.
(Cuantos homomorfismos de anillos unitarios existen en cada caso?

que fiz = g|z. Probar que f =g.
Ejercicio 148 Encontrar un ideal / de forma que Z[x|/I sea isomorfo, como anillo, a Z/7Z.

Ejercicio 149 Justificar, realizando la demostracién o ilustrdndolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Todo homomorfismo de anillos lleva elementos idempotentes en idempotentes.
(1I1) La suma del cuadrado de tres nimeros enteros consecutivos no es un cuadrado.
(111) Existe un isomorfismo de grupos entre (3Z,+) y (5Z,+).
(1v) Existe un isomorfismo de anillos entre (3Z,+,-) y (5Z,+,-).
(v) Existe un isomorfismo de grupos entre (Z/4Z,+) y (2Z/87Z,+).
(vI) Existe un isomorfismo de anillos entre (Z/4Z,+, )y (2Z/8Z,+,").
(vin) Existe un isomorfismo de anillos entre R y C.
(vIii) El dnico automorfismo de anillos de R en R es la identidad.
(1X) El tnico automorfismo de anillos de C en C es la identidad.
(X) Sea P(x) € Q[x]. Entonces a+ bi es una raiz de P(x) si y solo si su conjugado a — bi
es una raiz de P(x).
(X1) Sea P(x) € R[x]. Entonces a+ bi es una raiz de P(x) si y s6lo si su conjugado a — bi
es una raiz de P(x).
(x11) Sea P(x) € C[x]. Entonces a+ bi es una raiz de P(x) si y sélo si su conjugado a — bi
es una raiz de P(x).

I Ejercicio 147 Sean R un anillo cualquiera y f,g:@Q — R homomorfismos de anillos tales

Ejercicio 150 Probar que Q[v?2] = {a+bVv2 : a,b € Q} y Q[v5] = {a+bV5 : a,b € Q}

no son anillos isomorfos.
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Ejercicio 151 Leer el articulo “Orders for finite noncommutative rings” D. B. Erickson
(1966)

Ejercicio 152 Sea R un anillo, probar que existe un anillo unitario S y un monomorfismo
f:R—S.

Ejercicio 153 Sea R un anillo conmutativo y unitario con car(R) = p y p primo. Dados
a,b € R, demostrar que:
vneN, (a+b)P =a” +b".

Ejercicio 154 (Polinomios de Lagrange y Teorema chino del resto). Dado n € N, con-
sideramos 0,00, ... 0, B1,B2,...Bn € R con o; # a;j si i # j. Se pide:
(1) Empleado el Teorema chino del resto, probar que existe un polinomio P(x) € R[x] tal
que P(a;) = B; para todo j € {1,2,...,n}.
(11) Deducir que si P(x) € R[x] es otro polinomio tal que P(a;) = B; para todo j €
{1,2,...,n}, entonces existe Q(x) € R[x] de modo que

n

P(x) = P(x) + Q(x) [T(x— &)).

j=1

(111) Para cada j € {1,...,n}, hallar empleando el Algoritmo de Euclides en R[x] dos
polinomios A(x),B ( ) € R[x] tales que

Bi=Ai(0)(x— ) +Bj(x) [] (r— o).

k=LA

(1v) Con la notacién del apartado anterior, comprobar que el polinomio

B [] e +Bi) [] Gt tBa) [] )
k=1,k£1 k=1k2 k=1 kn

coincide con el polinomio interpolador de Lagrange.
(v) Empleado el Teorema chino del resto, hallar un polinomio P(x) € R[x] tal que

P(0)=—-2, P(1)=3, P(—1)=2, P(-2)=5

y gr(P(x)) > 4.
(vi) Empleado el Teorema chino del resto, hallar un polinomio P(x) € R[x] tal que

P(0)=-2, P(1)=3, P(-1)=2, P(i)=0.
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Hoja 8. Dominios y cuerpos

Se recomienda realizar los ejercicios de la Seccién I1.4.

Ejercicio 155 Consideramos el conjunto de matrices

{5 )

y f: R — Z la funcién dada por f(A) =a—b. Se pide:
(1) Demostrar que R es un anillo y f es un homorfismo de anillos.
(11) Determinar Ker(f).
(111) Probar que R/Ker(f) es isomorfo a Z.
(1v) Determinar si Ker(f) es o no un ideal primo. ;Es Ker(f) maximal?

Ejercicio 156 En el anillo Z[x] consideramos los subconjuntos:
L .
I =2Z[x] = {P(x) = Za,-x’ €Zx] : a; € 2Z}.

L ={P(x) € Z[x] : P(0)=0}.
={P(x) € Z[x] : P(0) € 2Z}.

Se pide
(1) Determinar si I}, I, e I3 son ideales de Zl[x].
(11) Determinar si I, I, e Iz son ideales maximales de Z[x].
(1) Un sistema completo de representantes de Z[x|/I, Z[x]/L y Z[x]/L.

Ejercicio 157 Encontrar:
(1) Elementos a,b y c en el anillo Z@® Z @ Z tales que ab, ac 'y bc son divisores del cero
pero que a+b+c no es un divisor del cero.
(11) Todos los divisores del cero y todas las unidades de Z®Q ® Z.
(1) Un anillo conmutativo sin divisores del cero no nulos que no sea un dominio de
integridad.
(1v) Encontrar un anillo R dos elementos a y b de R que sean divisores del cero de modo
que a+b # 0y que a+b no sea un divisor del cero.
(V) Un cuerpo de caracteristica 2 con mds de dos elementos.
(vI) Un anillo con exactamente dos ideales maximales.
(vir) Todos los ideales M maximales de Z/8Z & 7 /30Z.

Ejercicio 158 Probar que no existe un dominio de integridad con exactamente 6 elementos.
EjerCICIo 159 Supongamos que a y b son elementos de un cuerpo F de orden 8 y que
a* +ab +b* = 0. Probar que a = b = 0. ;Qué ocurre si suponemos que en lugar de ser

#F = 8 tenemos que #F = 2" con n impar?

Ejercicio 160 Si F' es un cuerpo de caracterlstlca 2 con mas de dos elementos, demostrar
que existen x,y € F tales que (x+y)> #x3 4+ 3.
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Ejercicio 161 Dar un ejemplo de un cuerpo de caracteristica 2 con infinitos elementos. Sea
F un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y tal que los elementos no nulos de F forman un
grupo ciclico para la multiplicacién. Probar que #F < oo.

Ejercicio 162 Consideramos un dominio de integridad D y f: D — N una funcién no
constante tal que f(xy) = f(x)f(y). Demostrar que si u € U(D) entonces f(u)=1.

Ejercicio 163 Consideramos el conjunto de matrices

R:{(Z _ab> :a,beZ/7Z}

Se considera en R la suma y el producto habitual en Mat,.,(Z/77Z). Probar que R es un
anillo conmutativo. ;Cudntos elementos hay en R?;Es R un dominio de integridad?;Es R un
cuerpo?;Se satisfacen las mismas propiedades si reemplazamos Z/7Z por Z/57?

Ejercicio 164 Justificar, realizando la demostracién o ilustrdndolo con un contragjemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.

(1) Los ideales maximales de Z/36Z son (2) y (3).

(11) El ideal (x+a) es maximal de R[x] para todo a € R.

(1) Todo ideal maximal de R[x] es de la forma (x+a) con a € R.

(1v) El anillo ¢'([—1,1],R) de las funciones continuas f: [—1,1] = R es un dominio.

(V) Se cumple que O es el Unico elemento nilpotente de un dominio de integridad.

(VI) Supongamos que R y S son anillos conmutativos y unitarios. Sea f: R — S un homo-
morfismo de anillos sobreyectivo y sea I un ideal de S. Si / es primo en S, entonces
f~1(I) es primo en R.

(vIiI) Supongamos que R y S son anillos conmutativos y unitarios. Sea f: R — S un ho-
momorfismo de anillos y sea I un ideal de S. Si I es primo en S, entonces f~!(I) es
primo en R.

(viir) Supongamos que R y S son anillos conmutativos y unitarios. Sea f : R — S un homo-
morfismo de anillos sobreyectivo y sea / un ideal de S. Si / es maximal en S entonces
f~'(I) es maximal en R.

(IX) Supongamos que R y S son anillos conmutativos y unitarios. Sea f: R — S un homo-
morfismo de anillos y sea 7 un ideal de S. Si 7 es maximal en S entonces f!(I) es
maximal en R.

(X) Los tnicos ideales de un cuerpo F son {Or} y F.

(X1) Las fraciones racionales R(x) y las series de potencias formales R][x]] son anillos
isomorfos.

(x1) El ideal I ={(3x,y) : x,y € Z} es un ideal maximal de Z ® Z.

(x111) Dado F un cuerpo con 27 elementos, entonces para todo a € F, 5a = —a.

(x1v) Todo cuerpo es isomorfo, como anillo, a su cuerpo de fracciones.

(XV) Sea R un anillo conmutativo y unitario con #R = 30. Si [ es un ideal de R con #/ = 10,
entonces / es maximal.

(Xv1) Sea ¥ =% (R,R) el anillo de las funciones continuas de R en R. Entonces el conjunto
I={f€% : f(0)=0} es un ideal maximal.

Ejercicio 165 Probar que (x*>+x+ 1) es maximal en R[x] y deducir que R[x]/(x* +x+1)
es un cuerpo.
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Ejercicio 166 Probar que I/ = (24 2i) no es un ideal primo de Z[i] ;Cuéntos elementos hay
en Z[i]/I? (cudl es la caracteristica de Z[i]/I?

Ejercicio 167 Sea R un anillo unitario tal que > =
conmutativo. Sea I un ideal primo, probar que #(R/I) = 2.

= a para todo a € R. Probar que R es

Ejercicio 168 Calcular los cuerpos de fracciones de Zx|, (Z/37Z)[x] y Z][i].

Ejercicio 169 (Endomorfismo de Frobenius). Sea R un anillo conmutativo y unitario con
caracteristica p con p primo. Probar que:

(1) F:R— R dado por F(x) =x” es un homorfismo de anillos, que denominamos endo-
morfismo de Frobenius.

(Ir) Probar que F no es en general un automorfismo.

(1) Probar que si R no tiene elementos nilpotentes, entonces F es monomorfismo

tamos por D|[x]] el conjunto de las series de potencias formales con coeficientes en D y
consideramos la suma y el producto de series de potencias definidos por:

Zakx —l—Zbkx Z ak—l-bk)
k=0
[ee] (o] f=] k
<Z akxk> . (Z bkxk) — chxk, k= Zajbk_j.
k=0 k=0 k=0

j=0
Probar que:
(1) (D[[x]],+,-) es un dominio de integridad.
(11) Las unidades de D[[x]] son las series de potencias Y, a;x* con ag € U(D).

(111) Calcular el inverso de (1+x) en Z[[x]].

Ejercicio 171 (Subcuerpo). Dado (F,+,-) un cuerpo, decimos que un subconjunto no
vacio L C F es un subcuerpo de F si las restricciones de las operaciones internas —+|. s y
‘|z dotan L de estructura de cuerpo. Demostrar que L es un cuerpo de F si y solo si L es
no vacio y se satisfacen las siguientes propiedades:
(SCI) si a €L, entonces —a € L.
(SCII) si a,b €L, entonces a+b € L.
(SCIII) si a,b € L, entonces a-b € L.
(SCIV) sia€ Ly a#0, entonces a—' € L.
Demostrar que si L es un subcuerpo de F, entonces (F,+) es un espacio vectorial sobre L.

| Ejercicio 170 (Series de potencias formales). Sea D un dominio de integridad, represen-

G90 - Estructuras Algebraicas - UC



34

Hoja 9. Dominios de factorizacion Gnica, dominios de ideales principa-
les y dominios euclideos. Anillos de Polinomios

Se recomienda realizar los ejercicios de las Secciones I1.5 y I1.6.

Ejercicio 172 Consideramos el homomorfismo de evaluacién @ : Z[x] — Z definido por
®(P(x)) = e1(P(x)) = P(1). Encontrar un polinomio Q(x) € Z[x] tal que Ker(®) = (Q(x)).
(Existe una tnica posibilidad para Q(x)? ;A qué anillo es isomorfo Z[x]/Ker(P)?

Repetir el ejercicio sustituyendo Z por Q.

Ejercicio 173 Se considera el ideal I = (6,x — 1) en Z[x]. Dar un sistema completo de
representantes para las clases de Z[x]/I. Dar un ideal maximal de Z[x] que contenga a I.

Ejercicio 174 Encontrar:
(1) Un ejemplo de un cuerpo que contenga estrictamente a los nimeros complejos C.
(1) Un cuerpo con 25 elementos.
(1m1) Un cuerpo con 27 elementos.
(1v) El valor de P(3) donde P(x) = x?** +3x'"" +-3x% + 1 es un polinomio de (Z/5Z)]x].
(v) Un D.FU. D donde no se satisfaga la Identidead de Bezout, es decir, que existan
a,b € D tales que para todos x,y € D las combinaciones ax -+ by no representen nunca
un maximo comun divisor de a y b.
(V) Un polinomio P(x) € Q[x] tal que x>+ 1|P(x) y x> + 1|(P(x) —1).
(vir) Un polinomio P(x) € (Z/27)[x] tal que x>+ 1|P(x) y x> + 1|(P(x) +1).

y unitario. Dado un polinomio P(x) = Y jaxx' € R[x| definimos la funcién polinomial
asociada a P por
fp: R — R
o — Pla)

Se pide:
(1) Probar que los polinomios P(x) = x*+x y Q(x) = x> +x en (Z/37Z)[x] determinan la
misma funcién de (Z/3Z) en (Z/3Z), es decir, fp = fo.
(11) Encontrar dos polinomios cubicos distintos en Z/27Z[x] que determinen la misma
funcién polinomial de (Z/27Z) en (Z/27).
(111) Sean P(x),Q(x) € Z[x] polinomios ciibicos tales que fp(ot) = fo(a) para cuatro valores
distintos de & € Z. Probar que P(x) = Q(x).
(1v) Sea F un cuerpo infinito y P(x) € F[x] un polinomio. Suponemos que fp(a) =0 para
un nimero infinito de elementos o € F, probar que P(x) = 0.
(V) Sea F un cuerpo infinito y P(x),Q(x) € F[x] polinomios. Suponemos que para un
nimero infinito de o € F se tiene que fp(at) = fo(at), probar que P(x) = Q(x).
(V) Sea P(x) un polinomio no constante de Z[x|, probar que fp(ct) toma infinitos valores

Ejercicio 175 (Polinomios vs funciones pollnomlcas) Sea (R,+,-) un anillo conmutativo
en Z.
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Ejercicio 176 Se pide:
(1) Probar que P(x) = x> +x+4 es irreducible en (Z/11Z)[x].
(11) Escribir P(x) = x> +6 como producto de irreducibles en (Z/77Z)[x].
(111) Escribir P(x) = x3 +x* +x+ 1 como producto de irreducibles en (Z/27)[x].
(1v) Demostrar que P(x) = x*+ 1 es reducible en (Z/pZ)[x] para todo p primo.
En cada caso, determinar, si es posible, cuatro polinomios diferentes asociados a P(x).

Ejercicio 177 Sea F un cuerpo. Se pide:
(1) Dado P(x) = Y{_,a;x* € F[x]. Probar que (x—1)|P(x) si y solamente si ¥7_qa; = 0.
(11) Probar que para todo cuerpo F hay infinitos elementos irreducibles en F[x|.

(1) Demostrar que el conjunto

n n

I:{P(x):l;)akxkEF[x] : neNykZbak:O}.

es un ideal de F[x] y encontrar un generador de I.
(1v) Demostrar que
I={P(x) € F[x] : P(a) =0 para todo a € F}

es un ideal en F[x]. Probar que / es infinito si F es finito y que / = {0} si F es infinito.
Cuando F es finito, encontrar un polinomio ménico Q(x) tal que 7 = (Q(x)).

(V) Probar que existen a,b € F con la propiedad: (x*>+x+ 1)|(x* +ax+b).

(vI) Denotamos por F(x) al cuerpo de fracciones de F[x]. Probar que no hay ningin
elemento en F(x) cuyo cuadrado sea x.

Ejercicio 178 Dados R y S dos anillos conmutativos y unitarios. Se pide:
(1) Dado I un ideal de un anillo R, probar que I[x], los polinomios con coeficientes en I,
es ideal de Rl[x].
(11) Probar que si I es un ideal primo de R, entonces /[x| es un ideal primo de R|[x].
(1r1) Dar un ejemplo de un anillo conmutativo y unitario R y un ideal maximal / de R de
forma que /[x] no sea ideal maximal de R[x].
(1v) Probar que P(x) = Y7_,arx* es unidad en R[x] si y solo si ap es unidad en R y a; es
nilpotente para 1 < k < n.
(V) Dado f un homomorfismo de anillos f: R — S definimos f: R[x] — S[x] por

n n
FOY ax) =Y flan)x".
k=0 k=0
Probar que f es un homomorfismo de anillos. Deducir que si R y S son isomorfos
entonces R[x] y S[x] son también isomorfos.

Ejercicio 179 En (Z/3Z)[x] consideramos los polinomios
Px)=x+x*+x+1 y Q) =x*+x+2x+x+1

y el ideal I = (P(x),0Q(x)).
(1) Encontrar un polinomio D(x) € (Z/37Z)[x| tal que I = (D(x)).
(11) Probar que (Z/37Z)[x]|/I es un cuerpo.
(1) ;Cuantos elementos tiene?
(1v) (Cudl es el inverso de x+1?
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Ejercicio 180 (Identidad de Bezout). Sea D un D.I.P., a,b € D y sea d € D un maximo
comun divisor de a y b. Demostrar que existen elementos x,y € D tales que ax -+ by = d.
Calcular un maximo comun divisor y escribir la identidad de Bezout correspondiente en los
siguientes casos:

(1) Para A(x) =x*>+x—6y B(x) =x*>—1 en Q[x].

(11) Para A(x) = x* 4+ 6x> +4x% +6x+3 y B(x) = 6x° +3x% + 6x+3 en Q[x].
(1) Para a=4+22iy b=17+i en Z[i].
(1v) Para a = —2398+642i y b =318+ 2462i en Z][i].

(V) Para Py (x) =x" 4"+ Lo+ 1y Py(x) =x"+2" 1+~ +x+1 en F[x]
donde n € Ny F es un cuerpo.

Ejercicio 181 Sea F un cuerpo, P(x),Q(x) € F[x], I = (P(x)) y A = F[x]/I. Estudiar si A es
0 no un cuerpo, determinar cudntos elementos tiene y, si es posible, calcular el inverso de
O(x)+1 en los siguientes casos:

(1) Para F =Z/57, P(x) =x>+x+2y Q(x) =2x+3

(1) Para F =Z/37, P(x) = x> +x+1y Q(x) = 2x+3.

B+2x+1y Qx)=x*+x+1.

(1v) Para F =7Z/5Z, P(x) = x> +3x+2y Q(x) = x> + 1.

(x)
(x)
(1) Para F =7Z/37, P(x)
(x)
(%)

(V) Para F =Z/27, P(x) =x*+x+1y Q(x) =x+1.

Ejercicio 182 Empleando las propiedades del Ejercicio 11.5.42, se pide:
(1) Probar que 1—iy 3 son irreducibles en Z[i].
(11) Probar que 2 y 5 no son irreducibles en Z[i].

(111) Dado p € Z primo tal que p = a®>+b* con a,b € 7, demostrar que a -+ bi es irreducible
en Zl[i].

(1v) Dar tres ejemplos de primos que satisfacen la propiedad anterior y determinar sus
correspondientes irreducibles.

(V) Demostrar que 21 no factoriza de forma dnica como producto de irreducibles en

Z[iV53).

Ejercicio 183 Comprobar que 3x” +4x + 3 factoriza en Z/5Z[x] como (3x+2)(x+4) y
como (4x+ 1)(2x+ 3) (Contradice esto el hecho de que F[x] sea un D.F.U. cuando F es
cuerpo?

Ejercicio 184 Escribir la lista de polinomios irreducibles y ménicos en Z/3Z[x| de grado
menor o igual que 2. (Es P(x) = x> +x* +x3 +2x2 +x+2 irreducible en Z/3Z[x] ?

Ejercicio 185 Leer el articulo “Divisibility properties of integral functions” O. Helemer
(1940)
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Ejercicio 186 Justificar, realizando la demostracion o ilustrandolo con un contraejemplo, si
las afirmaciones siguientes, consideradas de forma independiente, son ciertas o falsas.
(1) Sea D un D.LP. y p un elemento irreducible de D, entonces D/(p) es un cuerpo.
(11) Sea D un D.LP, entonces D[x] es un D.L.P.
(1) Sea D un D.IP e I C D un ideal, entonces D/I es un D.LP.
(1v) Para todo p € N primo Z[x]/(p,x) ~ Z/pZ.
(V) Sean P(x),Q(x) € R[x] dos polinomios tales que (P(x),Q(x)) = R[x], entonces se
cumple que (P(x)+ Q(x), P(x)Q(x)) = R[x].
(V1) Sea P(x) € Z[x] un polinomio tal que P(0) = P(1) =1(mdbd2), entonces P(x) no tiene
rafces enteras.

Ejercicio 187 Sea F un cuerpo y o € F. Probar que:

(1) Fix]/(x—a)~F.

(11) (x) es un ideal primo de Fl[x,y] que no es maximal.
(1) F[x,y] es un dominio de integridad que no es un D.L.P.

Ejercicio 188 Empleando las propiedades del Ejercicio 11.5.43 cuando sea necesario, se pide:
(1) Probar que si - € U(Z[v2]), entonces o y B son unidades.
(11) Probar que U(Z[v2]) = {£(1++2)" : n€ Z}.

(1r1) Comprobar que en Z[v/2] se cumple que

(5+v2)2—V2) = (11 -7V2)(2+V2).
;Se puede deducir de esta igualdad que Z[v/2] no es un D.E.U.?

Ejercicio 189 (Anillos Noetherianos). Sea R un anillo conmutativo y unitario decimos
que satisface la condici6n la cadena ascendente dada ideales si cada sucesién {I};_, de
ideales de R creciente, es decir, Iy C Iy para todo k € N> es estacionaria: existe kg € N>
tal que I = Iy, para todo k > ko. Un anillo R conmutativo y unitario con la propiedad de la
cadena ascendente dada ideales se dice que es noetheriano.
(1) Probar que R/I es noetheriano, si R es un anillo noetheriano e / es un ideal de R.
(1I1) Sea R un anillo conmutativo y unitario decimos que un ideal / de R estd finita-
mente generado si existe un conjunto finito de elementos aj,as,...a, € I tal que
I =(aj,a,...a,). Sea D un dominio de integridad, demostrar que:
D es noetheriano si y s6lo si todo ideal de D esta finitamente generado.

Ejercicio 190 Sea D un dominio, consideramos D[[x]] el dominio de series formales de
potencias (ver Ejercicio 170).
(1) Probar que dado f = Y5 qaix* € D[[x]] si ao es irreducible en D, entonces f es
irreducible en D[[x]].
(11) Sea F un cuerpo. Probar que F[[x]] (Ver Ejercicio 170) es un dominio euclideo para la
aplicacién definida para todo f = Y5 a;x* € F[[x]]\{0} por

O0(f)=min{k e N : g4 #0}.

Determinar todos los ideales de F[[x]].
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