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MOTIVACION

Un fabricante elabora dos productos en dos plantas
industriales. Durante la fabricacion, se producen tres
contaminantes: dioxido de azufre, oxido nitrico y otras
particulas en suspension. La matriz de cantidades representa
las cantidades en kilogramos de de cada contaminante
(columnas) para los dos productos (filas).
Los reglamentos nacionales exigen la eliminacion de estos
contaminantes. La matriz de precios da el precio diario (€)
para deshacerse de cada kilogramo de contaminante (filas) en

cada planta (columnas).

8 12
i — ( 300 100 150 Precios = 79
Cantidades = (200 50 400) = ( 4 10)
¢Cuanto hay que invertir para eliminar los contaminantes de

cada producto en cada planta?
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RESENA HISTORICA

“Cuadrado magico” de la literatura china James Joseph Sylvester (1814-1897)
(~650a.C.) fue el primero en introducir el término “matriz”
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Introduccién

¢ QUE ES UNA MATRIZ?

Una matriz es una ordenacion rectangular de elementos dispuestos en filas y columnas

aii ai2 e ain

a21 a22 e a2n
A={a;;} =

aAml Qam2 *** Q(mn

Una matriz A con m filas y n columnas se denota como A, xn Y se dice que es de orden
m X n. Su dimension es igual al nimero de elementos que contiene: m x n

Ejemplos:

1

1 2 3
Az><3=(4 5 6) Azx2 = |3
5

orden 2 x 3, dimensién 6

(=B V)

orden 3 x 2, dimension 6

\A:u 23; 45 6]\
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Introduccién

TIPOS DE MATRICES

Atendiendo a su orden:
@ Matriz rectangular: m # n

@ Matriz fila o vector fila:m = 1. Ej.: (1 2 3) a=[1l 2 3]

1
@ Matriz columna o vector columna: n = 1. Ej.:| 2 b=[1 2 3]’

1 2
3 4

@ Matriz cuadrada: m = n. Ej.; Axyo = 45 = ( ) ‘A=[1 2; 3 4] ‘

Atendiendo a sus elementos:

@ Matriznula: a;; =0, Vi € [1,m],j € [1,n] \B=Zeros (m, n) \
@ Matrizreal: a;; € R, Vi € [1,m],j € [1,n]

@ Matriz compleja: a;; € C, Vi € [1,m],j € [1,n]
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Introduccién

TIPOS DE MATRICES

Matrices cuadradas

n rojo: diagonal principal

. . 20 0
@ Matriz diagonal (3(7) 0 ) -
1 H . .
0 nos en la diagonal principal

3

@ Matriz identidad I5 = ( 1
@ Matriz triangular superior (
2

4

3

@ Matriz triangular inferior (

. . . . 010
@ Matriz estrictamente triangular (superior) (8 0 3)
. . Ly . . . 513
@ Matriz simétrica a;; = aj;, Vi # j (%, 8 3)
. . . ’ . . . 0 1 _3
@ Matriz antisimétrica a;; = —a;; Vi # j,a:;; =0 -1 0 2
3 -2 0

En las matrices cuadradas, se llama traza a la suma de los elementos de la diagonal principal.

1 2
3 4
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Operaciones con matrices

OPERACIONES BASICAS CON MATRICES

Sean A y B matrices del mismo orden

@ Ay Bsoniguales siy solo sia;; = b;j, Vi€ [1,m],j € [1,n]

5 1 5 1
( 4 —2) = ( 4 —2)
-1 3 -1 3

@ A+t B=C<%&c; =a;; b, Vie[l,m],j € [1,n]

(32)+(22)=(2)

@ aescalar € R = aA = {aa;;}, Vi€ [1,m],j € [1,n]
5 1 —20 —4
—4< 4 —2): (—16 8 >
-1 3 4 —12
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Operaciones con matrices

SUMA DE MATRICES

Sean A, B, C, O € M,,,.» (matrices de cualquier orden, pero todas del
mismo)

Propiedades:

@ Conmutativa
A+B=B+ A

@ Asociativa
A+(B+C)=(A+B)+C

@ Elemento neutro
A4+O =0+ A = A, O eslamatriz cuyos elementos son todos 0 (matriz cero
0 matriz nula)

@ Elemento opuesto
A+ (-A)=0
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Operaciones con matrices

PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ

Seano,B €ERY A, B € Myzn
Propiedades:

@ Conmutativa
aA = Ax

@ Asociativa respecto del producto por escalares

(aB)A = a(BA)

@ Distributiva respecto de la suma de matrices
a(A+ B) =aA+ aB

@ Distributiva respecto de la suma de escalares
A(a+ B) = Aa+ AB
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Operaciones con matrices

EJERCICIO

Resolucion de una ecuacion matricial.

Hallar X en la ecuacién 3X 4+ A = B, donde:
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Operaciones con matrices

PRODUCTO DE MATRICES

Para que dos matrices A y B se puedan multiplicar (en la forma AB), el nimero
de columnas de A tiene que coincidir con el de filas de B. En estas
circunstancias, se define el producto AB como otra matriz C que tiene tantas filas
como Ay columnas como B

(m xn)-(nxp)=(mxp)
—— N—— ——
ordende A ordende B orden de C

Los elementos de C se calculan del siguiente modo:

AB =C = {c;j} : ¢ = Zaikbkjs Vi€ [1,m],j € [1,p]
k=1

Ejemplo:
10 A3 (1)1 (— 043241 _
(82 2)(222) = (0ar 00T =2 oot oat Ca) = (50 5%)

A=[2 3 1;0 -1 -2]
B=[1 0; -1 2;-2 3]
AxB
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Operaciones con matrices

PRODUCTO DE MATRICES

Sean A, B,C € Mzn
Propiedades (I):

@ Asociativa del producto
A(BC) = (AB)C

@ Distributiva respecto de la suma de matrices
A(B+C)=AB + AC
(B+C)A=BA+CA

@ El producto de matrices no siempre es conmutativo. De hecho, en
general, AB # BA

Ejemplo: Calcula ABy B A para las siguientes matrices:

A=(31) B=(33)
Cuando dos matrices verifican que AB = B A, se dicen conmutativas.
Si verifican que AB = —B A, se dicen anticonmutativas.
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PRODUCTO DE MATRICES
Sean A, B,C € Myzn
Propiedades (Il):
@ El producto de matrices tiene divisores de 0.
Engenera,l AB=0 <+ A=0y/oB =0
Ejemplo: Calcula A B para las siguientes matrices:
A=(i1) B=(3"77)
@ El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion.
Engeneral, AB = AC & B =C

Ejemplo: Calcula AB y AC para las siguientes matrices:

A=(11) B=(3*?) c=(%7")
@ Parala matriz identidad, Amxnln = Amxn  ImAmxn = Amxn
100
(592)(319) = (33D (39) (331D = (232)
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Operaciones con matrices

PRODUCTO DE MATRICES

Sean A, B, C € M,,,, (matrices cuadradas)

Propiedades:

@ El producto de dos matrices triangulares, ambas superiores o inferiores, es
otra matriz triangular superior o inferior

(121)(211) (2210) (100)(200) (200)
030 004 = 0012 120 300 = 8 00
001 001 00 1 233 121 16 6 3
@ El producto de dos matrices diagonales es otra matriz diagonal

100 300 300
020 020 | = | 040 | «<— las matrices diagonales conmutan entre si
003 001 003

@ Para la matriz identidad, se verifica A,,I,, = I, A, = A

@ Potencia de una matriz cuadrada

AF = AA... AA Por convenio: A? =T
—_
k veces
Matriz periodica A* = A Caso particular: A2 = A matriz idempotente
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Matriz traspuesta

MATRIZ TRASPUESTA

Dada una matriz cualquiera A, se llama traspuesta (A?) a la matriz que
resulta de cambiar ordenadamente las filas por las columnas.

_ (123 t_14) A=[1 2 3; 45 6
A=(333)—~A —<§(5; A_[A, ]
A:(%)—)At:(123) £

3 Att=A"

Propiedades:

o (A=A

(AA)t = XAt VA ER,A#0

(A+ B)t = At + Bt

(AB)t = Bt At
@ A simétrica < A = At
@ A antisimétrica & —A = At

Algebra Lineal y Geometria Matrices y Determinantes

15/46



Matriz traspuesta

EJERCICIO

Haciendo uso de las propiedades de la matriz traspuesta, demuestra
que (ABC)t = C*B* At y comprueba que se cumple para las
siguientes matrices:

'S
I
—

10
B
21>

Il
N

30) C:<—1 1)
0 1 0 2
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Matriz traspuesta

MATRIZ TRASPUESTA

@ Dada una matriz cuadrada A, A + A? es una matriz simétrica.

@ Dada una matriz cuadrada A, A — At es una matriz antisimétrica.

© Toda matriz cuadrada A se puede expresar como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica.

© Dada una matriz cualquiera A, AAty A* A son matrices simétricas.

Ejercicio:
@ Demuestra los cuatro teoremas anteriores
@ Expresa la matriz ( % 3 ) como suma de una matriz simétrica y otra
antisimétrica

© Halla una matriz simétrica a partir de <:f; _gl)
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Determinantes

DETERMINANTES

A toda matriz cuadrada A se le puede asociar un nimero llamado
determinante.
. . a a
El determinante de la matriz: A = |~ % “*?
az1 Q22
viene dado por: det(A) = |A| = a11Qa22 — Q21012

A=[2 3;4 1]
1 det (B)
El determinante de una matriz puede ser positivo, cero o negativo.

2
Ejemplo: 4 = —10

Calculo del determinante:
Dependiendo del orden y estructura de la matriz, se emplean distintos
métodos:

@ Método de Sarrus
@ Método de los adjuntos

@ Método de los pivotes
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Determinantes

DETERMINANTES: METODO DE SARRUS

Suele emplearse para el célculo de determinantes de orden dos o tres.

a. b ¢ a b ¢
die f |=vlaed v [l d e f|=+[aeil+dhe + bfyg
g hi] . - - I
g [ - .

a bic a b ¢

e f|=+agei+dhc+ d e f|=+aei|+dhc+bfg
g h i _ - - g h i| _ gec - dbi -
a ‘b c a b ¢
d e f|z+agei +dhc+ b-f-g' d e f =+aei + dhc +bfg
g h i] _ - - g9 h Tl _gec-dbi-hfa

Ejercicio: Calcula los siguientes determinantes

2 -1 1
2 -3

0 1 -2
1 1

-2 0 3
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Determinantes

DETERMINANTES: METODO DE LOS ADJUNTOS (O COFACTORES)

Suele emplearse para el calculo de determinantes de orden superior a tres.

Menor: Dada una matriz cuadrada A de orden n, se llama menor m;; (0 menor
complementario) del elemento a;; al determinante de orden n — 1 que resulta de
suprimir la fila ¢ y la columna j en A.

El cofactor o adjunto (del elemento a;;) viene dado por A;; = (—1)*tim,;

La matriz de cofactores de A, cof(A), es la matriz que resulta de sustituir cada
elemento por su cofactor A;;: cof (A) = {A;;}

A partir de estas definiciones se puede calcular el determinante de orden n como la
suma de los productos de los elementos de una fila o columna por sus
respectivos cofactores.

n

det(A) = |A| = Z a1jA1j = a11A411 + a12A12 + .. + a1, A1y, por la 12 fila de A.

=1
n

det(A) = |A| = Z a;1A1 = a11A11 + a21A21 + ... + an1Agi porla 12 col. de A.

=1
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DETERMINANTES: METODO DE LOS ADJUNTOS (O COFACTORES)

Suele realizarse el desarrollo por la fila 0 columna con mayor nimero de ceros.

Ejemplo:

desarrollo por fila desarrollo por columna

oS 23 . ER g2 0oz 32 3z
b2 L bl RETIEIE R
F2 1 4 2 1 4

= 04234 - D]+ G[EM - ()] = MO - =22 ]+ G0 - @]+ 4@ - )]
= 20124+ 2+ 503 +4) = (DO+N+5G+N+4E-0)

=204 +5(7) = (D + 37 +4(8)

=28+35 =4+35+24

=63 =83

Ejercicio: Calcula el siguiente determinante:

1 0 2 0
1 2 0 1
-1 1 4 -1
3 -1 -3 -2
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Determinantes

DETERMINANTES: METODO DE LOS PIVOTES (O METODO DE CHIO)

Si a los elementos de una fila o columna se suman los correspondientes de otras
paralelas multiplicados por un nimero, el valor del determinante no varia.

Basandonos en esta propiedad, podemos ir operando para obtener un determinante
igual en el que todos los elementos salvo uno de una fila o columna sean nulos. A
partir de ahi, se puede aplicar facilmente el método de los adjuntos.

Ejercicio: Calcula el siguiente determinante:

1 21 2 1
0 0 1 1 1
1 1.0 0O
0O 0 1 1 2
1 2 2 1 1
Pista: Primera operacion F3 — F3 — Fy Notacién: Fz 1 (—1)

Segunda operacién Fs — Fs — F1  Notacion: Fs 1 (—1)
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Determinantes

DETERMINANTES: OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS

OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS
Sean A y B matrices cuadradas:

@ Si B se obtiene de A intercambiando dos filas de A: |B| = —|A|
@ Si B se obtiene de A sumando un multiplo de una fila de A a otra fila de A:
|B| = |Al
@ Si B se obtiene de A multiplicando una fila de A por una constante A # 0:
|B| = AlA] )
Ejercicio:

Calcular el siguiente determinante utilizando operaciones elementales:

2 -3 10
1 2 =2
0o 1 -3
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Determinantes

DETERMINANTES: PROPIEDADES

@ Sitodos los elementos de una fila o columna son nulos, el determinante es
nulo.

@ Si hay dos filas o columnas iguales, el determinante es nulo.

@ Siuna fila o columna es combinacién lineal de las demas, el determinante es
nulo.

@ El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos
de la diagonal.

@ Determinante del producto de matrices: |AB| = | A||B]|

@ Determinante de un multiplo escalar de una matriz:
[AA| = A™|A|, donde n es el orden de la matriz A, A € R, A # 0

@ Determinante de la traspuesta: |At| = |A|
. . 1 o
@ Determinante de la inversa: |A=1| = —, donde A~ es la matriz inversa

|A]
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Determinantes

DETERMINANTES: APLICACIONES

@ El area de un paralelogramo en R? es igual al valor absoluto del
determinante de la matriz cuyas columnas (o filas, pues |A| = |A?|)
son las componentes de los vectores que lo determinan.

El area del paralelogramo definido por los vectores 1, ¥ es:

P u v
Area= | |aw| |=| | © *

| @ = OU siendo U el extremo de @ y O el origen.
¥ = OV siendo V el extremo de & y O el origen.

@ El volumen de un paralelepipedo en R3 es igual al valor absoluto del
determinante de la matriz cuyas columnas (o filas) son las

componentes de los vectores que lo determinan.
El volumen del paralelepipedo definido por los vectores @, U, W es:
ul V1 w4

Volumen= | |G0W| |=| [us v2 wal | = OU siendo U el extremo de 4.
= OV siendo V el extremo de .

Uz vz wWs OW siendo W el extremo de .

ISR

Si se tomara el origen en A y los vértices adyacentesen U y V (W), usariamos:
@=AU T=AV & =AW
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Matriz inversa

MATRIZ INVERSA

Dada una matriz cuadrada A, decimos que tiene inversa A~1 si

AA'=A"A=1

En ese caso decimos que A es invertible, regular, no singular.
Propiedades:

@ Si A es una matriz invertible, su inversa es Unica.

o (A ) =24

@ (AB)"'=B"1A41!

@ (A\A) L= %A‘l, VAER,A#0

) (At)—l — (A—l)t

@ Propiedades de cancelacién. Sea C una matriz invertible:

@ Si AC = BC, entonces A = B
@ SiCA =CB,entonces A =B
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Matriz inversa

EJERCICIO

Demostrar que si A, By C son matrices cuadradasy ABC = I,
entonces B es invertibley B! = C A.
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Matriz inversa

CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA

Matriz adjunta: Dada una matriz cualquiera A, se llama adjunta adj(A) a

la matriz traspuesta de la matriz de cofactores: adj(A) = (cof(A))*
Nota: (cof(A))* = cof (A?)

Ejemplo:

0
5

2
0

3 0 0
0o 5 T la
0o 2 1 2
“lo s 4 5
o 2 1
3 0 “lo
15 0
adj(A) = 0 -3
<—12 )

—6
(o]
3

0 3
4 0
1 (8]
4 0
1 0]
0 3

)

A partir de la matriz adjunta se calcula la inversa como:

A7l =

adj(A)
|A]

A tiene inversa sii |[A| # 0

A=[1 0 2;

inv (A)

0 3 0; 40 5]
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Matriz inversa

EJERCICIO

Ejercicio:
Calcula la inversa de la siguiente matriz y comprueba el resultado:

1 -1 -3
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Matriz inversa

MATRICES ORTOGONALES

Una matriz cuadrada A es ortogonal si:

|AAt = AtA =

Ejemplo: ( cos 0 —sen 9)

sen 6 cos 0

Propiedades:

@ Lainversa de una matriz ortogonal es su traspuesta y es

ortogonal también.
@ El determinante de una matriz ortogonal es 1 o -1.

@ El producto de matrices ortogonales es ortogonal.

Ejercicio: Demuestra las tres propiedades anteriores.
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Matrices elementales

MATRICES ELEMENTALES

Se llama matriz elemental a una matriz cuadrada que resulta de efectuar
una operacion elemental sobre una fila o columna en la matriz identidad.

OPERACIONES ELEMENTALES

@ Cambiar entre si dos filas o columnas.
@ Multiplicar una fila o columna por un nimero real k # 0.

@ Sumar a una fila o columna, otra fila o columna multiplicada por un
ndmero real k # 0.

Ejemplos de matrices elementales:

Fio 100\ F2(—3) /1 0 0 100\ F3,2(2) /1
10 ’ 01 010 — 0-30 010 — 0
(01)4)(10) (001) 001 001 0

Representaremos las matrices elementales con la letra E.

0
1
2

0
0]
1
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Matrices elementales

MATRICES ELEMENTALES

OPERACIONES ELEMENTALES INVERSAS

Son aquellas que anulan la accién de una operacién elemental.

Operacion elemental Operacion elemental inversa
Cambiar la fila < por la 5 Cambiar la fila 7 por la i
Multiplicar una fila por k # 0 Multiplicar una fila por %, k#0
Sumar a la fila ¢, la 7 mutiplicada por k 7 0 | Sumar a la fila 4, la j mutiplicada por —k # 0
Ejemplos:
100\ F1,3 /001 100\ F2(2) /100 = (913 F2,3(73)<10 )
_ ’ _ I = — E I=(o010 — 01 -3
r=(332) = (233) == (§89) =5 (35%) (52¢) 01
F. Fo(1 Fy 3(3)
=(330) ™ (338) =1 m=(333) TF(E28) =1 m= (1) Y (338)
100 001 001 001 00 1 001
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Matrices elementales

MATRICES ELEMENTALES

Cuando aplicamos una operacion elemental sobre I, obtenemos una
matriz elemental E. Cuando aplicamos una operacion elemental inversa
sobre I, obtenemos la inversa de E, es decir, E— . Por tanto, toda matriz
elemental F tiene inversa, que es también una matriz elemental.

Ejercicio:
Dadas las matrices elementales 3 x 3 que se obtienen de realizar las operaciones
elementales F} 5, F»(2) y F>,5(—3), halla sus matrices inversas.
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MATRICES ELEMENTALES

Si en una matriz A efectuamos una operacion elemental por filas, la matriz
que obtenemos es E A, donde FE es la matriz elemental resultante de
efectuar la misma operacién elemental (sobre la matriz identidad).

Ejemplo:

2
Partimos de la matriz A = <1
3
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Matrices elementales

MATRICES ELEMENTALES

Ejercicio:

Dada la matriz A = (§ 3')
@ halla las matrices elementales tales que ExFE1 A =1
@ halla las matrices elementales inversas de E; y E,
@ escribe A como producto de matrices elementales.

@ escribe A~ como producto de matrices elementales.
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Matrices elementales

MATRICES EQUIVALENTES

Si partiendo de una matriz A podemos llegar a otra B mediante
operaciones elementales (por filas) y también podemos volver a A desde B
realizando las operaciones elementales inversas en orden inverso, Ay B
son equivalentes (por filas).

EwE_,---E2E;A=B & A=E;'E;'---E; ' E;'B

Ejercicio:
Demuestra que las matrices A y B son equivalentes por filas:
2 0 —1 12 3
A=<12 3) B:(2071)
5 -2 1 4 —4 —2

Pista: Aplicale a A las operaciones elementales Fy 2 y F3 1(—1)
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Matrices elementales

CALCULO DE LA INVERSA MEDIANTE MATRICES ELEMENTALES

Si una matriz cuadrada A es equivalente (por filas) a I, entonces existe A1,
Las operaciones elementales que nos sirven para convertir una matriz cuadrada A
en I, efectuadas sobre I, nos dan A—1.

E.Ey ,---E;E.A=1, > ExE;_,---E;E I, = A~?

P -1
Método de Gauss-Jordan| (A [I) = = — .= —= = (I|A™)
operaciones elementales por filas

Ejercicio:
Calcula, mediante operaciones elementales, la inversa de la siguiente matriz y comprueba el

resultado. 111
A=(0 10)
1 01

—111|100

Procedimiento: Comienza formando la matriz (A|I),enestecaso [ o 10|o10 |.A partir
1 01/001

de ahi, aplica las operaciones elementales necesarias (en este caso, F1(—1), F3,1(—1),
F3,2(—1), Fs(%), F1,5(1), F1 2(1)). Acabarés llegando a la matriz (I|A~1)
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Formas escalonada y reducida

FORMAS ESCALONADA Y REDUCIDA DE UNA MATRIZ

FORMA ESCALONADA

Se llama forma escalonada por filas de una matriz A a la matriz que se
obtiene a partir de A mediante operaciones elementales y que verifica:

@ Si tiene filas cuyos elementos son todos nulos, estén en las filas
inferiores.

@ El primer elemento distinto de cero de una fila (empezando por la
izquierda) se llama pivote, y a su columna, columna pivotal.

@ Dadas dos filas sucesivas, el pivote de la segunda fila estd mas a la
derecha que el de la primera.

Ejercicio: Di si son formas escalonadas o no las siguientes

—
o
wN

S—

—~

ook
cwo
orR
onao
SN—
~—~
cown
coun
~oo
S—
7N\
cocoor
coconk
oNFwO
N
~/~
ococor

oono
ETTN-Y

ML R |
N———
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Formas escalonada y reducida

FORMAS ESCALONADA Y REDUCIDA DE UNA MATRIZ

En la practica, para obtener la forma escalonada de una matriz se utiliza la
eliminacién gaussiana simple:

@ Empezando por la izquierda, buscamos en la primera columna un elemento
distinto de cero, que llevaremos a la primera fila. Este elemento sera el primer
pivote. A continuacién, mediante operaciones elementales, haremos ceros por
debajo de él.

@ Buscamos en la segunda columna un elemento distinto de cero en la segunda
o demas filas inferiores. Operamos hasta tener un segundo pivote en la
segunda fila, y hacemos ceros por debajo de él.

© Seguimos recorriendo el resto de columnas hacia la derecha hasta no
encontrar mas pivotes.

Ejercicio: Halla la forma escalonada de la siguiente matriz
121 2 1 o0
1 2 4 -1 4 3

2 4 5 1 5 =2
13 1 2 6 0

Pista: Puedes aplicar, en este orden, las operaciones elementales F2 1 (—1), F3,1(—2), F4,1(—1), F4 2, F4,3(<1)
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Formas escalonada y reducida

FORMAS ESCALONADA Y REDUCIDA DE UNA MATRIZ

FORMA REDUCIDA
Se llama forma escalonada reducida (o simplemente reducida) por filas de
la matriz A a toda matriz escalonada obtenida mediante operaciones
elementales por filas sobre A en la que los pivotes son 1 y los demas
elementos de la columna pivotal son nulos.

El proceso de obtener la forma reducida a partir de la forma escalonada se
le denomina eliminacion de Gauss-Jordan.

Ejercicio: Di si son formas escalonadas reducidas o no las siguientes

103 1300 256
A= (o012 B= (o010 C= (o014 D= (1293)
000 0001 003 0014
Nota: Dependiento del orden de actuacion y las operaciones realizadas sobre la matriz

original, se pueden obtener diferentes formas escalonadas (de hecho, infinitas). Sin embargo,
la forma reducida es Unica.

A=[1 212 10; 124 -1423;24515=-2;13126%60]
rref (A) $rref: reduced row echelon form
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Formas escalonada y reducida

RANGO

El rango de una matriz es el nimero de filas con algun elemento distinto de
cero que hay en cualquier forma escalonada por filas, o, Io que es lo mismo,
el nimero de columnas pivotales. Como veremos mas adelante, esta
definicion equivale a decir que el rango de una matriz es el nimero de filas
(o columnas) que son linealmente independientes.

También se puede obtener el rango como el orden de la mayor submatriz cuyo
determinante sea distinto de cero. )

Ejercicio: ;Cual es el rango de las siguientes matrices?

1 1 1 2 1 -1
=(0 3) B=1(0 -1 4 3 =
o] 0 (o] (o]

A=[1 -1; 0 3]
rank (A)
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Factorizacién de matrices

FACTORIZACION LU

Dada una matriz invertible A, se puede encontrar mediante la aplicacién de la tercera de las
operaciones elementales que hemos visto (quedarian excluidas el intercambio de filas y la
multiplicacion de una fila por un escalar) una factorizacién de la forma , donde L es
una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U es una matriz triangular superior, en
la que la primera fila coincide con la primera fila de A

1 0 --- 0 ai,l1 @12 ccc Qin

* 1 .-+ 0 0 * *
L = . X . . U =

* * cee 1 0 0 cee *

La factorizacion LU es uUnica. Es Util para el calculo de determinantes e inversas de matrices
grandes, asi como para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales (lo veremos mas
adelante)

Sabemos que, a partir de A, se puede llegar a una matriz escalonada U aplicando operaciones elementales, por lo que:

ExEp_q1 - E2E1A=U= A= (ExE,_q1---E2E1)" Y U

—1,_—2 -1 -1
1 1 E 1B

El problema se reduce, por tanto, al calculo de una serie de matrices elementales (y sus inversas).
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Factorizacién de matrices

FACTORIZACION LU

Sin embargo, en la practica no hace falta calcular estas matrices, sino que
se emplea el algoritmo de los multiplicadores cambiados de signo, que se
ilustra a continuacién.

Ejemplo: Halla la factorizacién LU de la siguiente matriz

—2 4 -1
A= 4 -5 4
-6 -3 -—14
-2 4 -1\ F1(2) /(-2 4 -1 100
(4—54) — (0 3 2) = L:(7210>
-6 -3 —14 —6 —3 —14 7 71
-2 4 —1)\ F31(=3) /(-2 4 -1 100
(0 3 2) — (0 3 2 = L:(—210)
—6 —3 —14 0 —15 —11 3 71
—2 4 -1\ F32(5) [ —24-1 1 00
(03 2)—>(032):U = L:(7210>
0 —15 —11 0 0-1 3 —51
) -2 4 -1 1 00 —24 -1
Flnalmente,A:(4—5 4):(7210)(032):L
—6 —3 —14 3 —-51 00—
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Factorizacién de matrices

FACTORIZACION LU

Hay matrices que no se pueden factorizar mediante el método que acabamos de
ver. Bastaria por ejemplo que una cierta matriz A tuviera un 0 en el elmento a4 1,
puesto que en ese caso necesitariamos intercambiar filas. Para solventar este tipo
de situaciones se cuenta con una generalizacién de la factorizacién A = LU que,
introduciendo una nueva matriz de permutaciones P, permite llegar a una

factorizacion del tipo | PA = LU |. Inicialmente, P es la matriz identidad.

Ejemplo: Halla la factorizacion PA = LU de la siguiente matriz

0 O 2
A= 1|3 5 -6
1 4 -2

[A:[O 02;35-6;14-2]; [L, U, P]= 1lu(d) [
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Factorizacién de matrices

FACTORIZACION DE CHOLESKY

Dada una matriz real A, simétrica y definida positiva®*, se puede
encontrar otra matriz triangular inferior L tal que

*Criterio de Sylvester: Una matriz simétrica se dice definida positiva cuando todos sus menores principales (incluyendo su
propio determinante) son positivos.
1 2

Ejemplo: Halla la factorizacion de Cholesky de la matriz A = 5 8

. l o
Se trata de buscar una matriz L = |~ %% tal que
l21 2,2

1 2 1 l l 12 1,11 .
— (‘11 0 1,1 2,1) — 1,1 5 1.1 2’21 . La factorizacion de Cholesky no es
2 8 l2,1 12,2 0 l2,2 l2,1l1,1 15, +15 2

Unica. En este caso, una de las soluciones posibles que obtendriamos igualando términos seria

. 1 2 1 0 1 2
{l1,1 = 1,12,1 = 2,12,2 = 2} Se puede comprobar, por ejemplo, que (2 8) = (2 2) (0 2).Otra

L Lt
opcién igualmente valida seria {11,1 = —1,1l2,1 = —2,l2,2 = £2}

Al igual que la factorizaciéon LU, la factorizacion de Cholesky resulta dtil para el calculo de determinantes, inversas y para la
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

[A=[1 2;2 8]; L = chol(A, "lower’)
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Factorizacién de matrices

RECORDAMOS

Un fabricante elabora dos productos en dos plantas industriales. Durante la
fabricacion, se producen tres contaminantes: dioxido de azufre, 6xido nitrico y otras
particulas en suspension. La matriz de cantidades representa las cantidades en
kilogramos de de cada contaminante (columnas) para los dos productos (filas).
Los reglamentos nacionales exigen la eliminacion de estos contaminantes. La
matriz de precios da el precio diario (€) para deshacerse de cada kilogramo de

contaminante (filas) en cada planta (columnas).
q q 8 12
Cantidades = (399 329 159 ) Precios = (7 o)
¢Cuanto hay que invertir para eliminar los contaminantes de cada producto en cada

planta?

El producto de la matriz Cantidades (orden 2 x 3) por la de Precios (orden 3 x 2)
nos da una matriz cuadrada de orden 2 que representa el precio que costaria
eliminar los contaminante en la fabricacion de cada producto y cada planta de

fabricacion.
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