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MOTIVACION

Una ingeniera de recursos energéticos desea analizar la
relacion lineal entre la velocidad del viento y la produccion de
energia edlica en diferentes momentos del dia. Conociendo
esa relacion podria predecir la produccion de energia en
funcion de la velocidad del viento en el parque edlico. Sin
embargo, debido a la variabilidad en los datos, no todos los
puntos pueden ajustarse perfectamente a una linea recta.
¢ Como podria encontrar esa relacion?

Velocidad del viento (m/s) 7 9 10 8 6 4 5 3
Produccion de energia (kW) | 110 | 130 | 140 | 120 | 95 | 70 | 85 | 50
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RESENA HISTORICA

Carl Friederich Gauss (1777-1855) desarroll6 el método de minimos cuadrados a los 18 afos,
pero la famosa campana que lleva su nombre fue introducida con anterioridad por Abraham De
Moivre (1667-1754)
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Producto escalar

PRODUCTO ESCALAR
El producto escalar en R? de dos vectores @ y @ se define como:
U-v =< ’lj,’l_; >= (’U,l,’U,2) . (’Ul,’Ug) = Uui1v + U2V
Es una operacion entre dos vectores y su resultado es un escalar

Propiedades:

gl

s Conmutativa: € -9 =7 -
= Distributiva: @ - (V+ W) =d-9+d-@

= Reubicacién del escalar: a(@ - 7) = (a@) - ¥ = 4 - (a?)

m Definida positiva: ¥- 9 > 0,solosedav -9 =0siv =0

Cualquier operacién en un espacio vectorial que cumpla las
propiedades anteriores es un producto escalar.
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Espacio Euclideo

ESPACIO EUCLIDEO

Un espacio euclideo es cualquier espacio vectorial dotado de un
producto escalar.

Ejemplos:
= El producto escalar usual en R™;
(ula U2y eeey un) : (vla V24 eeey ’Un) = u1v1 + uzv2 + ... + UnpUn
= Otro producto escalar en R? que cumple las propiedades anteriores

pOdrl,a ser. (Ul, U2, ’LL3) . ('U]_, Vg, ’03) = u1v1 + 2uzv3 + 3uzvs

= En el espacio M5 el producto ordinario de matrices no es un producto
escalar, pues el resultado no es escalar, no es conmutativo, etc.

= En el espacio vectorial Cla, b] de las funciones continuas en el
intervalo [a, b] podemos definir el siguiente producto escalar que
cumple todas las propiedades: f - g = f: f(@)g(x)dx
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Espacio Euclideo

Ejercicio: Razonar si en el espacio de los polinomios de grado
menor o igual a 2 P2 = {ax? + bx + c: a, b, c € R} son productos
escalares:

a) el producto ordinario de polinomios.
b) (ax? 4+ bx +c) - (a’z® + b’z + ') = aa’ + bV + cc’
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Conceptos geométricos

VECTORES ORTOGONALES

VECTORES ORTOGONALES

Dos vectores 1, ¥ son ortogonales si su producto escalar es cero:
- 9=0=>ul v

Un conjunto de vectores es un conjunto ortogonal si cada uno de
ellos es ortogonal a todos los demas.

.

Ejemplo: En la base canonica de R3, todos los vectores son ortogonales entre si:
(170’0) : (05 1’0) =0

(1,0,0)-(0,0,1) =0 el=[1 0 0]; e2=[0 1 0]; e3=[0 0 1];

((), 1,()) . (0’0’ 1) =0 elxe2’ elxe3’ e2xe3’

TEOREMA

Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.
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Conceptos geométricos

NORMA O MODULO DE UN VECTOR

norm (v)

La norma o moédulo de un vector se calcula como:
| ¥ J

Propiedades:
= El Gnico vector de médulo cero es 0.
= El médulo de un vector es el mismo que el de su opuesto.

= El mddulo de un vector por un escalar es igual al médulo del vector
multiplicado por el valor absoluto del escalar: | a¥ |=| a || ¥ |

m Para cualesquiera i, ¥ se cumple:

+ la desigualdad triangular: | € + 7 |<| ¥ | + | ¥ |

+ la desigualdad de Cauchy-Schwarz | @ - v |<| @ || ¥
La igualdad solo se cumple si @ es mdultiplo de %.
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DISTANCIA Y ANGULO ENTRE DOS VECTORES

La distancia entre dos vectores i, ¥ es la norma del vector diferencia entre ambos:
dist(i,?) =| @ — 7 |

Para el producto escalar usual en R? se cumple que:
4-v=|u|| V| cosa

—

Para generalizar el concepto de angulo a cualquier espacio euclideo:
V.

S S
Q| S

a = U/I‘CCOSl

Ejercicio: Calcular los médulos y la distancia y angulo entre vectores para los

siguientes casos:
a) En R3 con el producto escalar usual @ = (1,0,0),% = (1,0,1).
b) En el espacio €0, 1] (funciones continuas en el intervalo [0,1]): f(z) = =2,
g(xz) = = + 1, respecto al producto escalar: f - g = fol f(x) - g(x)dx
9/32
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Normalizacién. Conjunto ortonormal

NORMALIZACION

Normalizar un vector es reducirlo a otro vector de norma 1, por tanto, se

1
consigue multiplicando el vector ¥ por T|
v

Ejemplo: El vector (3, 4) tiene norma 5, por tanto el vector normalizado es (g, ;—‘),
que efectivamente tiene norma 1.

Se llama conjunto ortonormal a un conjunto ortogonal cuyos vectores
tienen norma 1. Por lo tanto sus elementos {v4, 2, ..., ¥, } cumplen:
U; -0, =0,0; -9, =1 V 4,5 € {1,...,n}

Ejercicio: Comprobar si forman un conjunto ortonormal los siguientes conjuntos:

a) La base candnica de R3.

) {(1’ 2’ 0)’ (4’ _2’ 0)}



Normalizacién. Conjunto ortonormal

MATRIZ ORTOGONAL

Una matriz cuadrada de orden n es ortogonal si sus columnas son
vectores ortonormales de R™, considerando el producto escalar usual. J

Propiedades:

= Las columnas de una matriz ortogonal son n vectores ortonormales en
R™ y, por lo tanto, linealmente independientes. Asi pues, las columnas
forman base de R™, una base ortonormal.

» Toda matriz ortogonal es regular o invertible.

= Una matriz es ortogonal si y solo si su inversa coincide con su
traspuesta: A—1 = At

. 100 V3
Ejemplos: 01 0 (\% )
0 0 1

2

Algebra Lineal y Geometria Espacio euclideo 11/32

S[Sufs,



Subespacios ortogonales

SUBESPACIOS ORTOGONALES

Un vector ¥ es ortogonal a un subespacio S (v L S) si ¥ es ortogonal a
todos los vectores de S (basta con que sea ortogonal a los vectores de una
base de S).

Ejemplo: En R3, el vector (0,0, 1) es ortogonal al plano XY.

Un subespacio S es ortogonal a otro subespacio T' (S L T) si todo vector
de S es ortogonal a todo vector de T, es decir:

@-T=0 VEEcS,FeT

Basta con que los vectores de una base de S sean ortogonales a los vectores de
una base de T

Propiedad: si dos subespacios son ortogonales, entonces su interseccion
es {0}, es decir, estan en suma directa. Si ademas su suma es el total,
seran subespacios suplementarios o complementarios.
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Subespacios ortogonales

SUBESPACIO COMPLEMENTARIO ORTOGONAL

Dado un subespacio S, su complementario ortogonal (o simplemente
ortogonal) es el Unico subespacio (denotado por S+) que cumple:

= S esortogonal a S.

= dim S + dim S+ = n, donde n es la dimension del espacio total.

Ejemplo: En R2, el subespacio formado por el plano XY tiene infinitos
complementarios, pero solo uno de ellos es ortogonal, el eje Z.

El subespacio complementario ortogonal al subespacio S se construye con
los vectores ortogonales a una base de S. J

Ejercicio: Obtener una base del complementario ortogonal en R* del subespacio
T = {(a,0,2a,b) : a,b € R.
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Proyecciones ortogonales

PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE OTRO

Para proyectar un vector ¢ sobre el vector @, decimos que ¥ se puede
descomponer de manera Unica como ¥ = 7 + 92, COn ¥; en la direccién

de @y ¥ en la direccion ortogonal a @.

= U-U Vo
O =proy,(¥) = ——a = - ,V
u-u |
172 = U — 1_;'1 : "
WA >

Ejemplo: En R2 proyectar & = (1, 2) sobre & = (3,1)

B o a@-v, (3,1)(1,2) /31
P=prov®) = TS Baye O T (32)

L 31 -1 3
=T = 2= (55) = (53)
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Proyecciones ortogonales

PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO

Dado un vector ¥ y un subespacio S, ¥ se puede descomponer de manera Unica

como ¥ = ¥y + U, con ¥; € Sy U, en la direccion ortogonala S: ¥ = ¥y + Us

Dado que S @ S+ = V, donde V es el espacio total, \‘/E v
v € S, U2 € S+ son precisamente las proyecciones
ortogonales sobre S'y S+, respectivamente. S Vi

Por tanto, ¥ = proys(¥) + proyg. (¥)

PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO
La proyeccion ortogonal de un vector ¥ sobre un subespacio S se calcula:

—

Uy *
Uy + oo + ———
T}

n

S1
61

1°

proys (V) = proyu, (v) + ... + proy.,, () =

|
:l

1 1

donde {1, ..., @y } forman una base ortogonal de S.

Conocida la componente proys (?), se puede hallar la componente ortogonal:
| proys. (9) = & — proys(v) |
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Proyecciones ortogonales

Ejercicio: En R2 proyectar ¢ = (3, 2, 2) sobre el subespacio S generado
por i, = (2,0,1) y @2 = (0, 3,0). Hallar también la proyeccion de & sobre
el subespacio ortogonal de S (S+).
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Proyecciones ortogonales

VECTOR SIMETRICO

Dado un vector ¥ y un subespacio S, descomponemos:

U = U1 + U2 = proys(¥) + proys (V)
Entonces se define el vector simétrico de v respecto a .S como:

Vo
y v

V=T — Ty = proys (V) — proyg. (7) A

—

simétrico de v

4

Ejercicio: Dado el subespacio S en R3 generado por @; = (2,0,1) y
u2 = (0, 3,0), hallar el vector simétrico v de v = (3,2,2). Calcular el area del
triangulo formado por 7y .
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COORDENADAS DE UN VECTOR EN UNA BASE ORTOGONAL

Si {1, 4,, ..., U, } €S una base ortogonal de S'y v € S, entonces
B o

. L T Un
U= proys(¥) = ———t1 + ... + ———1Up
Uy - Uy Up * Un
Uy - U Up T R
—, ..., ——— son las coordenadas de ¥ en esa
* Uy Un * Unp
v

donde los escalares —
Ui

base de S.
Ejercicio: Consideremos en R? la base ortogonal {(1,1), (1, —1)}. Hallar

las coordenadas de ¥ = (5,4) en esa base.
18/32
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Proyecciones ortogonales

CALCULO DE BASES ORTOGONALES: GRAM-SCHMIDT

Para calcular la proyeccion de un vector sobre un subespacio S se requiere
una base ortogonal de S. J

Supongamos que tenemos una base {u,, 4,, ..., 4, } de S. Vamos a construir una
base ortogonal {@1, a,, ..., @, }.
1. Como primer vector tomamos el propio 4,: @; = iy

2. Para construir el segundo vector, tomamos 5 y lo proyectamos sobre a;,
quedandonos con la componente ortogonal a @,: @2 = Uz — Proya, (=)

3. Para construir el tercer vector, tomamos w3 y lo proyectamos sobre a,, a-,
quedandonos con la componente ortogonal a ellos:
as = U3 — Proya, (Us) — proya, (ds)
4. efc.
Para obtener una base ortonormal, habra que normalizar los vectores

{di,a,,...,a,}.
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Proyecciones ortogonales

CALCULO DE BASES ORTOGONALES: GRAM-SCHMIDT

Ejemplo: Obtener una base ortonormal de R? a partir de la base formada
por Uy = (17 1, 0)7 iy = (07 1, 1): i3z = (13 0, 1)'

a; = U = (191’0)

L . @y 11
dy = Uy — Proy,, (U2) =ty — ——-d1 = (—,7,1)
a, - ap 2 2
L ~ Gy-Us , dp-ls
G5 = Uiz — proyae, (ds) — Proya, (ds) = s — ———- a1 — - —— a2
aj * a; as * a
. (2 —2 2)
ag = |—y—,—
¢ 3’3’3
Base ortonormal:
{(ééo)( \/ﬁﬁﬁ) (£ —ﬁﬁ)}
272’7 /)°'\ 6 "6’ 3/°'\3" 33
ul=[1 1 0]’; u2=[0 1 1]";u3=[1 0 11"’
=[ul u2 u3]; orth(A) % Si se conocen las ecuaciones implicitas en

lugar de una base, se usard null
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Proyecciones ortogonales

LA MATRIZ DE PROYECCION

Sirve para obtener la proyeccién de un vector sobre un subespacio sin necesidad de
hallar una base ortogonal. Solo es valida para subespacios de R™. La matriz de
proyeccién sobre un subespacio S se calcula como:

P, = A(AtA)"1 A

donde A es la matriz que contiene una base de S en sus columnas.

P, es Unica y no depende de la base de partida. Sirve para proyectar cualquier
vector sobre S:

‘proys(f)’) = PS'D"

Ejercicio: En R2 proyectar ¢ = (3, 2, 2) sobre el subespacio S generado por
4, = (2,0,1) y @2 = (0, 3,0) haciendo uso de la matriz de proyeccion.

ul=[2 0 1]7; u2=[0 3 0]’; v= [3 2 2]’; A=[ul u2];
P=Axinv (A’ xA) A’ ; proy=P+v
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Proyecciones ortogonales

PROPIEDADES DE LA MATRIZ DE PROYECCION

Toda matriz de proyeccién sobre un subespacio de R™ es:
= Cuadrada de orden n.
= Simétrica.

= Idempotente (P2 = P;)

Ejemplo: La matriz Q cumple las propiedades anteriores. Por lo tanto, Q es matriz
de proyeccion de un subespacio S generado por sus columnas, es decir,
S = {(17 1’ 0)7 (07 03 1)}

1/2 1/2 0
Q=|1/2 1/2 o
o o0 1

Ejercicio: Razonar si la matriz A puede ser una matriz de proyeccion:

2/3 -1/3 1/3
A=|-1/3 2/3 1/3
1/3  1/3 2/3
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Aplicaciones préacticas

APLICACIONES PRACTICAS

\"

En un espacio euclideo, dado un vector ¥
y un subespacio S, de entre todos los vec-
tores de S hay uno que es el mas préximo
a v. La mejor aproximacion de ¢ en S es
la proyeccion ortogonal proys (7).

minima distancia
/de va$s

mefor aproximacion

Se llama error cuadratico al cuadrado de la distancia que separa a ¥ de su
aproximacion:

o o2
error = | proys(v) — v |

APLICACIONES

m Encontrar la solucién aproximada de un sistema incompatible.
= Ajustar una nube de puntos a una grafica.

= Aproximacién de una funcién continua por un polinomio.
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Aplicaciones préacticas Solucién aproximada de sistemas incompatibles

SOLUCION APROXIMADA DE SISTEMAS INCOMPATIBLES

METODO DE MiNIMOS CUADRADOS

Un sistema lineal AZ = b tiene solucion si existe & tal que la columna de
términos independientes b es C.L. de los vectores de A, es decir, si b
pertenece al subespacio generado por los vectores de A (S).

Si el sistema es incompatible, b no pertenece al subespacio S.

Podemos sustituir & por otro vector ¢ que si pertenece al subespacio S'y
que sea la mejor aproximacion de b en S.

AZ = &= proys(b)

donde S es el subespacio generado por las columnas de A.

¢ cumple aproximadamente las ecuaciones del sistema y el error cuadratico es:

- 2
error = | C—b|
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Aplicaciones préacticas Solucién aproximada de sistemas incompatibles

METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema por minimos cuadrados y estimar el
error cuadratico.

20 +3y = O 2 3 0
xr . .
r = 1 1 0 ( ) = | 1 | Sist. Incompatible
y = 1 o 1) VY 1

b= (0,1, 1) no pertenece al subespacio S generado por (2,1,0),(3,0,1).

5

14

¢=proys(b) = P.b=A(A’A)"'Ab = | 2

-1

14

El nuevo sistema es compatible determinado.

L -2 5 2 —1\ * 25
error = |2=5 = (0.1 — (2.2 2y =B
14" 7 14 14
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Aplicaciones préacticas Solucién aproximada de sistemas incompatibles

METODO DE MINIMOS CUADRADOS

SOLUCION DE UN SISTEMA POR MIiNIMOS CUADRADOS

Dado un sistema de ecuaciones incompatible AZ = b, si las columnas de A
son linealmente independientes, se puede obtener la soluciéon aproximada
por minimos cuadrados directamente:

&= (AtA)"1A%

Demostracién:
Pb=¢c= A(A*A)" 'A% =¢

Dado que & es la mejor aproximacion de b = & = (A*A)~1Atb

A=[2 3; 1 0; 0 1]; b=[0 1 11";
sol=inv (A’ *A) xA’ b

bAprox= Axsol
error=norm(bAprox - b) "2
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Aplicaciones préacticas Ajuste de una nube de puntos

AJUSTE DE UNA NUBE DE PUNTOS

Dada una nube de puntos, buscamos la recta, parabola, etc. que mejor se
ajuste o aproxime a dichos puntos.

Ejemplo: Buscamos la recta que mejor se aproxime a los puntos
(1,2),(2,3),(3,5). La ecuacion de la recta es de la forma y = ax + b. Si pasaran
los tres puntos por la recta deberia cumplirse:

2 =a-1+4+0b 1 1 2
3 =a-24+b = 2 1 (a) = | 3 | Sist. Incompatible
5 =a-3+0b 3 1 5
Como la columnas de A son L.i. se puede hallar la solucion aproximada:
= t —1 4t 2 3 1
T=(A"A)"AbD= (2 ) =>y= -+ -
3 2 3
1 1 2
— =2 § 1
error=|AZ—b| =| (2 1 2)—13]| =5
3 1 3 5
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Aplicaciones préacticas Ajuste de una nube de puntos

AJUSTE DE UNA NUBE DE PUNTOS

X =[123]; Y=1[235];
poll=polyfit (X,Y,1);
x=0:0.01:4;
yl=polyval (poll,x); %

figure (1)

plot(X,Y, ’'x’,’markersize’,10) % Nube de puntos
ylim([0 6]), x1im([O0 4])

hold on

plot (x, yl,’LineWidth’,3) % Rep
title(’Ajuste de una nube de puntos’, ’'FontSize’

ntar la rec

legend (" boxoff’)
set (legend, ' fontsize’,18);
grid on, hold off

,18)

de

ajuste

ajuste

legend(’Valor exacto’, ’Valor aprox.’, ’location’,’northwest’)

Ajuste de una nube de puntos

+ Valor exacto
— Valor aprox.

Igeb! neal y Geome Espacio euclideo
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Aplicaciones préacticas Aproximacién de una funcién continua por un polinomio

APROXIMACION DE UNA FUNCION CONTINUA POR UN POLINOMIO

Sirve para facilitar calculos con funciones trigonométricas, logaritmicas,
exponenciales, etc. sustituyéndolas por un polinomio que se aproxime a
ellas.

Ejemplo: Queremos aproximar la funcion f(x) = e® por un polinomio de grado <
2 (P2) en el intervalo [0, 1], con producto escalar f - g = fol f(@)g(x)dx

La mejor aproximacion de f en P, sera la proyeccién de f en Pa: proyp, (f).
En primer lugar necesitamos una base ortogonal de P5.

Partiendo de la base estandar {1, z, >} se puede calcular una base ortogonal
{d:, ds, ds} por Gram-Schmidt*:

a; =1; =1

Gy = Uy — Proy,, (d2) = s — ‘;igf aL=x—1/2

G3 = U — Proya, (Us) — proya, (is) = ds — ‘;ig‘l’ a, — Z,igz a,
az=z>—x+1/6

*hay que hacer uso del producto escalar dado, es decir, calculando las integrales.
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Aproximacién de una funcién continua por un polinomio
APROXIMACION DE UNA FUNCION CONTINUA POR UN POLINOMIO

Ejemplo (cont.)
La proyeccion sera:

Ql

1-f
——d1 + -
1°041 az - a2

Q

proyp, (f) =

... haciendo uso del producto escalar dado, por ejemplo:

1
x - e®dxr = 1;etc

1
/ l-ewdw:e—l;/
0 Jo

p(x) = proyp,(f) ~ 0,84x2 + 0,85z + 1,01

Se puede estimar el error cuadratico:
1
error = | proys(¥) — 7 |* = / [p(z) — f(z)]>dz = 0,0000386
0
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Aplicaciones préacticas Aproximacién de una funcién continua por un polinomio

APROXIMACION DE UNA FUNCION CONTINUA POR UN POLINOMIO

x= -1:0.01:2;

f=exp(x); % Funcidén a aproximar

pol=polyfit(x, £, 2)

figure (2)

plot (x, £f,’ LineWidth’, 3)

hold on

p=pol (1) *x. 2+pol (2) *x+pol (3); % Polinomio aproximador

plot (x,p,’ LineWidth’, 3)

title(’Aproximacion a la exponencial con polinomio’, ’FontSize’,18)
legend (' f=e"x’, [’'p=',num2str(pol(l)),’x"2 + ',num2str(pol(2)),’ x+",...
num2str (pol(3))], ’location’,’northwest’)

legend (’boxoff’)

set (legend,’ fontsize’,18);

grid on, hold off

Aproximacion a la exponencial con polinomio
—t=e®
—p=0.84x° + 0.85%+1.01
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Aplicaciones préacticas Aproximacién de una funcién continua por un polinomio
RECORDAMOS

Una ingeniera de recursos energéticos desea analizar la relacion lineal entre la
velocidad del viento y la produccion de energia en diferentes momentos del dia.
Conociendo esa relacion podria predecir la produccion de energia en funcion de la
velocidad del viento en el parque edlico. Sin embargo, debido a la variabilidad en los
datos, no todos los puntos pueden ajustarse perfectamente a una linea recta.
¢ Como podria encontrar esa relacion?

Llamemos a « la velocidad del viento, y la produccién = .
de energia. Alimponer que los puntos pasen por la mis- . .

ma recta de ecuacion y = ax—+b se obtiene un sistema | -

incompatible. Se puede resolver por el método de mi- “

nimos cuadrados, obteniendo la recta que mejor ajusta B

alos datos: y = 12,5z 4+ 18,75. cen T
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