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Objetivos

» Aprender a definir y manipular matrices y vectores.
* Calcular rangos y determinantes de matrices.

* Hallar la forma escalonada reducida de una matriz.
* Resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Comandos Uutiles

Crear vectores y matrices

e Crear un vector fila:

a=1:2:10


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

a=[1 4 9]
a =
1 4 9
a=[1, 4, 9]
a =
1 4 9

* Crear un vector columna:

b=[-1;2;3] % vector columna o matriz de 3 filas y 1 columna

+ Para definir una matriz combinamos la definicion de vectores fila y columna
M=[1 2 3; 45 6] % matriz de 2 filas y 3 columnas

1 2 3
4 5 6

A=[1 2 1; 2 4 3; 35 2] % matriz de 3 filas y 3 columnas
A =
1 2 1
2 4 3
3 5 2
» Se pueden seleccionar elementos de una matriz, indicando la posicion de la fila y la columna, o filas o
columnas enteras:

A(1,3) % muestra el elemento de la primera fila y tercera columna de la matrtiz A
ans = 1
A(2,:) % extrae la Fila 2 entera de la matriz A

ans =
2 4 3



A(:,1) % extrae la columna 1 entera de la matriz A

ans =

1

2

3

* Obtener la matriz traspuesta de una matriz A:
At = AT
At =

1 2 3
2 4 5
1 3 2
Calculo del rango de una matriz

* rank(A): Calcula el rango de una matriz A. Ejemplo:

rangoA = rank(A)
rangoA = 3

» det(A): Calcula el determinante de una matriz A. Ejemplo:

determinanteA = det(A) % Al ser distinto de cero, el rango es 3
determinanteA = 1.0000

* rref(A): Halla la forma escalonada reducida (y los pivotes) de una matriz A. También puede
proporcionar las posiciones de las columnas pivotales. Ejemplos:

red A = rref(A) % ElI resultado es la forma escalonada de A

red_A =
1 0 0
0 1 0
0 0 1
[red M, pivM] = rref(M)% hay dos resultados: la forma escalonada y las posiciones
red M =
1 0 -1
0 1 2
pivM =
1 2

% de las columnas pivotales

Calcular la inversa de una matriz

« Inv(A): Halla la inversa de una matriz A. Ejemplo:



inversaA = i1nv(A)

inversaA =
-7.0000 1.0000 2.0000
5.0000 -1.0000 -1.0000
-2.0000 1.0000 0

Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

* linsolve(A,b): Resuelve un sistema de ecuaciones dada la matriz de coeficientes Ay el vector
de términos independientes b (solo para sistemas compatibles determinados). Es equivalente al
operador de division a la izquierda (A\b). Ejemplo:

sol = linsolve(A,b)

sol =
15.0000
-10.0000
4.0000

sol = A\b

sol =
15.0000
-10.0000
4.0000

» solve: Resuelve ecuaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones. Para ello hay que trabajar con las

incégnitas X, y, 2z, etc. enlenguaje simbdlico definiéndolas antes de usarlas con la funciéon syms, que
pertene al paquete symbolic. Ejemplos:

syms X
valorX = solve(x"2-4==0, x) % Resuelve una ecuacién algebraica con incégnita x

valorX =
-2
2
syms X y z % definir variables simbdlicas
X=[xy z]-"; % Vector columna de incégnitas. En simbdélico poner ." para la traspuesta
[solX solY solZ]=solve(A*X==b, X, Yy, z); % el primer argumento es la ecuacion a

% resolver, y a continuacion las variables
[solX solY solZ]

ans = (15 —-10 4)
* subs(exp, var, valor): Sustituye el valor de una variable en una expresion simbdlica por otra

expresion o valor numérico. Ejemplo:

syms x
subs(x™2 + x + 3, X, 2) % sustituye x=2 en esa ecuacion de 2° grado



ans = 9

*null (A, "r"): Devuelve la solucién al sistema de ecuaciones homogéneo de matriz de coeficientes
A. El argumento "r*" es opcional. Lo usaremos habitualmente, pues da lugar a soluciones compuestas
por numeros racionales (que se pueden expresar como una fraccion), que resultan mas manejables.
Logicamente, las soluciones devueltas con y sin "r~ son igual de validas. Ver el ejercicio resuelto 4 para
la interpretacion del resultado de nul .

Factorizacion de matrices

* lu(A): Proporciona la factorizacion de la matriz A. Ejempilo:

[L U P] = Tu(A)

L =
1.0000 0 0
0.6667 1.0000 0
0.3333 0.5000 1.0000
U =
3.0000 5.0000 2.0000
0 0.6667 1.6667
0 0 -0.5000
P =
0 0 1
0 1 0
1 0 0

% Comprobacion
P*A-L*U

ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

* chol (A, "lower"™): Proporciona la factorizacion de Cholesky de la matriz A en base a una matriz
triangular inferior.

A=[4 2 1; 22 0; 1 0 3];
L = chol(A, “lower"®)

2.0000 0 0
1.0000 1.0000 0
0.5000 -0.5000 1.5811

% Comprobacioén

L*L"-A

ans =

10-15 x
0 0 0
0 0 0
0 0 0.4441



» issymmetric(A): Sirve para comprobar si A es una matriz simétrica. Devuelve 1 (TRUE) 6 0 (FALSE).
Ejemplo:

issymmetric(A)

ans =
1

Cambiar el formato de las salidas mostradas

« format: Cambia el formato de los resultados.

format rat % Para tener el resultado en formato de cociente (ratio)
format long % Para recuperar el formato decimal con 15 decimales
format short % Para recuperar el formato decimal con 4 decimales

Ejercicios resueltos
Nota: las lineas de cddigo que terminan en ; no muestran resultado por pantalla, mientras que la mayoria si lo
muestran, para facilitar vuestra comprobacion.

Ejercicio 1: Manipulacién de matrices

Considerar la matriz A y hacer las siguientes transformaciones:

a) sustituir el término (2,3) por -3 y sustituir el término (1,2) por 7.

b) extraer en un vector la primera fila de A y en otro vector la segunda columna de A.

c) extraer en una matriz las filas de 1 a 3 de A, y en otra matriz las columnas 3 y 4.

d) anadir una matriz identidad de orden 4 a la derecha de A, y lo mismo debajo de A.
1 -1

0

-2
1

A 5
- 3

-0 O W
— O NN

-1

a) sustituir el término (2,3) por -3 y sustituir el término (1,2) por 7.

A=[1 32 -1;00 25;-2003;111 -1]; % Definir la matriz original
A(2,3)=-3

A =
1 3 2 -1
0 0 -3 5
-2 0 0 3
1 1 1 -1
A(L,2)=7
A =



1 7 2 -1
0 0 -3 5
-2 0 0 3
1 1 1 -1

b) extraer en un vector la primera fila de A y en otro vector la segunda columna de A.
v1l=A(1,:)

vl =
1 7 2 -1

v2=A(:,2)

v2 =

P OON

c) extraer en una matriz las filas de 1 a 3 de A, y en otra matriz las columnas 3 y 4.

B=A(1:3,:)
B =
1 7 2 -1
0 0 -3 5
-2 0 0 3
C=A(:,3:4)
C =
2 -1
-3 5
0 3
1 -1

d) anadir una matriz identidad de orden 4 a la derecha de A, y lo mismo debajo de A.

l4=eye(4)

14 =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

A2=[A,14] % a la derecha

A2 =
1 7 2 -1 1 0 0 0
0 0 -3 5 0 1 0 0
-2 0 0 3 0 0 1 0
1 1 1 -1 0 0 0 1

A3= [A;14] % debajo



A3 =

OO0OOFRPEFLPNOPR
OO0ORrOPFrOoOo-N
ORrRPOORFRPROWN
POOOPFRPRWOUER

Ejercicio 2: Forma reducida y rango

Dada la siguiente matriz A, calcular:
a) su forma escalonada reducida y rango.
b) una submatriz M que le proporciona el rango. Calcular el determinante e inversa de M.

31 -8 2 1
-2 2 4 -7 2
1 11 -12 34 -5
1 -5 2 -16 3

a) su forma escalonada reducida y rango.

A=[3 1 -821; -224 -7 2; 111 -12 34 -5; 1 -5 2 -16 3]; % Definir la matriz
[red, piv] = rref(A) % tiene 3 pivotes y las columnas pivotales son 1°,2°,3°

red =
1.0000 0 0 -33.6250 10.0000
0 1.0000 0 -9.1250 3.0000
0 0 1.0000 -14.0000 4.0000
0 0 0 0 0
piv =
1 2 3

rango = rank(A) % el rango es 3, que coincide con el numero de columnas pivotales

rango = 3

b) una submatriz M que le proporciona el rango. Calcular el determinante e inversa de M.

M=A(1:3,piv) % la submatriz que proporciona el rango es aquella formada por las 3

3 1 -8
-2 2 4
1 11 -12

% primeras filas y las columnas pivotales
det(M) % calcular el determinante

ans = -32.0000



inv(M) % calcular la inversa

ans =
2.1250 2.3750 -0.6250
0.6250 0.8750 -0.1250
0.7500 1.0000 -0.2500

Ejercicio 3: Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales

Clasificar y, si se puede, resolver los sistemas dados por las siguientes parejas de matrices de coeficientes Ay
vectores de términos independientes b:

1 -3 2 1
ayA=|5 6 -1 b=|3
4 9 5
1 -3 2 1
byA=|5 6 -1 b=|3
4 9 -3
3 =5 1
c)A=|3 30 3 b=|3] Darla solucion general para (x,y,z,t) y la solucién particular para z = 1y
4 -4
r=2.
1 -3 2 1
a)A=|5 6 -1 b=|3
4 9 5 1
A=1]J1-32; 56 -1; 49 5]; % matriz de coeficientes
b=1[131]"; % términos independientes
Ampli=[A, b] % matriz ampliada
Ampli =
1 -3 2 1
5 6 -1 3
4 9 5 1

[rank(A) rank(Ampli)]

ans =
3 3

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado. Por lo tanto se puede resolver de
varias formas.

» Forma 1: Utilizando la forma escalonada reducida por filas de la matriz ampliada del sistema (método
de Gauss-Jordan).

format rat



red = rref(Ampli)

red =
1 0 0 43/56
0 1 0 -9/56
0 0 1 -1/8

soll = red(:, 4) % leemos la soluci6on de la ultima columna en forma reducida

soll =
43/56
-9/56
-1/8

» Forma 2: Con la funcién linsolve (usa distintos tipos de factorizacion de matrices para resolver el
sistema).

sol2 = linsolve(A,Db)

sol2 =
43/56
-9/56
-1/8

* Forma 3: Con la inversa de la matriz de coeficientes

sol3 = inv(A)*b

sol3 =
43/56
-9/56
-1/8

» Forma 4: Con el operador \ (matrix left division). Ver ayuda con help Idivide.

sol4 = A\b
sol4 =
43/56
-9/56
-1/8

» Forma 5: Con la funcién solve trabajando en simbdlico.

syms X y z

X=[xy z]-";
[sol5X sol5Y sol5Z]=solve(A*X==b, X, Yy, 2);
sol5 = [sol5X sol5Y sol5Z]

sol5 =

5o -% %)

10



» Forma 6: Como la matriz de coeficientes es invertible, se puede resolver el sistema usando factorizacion
LU.

[L UP] = 1u(hA);
% Comprobacion:
P*A-L*U

ans =

0 0 0
0 0 0
0 0 0
Se resuelven dos sistemas asociados a las matrices triangulares L y U:

_)
ComoPA=LU=>A=P'LU, y A}) = b, entonces los dos nuevos sistemas son:

Para ello se puede usar cualquier técnicas de las estudiadas para resolucion de sistemas compatibles
determinados, por ejemplo:

y = inv(P)*L\b

y:
3
2/5
-1

X = U\y

X =
43/56
-9/56
-1/8

O utilizando la inversa de la matriz de coeficientes:
y = inv(inv(P)*L)*b

y:
3
2/5
-1

x = inv(U)*y
X =
43/56

-9/56
-1/8
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1 =3 2 1

byA=|5 6 -1 b=13

4 9 -3 1
A=1]J1-32;56 -1; 49 -3]; % matriz de coeficientes

b [1 3 1]°; % términos independientes
Ampli=[A, b] % Obtener la matriz ampliada

Ampli =
1 -3 2 1
5 6 -1 3
4 9 -3 1

[rank(A) rank(Ampli)]

ans =
2 3

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es incompatible porque el rango de Ay la ampliada no
coinciden.

231 =5 1
c)A=[330 3 b=|3
341 -4 2

Dar la solucion general para (x,y,z,t) y la solucion particular para z =1y r =2.

A [231-5; 3303; 341 -4]; % matriz de coeficientes
b [1 3 2]"; % términos independientes
Ampli=[A, b] % Obtener la matriz ampliada

Ampli =
2 3 1 -5 1
3 3 0 3 3
3 4 1 -4 2

[rank(A) rank(Ampli)]

ans =
2 2

Por el Teorema de Rouché Frébenius, el sistema es compatible indeterminado porque el rango es 2 y hay
4 incognitas. Habra 2 parametros libres. Podemos resolver un sistema compatible indeterminado de varias
maneras. Iinsolve no sirve porque daria solo una solucion particular del sistema no homogéneo.

» Forma 1: Mediante la forma reducida por filas de la matriz ampliada:

RF=rref(Ampl1)

RF =
1 0 -1 8 2
0 1 1 -7 -1
0 0 0 0 0
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Hay 2 parametros libres, las que corresponden a columnas no pivotales en el sistema equivalente que define
RF. Despejamos las variables de las columnas pivotales (X, Yy) en funcion de los parametros libres (z,t).

syms z t; x=2+z-8*t; y=-1-z+7*t;
SG=[x,y,z,t] % Solucién general en forma vectorial

SG = (z—=8t+2 T7t—z—1 z 1)
Obtenemos la solucion particular sustituyendo z, t por sus valores (ver enunciado):
SP=subs(SG, [z,t], [1.,-2])
sp=(19 -16 1 =2)
» Forma 2: Mediante la instruccion solve:
syms xy z t
X=[xy z t ].-7; % Definir variables simbélicas y crear vector de incégnitas
[solX solY]=solve(A*X==b, X, y); % solo resolvemos en funcidén de las variables de

% las columnas pivotales (X,Yy)
SG=[solX solY z t] % Sol. general

SG = (z—8r+2 Tt—z—-1 z 1)

Obtenemos la solucion particular sustituyendo z, t por sus valores (ver enunciado):
SP=subs(SG, [z,t], [1.-2])
sp=(19 —-16 1 -2)

Ejercicio 4: Resolucién de sistemas homogéneos

Hallar la solucion de los sistemas de ecuaciones homogéneos dados por las siguientes matrices de
coeficientes:

1 -3 4 2 1 1
2 -1 -3 10 5 5

Los sistemas de ecuaciones homogéneos son siempre compatibles, pues al menos tendran la solucion
trivial. Se pueden resolver por cualquiera de los métodos vistos anteriormente para sistemas compatibles
determinados o mediante el comando null.

A=1]J1-34; 1-25; 2 -1-3]; % matriz de coeficientes
soblh = null(A, °r%)

13



solh =

3x0 empty double matrix

Este resultado indica que la Unica solucién es la trivial, (x =0,y =0,z =0), asi que es un sistema compatible
determinado.

1
byA=[3 0 -1
105 5

format rat
A=1]J211; 30-1; 105 5];
soblh = null(A, °r%)
solh =
1/3
-5/3
1
En este caso es un sistema compatible indeterminado, con infinitas soluciones, puesto que el resultado de
nul I no es la solucion trivial. La soluciéon del sistema vendra dada por la combinacién lineal de los vectores

en las columnas de la matriz que devuelve nul l. En este caso, devuelve una unica columna, por lo que la

solucion del sistema sera: a(l 1>Va eR

3737

Ejercicio 5: Resolucién de sistemas mediante la factorizacion de Cholesky

Resolver, utilizando la factorizacion de Cholesly, el sistema de ecuaciones dado por la siguiente matrices de
coeficientes Ay el vector de términos independientes b:

4 21 2
A=12 2 0 b=|-3
1 03 5

En primer lugar, creamos la matriz A y el vector b y comprobamos que A es simétrica y definido positiva:

A=[4 2 1; 2 2 0; 1 0 3];
b=[2 -3 5]°;
issymmetric(A) % es simétrica puesto que devuelve 1 (1=TRUE)

ans =
1

Los menores principales de primer orden (4, 2, 3) son positivos. Calculamos los menores principales de orden
2y3:

[det(A(1:2, 1:2)), det(A(2:3, 2:3)), det(A([1 3]1.[1 31))., det(A)]

ans =
4 6 11 10
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Como todos los menores principales son positivos, A es una matriz definida positiva. Se puede aplicar la
factorizacion de Cholesky:

format short
L = chol(A, “lower"®)

L =
2.0000 0 0
1.0000 1.0000 0
0.5000 -0.5000 1.5811

A - L*L" % comprobacion

ans =

10—15 X
0 0 0
0 0 0
0 0 -0.4441

_> _) . . . 0 .
Como A=LL"y Ax = b, entonces los dos nuevos sistemas, en los que interviene la matriz triangular L, son:
- —
Ly=5» L'x =y

y = L\b

y:
1.0000
-4.0000
1.5811

X = L"\y

X =
2.0000
-3.5000
1.0000

O utilizando la inversa de la matriz de coeficientes:

y = inv(L)*b;
X = inv(L")*y
X =
2.0000
-3.5000
1.0000

Ejercicios propuestos
Se propone resolver con Matlab los ejercicios de las hojas de problemas de los temas 1y 2, en especial: 1.6,
1.7,1.9,1.15 1.16 deltema 1y 2.3, 2.4,2.11,2.12, 2.13 del tema 2.
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