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Resultados de aprendizaje

* Comprender el concepto de distribucion de probabilidades a partir del concepto de
distribucion de frecuencias.

* Conocer las semejanzas y diferencias entre variables aleatorias discretas y continuas.

* Saber calcular probabilidades utilizando las funciones de probabilidad, de densidad y
de distribucion de las variables aleatorias.

* Saber hallar esperanzas y varianzas de variables aleatorias.

* Saber calcular esperanzas y varianzas de transformaciones lineales.




Variable aleatoria: principales conceptos

Un experimento aleatorio e¢s aquel cuya realizacion sucesiva en idénticas condiciones
produce resultados diferentes.

Una variable aleatoria, X, es una caracteristica numeérica asociada a los resultados de un
experimento aleatorio.

Ejemplo 1.1. Un experimento aleatorio es el lanzamiento de un dado, cuyos posibles resultados son sus
diferentes caras. A partir de este experimento se define la variable aleatoria X como el nimero de resultados
pares obtenidos. Esta variable aleatoria toma el valor 0 cuando el resultado es cualquiera de las caras 1, 3 o
5,y el valor 1, cuando el resultado es 2, 4 0 6.
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Funcion de distribucion de una variable aleatoria

Dada una variable aleatoria, X, su funcion de distribucion se define como:

F,.(x)=p[X <x] VxeR.

La funcion de distribucion es una funcidon monotona creciente y continua por la derecha. Ademas,
o i = lim F =0.
P, (=1 y lim £ ()

S1 a y b son dos numeros reales (a < b), entonces,

Pla< X <b]=F,(b)-Fy(a).
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Funcion de distribucion de una variable aleatoria
La funcion de distribucion es una herramienta para el calculo de probabilidades.

Ejemplo 1.2. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion:
0 x<0
09 3 0<x<«l
Fy(x)=70,7 1<x<2
09 9 2<x<3
|1 x=>3
Con esta funcion de distribucion pueden calcularse, por ejemplo, las siguientes probabilidades:
e P[X <2]=F,(2)=0,9.
e P[X <2]=F,(1)=0,7.
o P[X >1]=1-F,(1)=0,3.
e P[X >1]=1-F,(0)=0,7.

e P[I< X <2]=F,(2)-F,(1)=0,2.

e P[I< X <3]=F,(2)-F,(0)=0,6.
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Variable aleatoria discreta: funcion de probabilidad

Una variable aleatoria discreta, X, es aquella que toma una cantidad finita o infinita
numerable de valores: x <...<x, <...<x, <...

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta, X, se define como:

fy(x)=p[X =x] VxekR.

Una variable aleatoria discreta toma aquellos valores para los cuales su funcion de probabilidad es distinta de
cero.

La funcion de probabilidad esta entre 0 y 1 para cualquier nimero real y, ademas, la suma de la funcion de
probabilidad en los valores que toma la variable es igual a la unidad.
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Variable aleatoria discreta: funcion de probabilidad

La funcion de probabilidad permite el calculo de probabilidades en variables aleatorias discretas.

Ejemplo 1.3. Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad:

(0,2 x=1

0,3 x=2
fx(x)=40,1 x=3

0,4 x=35

| 0 enelresto

Con esta funcion de probabilidad pueden calcularse, por ejemplo, las siguientes probabilidades:

o P[X <3]=f, (1)+ £ (2)+ £+ (3)=0,6.
o P[X >3]=f,(5)=0,4.

e P[1< X <2]=f,(2)=0,3.

e P[I<X <3]=f, (1)+ /¢ (2)=0,5.
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Variable aleatoria continua: funcion de densidad

Una variable aleatoria continua, X, es aquella cuya funcion de distribucion es continua y
derivable con continuidad salvo, a lo sumo, en un numero finito de puntos.

La funcion de densidad de una variable aleatoria continua, X, con funcion de distribucion,

Sy (X) :F)’((x)a

para todo numero real, x, en el que la funcion de distribucion es derivable.

F,(x), se define como

La funcion de densidad es siempre positiva para cualquier nimero real y su integral en la recta real es igual a
la unidad. Ademas, si a y b son niimeros reales (a < b), entonces,

Pla< X <b]=[ f,(x)ax.

Observacion: El calculo de probabilidades con la funcion de densidad equivale al calculo de areas. En
consecuencia, se cumple que p[X =x]=0 VxeR.
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Variable aleatoria continua: funcion de densidad

La funcion de densidad permite el calculo de probabilidades en variables aleatorias continuas.

Ejemplo 1.4. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad:

fX(x)={1 l<x<?2

0 enelresto

Con esta funcion de densidad pueden calcularse, por ejemplo, las siguientes probabilidades:

o PLY<15]= ] fy (x)dr=["1dx=0,5.
2,5 2
e P[L,7<X<2,5]= " f, (x)dx =] 1dx=0,3.
o0 2
oP[X>1,3]=L3fX(x)dx: " 1ldx=0,7.

e P[X >3]= J:O Iy (x)dx =0.
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria
Sea X una variable aleatoria discreta (continua) y sea f,(x) su funcion de probabilidad
(densidad), la esperanza de X, E(X)o u,, se define segun se recoge en la tabla siguiente.

X es discreta in Sy (xi)
i=1

X es continua Jm;x Sy (x)dx

La esperanza es una medida de posicion de la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria.

Ademas, s1g(X) es una variable aleatoria funcion de X, su esperanza, E|g(X)]|, se define
segun se recoge en la siguiente tabla.

)
=1

X es discreta D g(x) fr(x)

1

X es continua _[_OO g(x)- fy (x)dx
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

La esperanza de una constante es la propia constante. Ademas, si u(X) y v(X) son dos
variables aleatorias funciones de X'y a y b son dos numeros reales, entonces,

E[a-u(X)+b-v(X)]:a-E[u(X)]+b-E[v(X)].

Si u(X)=Xy v(X)=1, se tiene, como caso particular,

E(a-X+b)=a-E(X)+b.
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

La varianza de una variable aleatoria, X, con esperanza /; se denota por Var(X) 0 oy y se

defi
efine como Var(X)za)zsz[(X—,uX)z}.

S1 X es una variable aleatoria discreta (continua) y f, (x) es su funcion de probabilidad
(densidad), la varianza de X se calcula, por tanto, segun se recoge en la tabla siguiente.

X es discreta Z x ﬂx (xl-)
i=1

X es continua joo (x=p, ) - fy (x)dx

La esperanza es una medida de dispersion de la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria.
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

La varianza de X puede calcularse como:

Var(X):E(Xz)—,u)zf.

La varianza de una constante es 1gual a 0 y, ademas, si @ y b son dos numeros reales,
entonces,

Var(a-X+b):a2 -Var(X).
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

A partir de la varlanza de una variable aleatoria X se obtienen otras dos medidas de
dispersion de la distribucion de probabilidades de X:

la desviacion tipica, o, =+ \/Var (X),

y el coeficiente de variacion,

A diferencia de la varianza y la desviacion tipica, que son medidas de dispersion absolutas,
el coeficiente de variacion es una medida de dispersion relativa.
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

Ejemplo 1.5. Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad:

(0,3 =0
032 le
x) =+
S (x) 05 <3
L 0 enelresto

Las medidas de posicion y dispersion de esta distribucion de probabilidades son:
ety =Y % fi(%)=0-0,3+1-0,2+3-0,5=1,7.

i=1
002 =3 (3~ gty V' £ (1) =(0-1.7)-0,3+(1-1.7)*-0,2+(3-1.7)*-0,5 = 1 81.

i=l1
e, = ol =/1,81=1,35.

ey, =T 1299

Hy 1,
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Esperanza y varianza de una variable aleatoria

Ejemplo 1.6. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad:

fX(x)={

/2 2<x<4

0 enelresto

Las medidas de posicion y dispersion de esta distribucion de probabilidades son:
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