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Tema 2: Distribucion de probabilidades bidimensional

Resultados de aprendizaje

 Entender el concepto de distribucion de probabilidades bidimensional a partir
del concepto de distribucion de frecuencias bidimensional.

* Conocer las semejanzas y diferencias entre variables aleatorias discretas y continuas.
* Saber hallar distribuciones marginales y condicionadas.

* Comprender la naturaleza unidimensional de las distribuciones condicionadas.
* Saber calcular probabilidades a partir de distribuciones marginales y condicionadas.
* Conocer la diferencia entre incorrelacion e independencia.

» Saber hallar las rectas de regresion y calcular e interpretar la bondad de los ajustes.




Distribucion de probabilidades bidimensional: funcion de distribucion conjunta

Una variable aleatoria bidimensional es un par (X ,Y) en el que X e Y son variables
aleatorias.

La distribucion de probabilidades de una variable aleatoria bidimensional o distribucion
de probabilidades bidimensional esta determinada por la funcion de distribucion de la
variable bidimensional (X,Y) o funcién de distribucion conjunta:

FX,Y(xay):p[ngaygy] vxay€R°
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Variable aleatoria bidimensional discreta

Una variable aleatoria bidimensional discreta es un par (X,Y) en el que X e ¥ son
variables aleatorias discretas.

La distribucion de probabilidades de una variable bidimensional discreta (X,Y)queda
determinada por su funcion de probabilidad o funcion de probabilidad conjunta:

fey () =plX =x,Y=y] Vx,yeR.

Ademas,
* Para todo par de numeros reales, x ¢ y, se cumple que 0 < f, , (x,y) <1.

-iif)(,y (xl.,yj) =1, donde x;, (i=1,...) ey, (j=1L...) son los valores que toman X e Y, respectivamente.

i=1 j=1

Las funciones de probabilidad de las variables X ¢ Y o funciones de probabilidad
marginales son, respectivamente,

FeG) =2 for (o) vy K0 =20 fer (%07))
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Variable aleatoria bidimensional continua

Una variable aleatoria bidimensional continua es una variable aleatoria (X,Y) cuya
funcion de distribucion, F, ,(x,y) , cumple las siguientes condiciones:

 Es continua en cada variable.

* Existen sus dos primeras derivadas parciales, asi como su segunda derivada respecto
a ambas variables, la cual es continua salvo, a 1o sumo, en un namero finito de curvas.

0 Pw® 62
) I—wj—w OxOy FX,Y(xa y)dydx =1.
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Variable aleatoria bidimensional continua

La distribucion de probabilidades de una variable aleatoria bidimensional continua
(X Y ) queda determinada por su funcion de densidad bidimensional o funcion de
densidad conjunta:

82

fX,Y(xay) — 2 ~ X’Y(x,y) Vx,y eR.
Ox0y

Ademas,
« Para todo par de numeros reales, x e y, se cumple que f, ,(x,y)=0.

. J: J: Sy y (X, y)dydx =1.

Las funciones de densidad de las variables X ¢ Y o funciones de densidad marginales
son, respectivamente,

fe@=]  fomr)dy vy fO0)=] S (xy)ds
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Distribuciones condicionadas: funciones de probabilidad condicionadas

Dada una variable aleatoria bidimensional discreta(X,Y),las distribuciones de

probabilidades condicionadas

quedan determinadas

por las funciones de

probabilidad condicionadas, tal y como se recoge en la siguiente tabla.

Distribuciones de X condicionadas por los valores que toma Y

Distribuciones de Y condicionadas por los valores que toma X

Funcion de probabilidad de X condicionada por Y = y;:

B fX,Y (x, yj)
fX/YZyj (x)= 7 ()/j)

VxelR fy(y].);éO

Funcidn de probabilidad de Y condicionada por X = x; :

_ Sy (xiJ’)
fr (%)

Jrix=, (y) VyeR fX(xl.);tO
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Distribuciones condicionadas: funciones de probabilidad condicionadas
Ejemplo 2.1. La distribucion conjunta y las marginales de X e Y aparecen en la siguiente tabla:

XAy 0 3 Estas distribuciones permiten hallar las distribuciones condicionadas, las
102 03105 cuales quedan determinadas mediante las correspondientes funciones de
2 101 04105 probabilidad condicionadas que figuran en la tabla siguiente.
0,3 0,7
Distribuciones de X condicionadas por los valores que toma Y | Distribuciones de Y condicionadas por los valores que toma X
fX’Y(l’O):% x=1 er,Y(LO):g y=0
£ (0) 3 () s
fer(2,0) 1 fey(13)
fipa(0) =122l e PRI L) N R
4 (¥) =3 = y=
(o) 73 A IR R
0 en el resto 0 en el resto
0 s I
BT fx(2) s
fXY(2’3) 4 fXY(2’3) 4
Ax)=x—"=— .x:2 B =l — = — :3
fX/Y—3( ) fy (3) 7 fy/X_z (y) fX (2) 5 Y
0 en el resto 0 en el resto
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Distribuciones condicionadas: funciones de densidad condicionadas

Dada una variable aleatoria bidimensional continua (X Y ) las distribuciones de
probabilidades condicionadas quedan determinadas por las funciones de densidad

condicionadas, tal y como se recoge en la siguiente tabla.

Distribuciones de X condicionadas por los valores que toma Y

Distribuciones de Y condicionadas por los valores que toma X

Funcion de densidad de X condicionada por ¥ = y:

Sy (%) = fXJ;(()JC:)y)

VxeR f,(y)#0

Funcion de densidad de Y condicionada por X = x:

_ Sxy (xJ’)
fx ()

fY/X:x(y) VyeR fX(x)¢0
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Distribuciones condicionadas: funciones de densidad condicionadas

Ejemplo 2.2. La funcion de densidad conjunta de X e Y es:

Sy (%) ={

I 1<x<2,1<y<?2

0 en el resto

Con esta funcidon de densidad conjunta se obtienen las funciones de densidad marginales de X e Y-

fr () =in_wa1 (x,y)dx:_[;ldle l<y<?2

3 2
fX(x)sz_wa’Y (x,y)dyzjyzlldyzl l<x<?2

Las funciones de densidad conjunta y marginales permiten hallar las distribuciones condicionadas, las
cuales quedan determinadas por las correspondientes funciones de densidad condicionadas recogidas en

la tabla siguiente.

Distribuciones de X condicionadas por los valores que toma Y

Distribuciones de Y condicionadas por los valores que toma X

Para 1< y<2 fX/Yy(x)zfX’Y(x’y):%:l l<x<2

fY (y)

_ fX,Y (x,y)

Paral<x<2 f,, . (») ()
L (x

:%:1 l<y<?2
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Distribuciones condicionadas: esperanzas condicionadas

Dada una variable aleatoria bidimensional (X Y ) las esperanzas condicionadas son las esperanzas de las
correspondientes distribuciones condicionadas, tal y como se recoge en la siguiente tabla para variables
bidimensionales discretas y continuas.

Variable aleatoria bidimensional discreta (distribucion de probabilidades bidimensional discreta)

Distribuciones de X condicionadas por los valores que toma Y

Distribuciones de Y condicionadas por los valores que toma X

Esperanza de X condicionada por Y = y

E(X)Y =3,)= 2% Fyne, ()

Esperanza de Y condicionada por X = x; :

E(Y/X=x)=27," fyre, (1)

Variable aleatoria bidimensional continua (distribucion de probabilidades bidimensional continua)

Distribuciones de X condicionadas por los valores que toma Y

Distribuciones de Y condicionadas por los valores que toma X

Esperanza de X condicionada por ¥ = y:

E(X/Y =)= % fi (M

Esperanza de Y condicionada por X = x:

E(Y/X:x):J'_zy'fY/sz (y)dy
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Distribuciones condicionadas: esperanzas condicionadas
Ejemplo 2.3 (continuacion del Ejemplo 2.1) Las esperanzas de las distribuciones condicionadas

(esperanzas condicionadas) son:
11

E(X/Y=3) Zx Sy (X)) = =

E(Y/Xzz)zzyj.fY/Xz(yj):%

LNl w|rs

E(X/Y:O):ixi'fX/Y—O(xi)
E(Y/le):iyj 'fY/le(yj):

Ejemplo 2.4 (continuacion del Ejemplo 2.2) La esperanza de la distribucion de X condicionada, por

ejemplo, por Y=1,3 es
E(X/Y=13)= I_ X+ [y (x)dx = j ldx =1,5.

con fX/Y=1,3 (x) =1 1<x<2.

La esperanza de la distribucion de Y condicionada, por ejemplo, por X = 1,8 es
00 2
E(Y/X =18)= j_wy.fy/mg (y)dy = LZly-ldy =1,5.

con fy/leag(y)zl 1<y<2.
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Independencia

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional. Las variables X e Y son independientes

B foy )= f(0) f,(») Vx,yeR,

siendo f, ,(x,y), fv(x) y f,(y) funciones de probabilidad o de densidad, dependiendo de
s1 la variable bidimensional es discreta o continua.

Ademas, es condicidn necesaria y suficiente para que las variables X e Y sean independientes que las
distribuciones condicionadas coincidan con las correspondientes marginales.

Asi, cuando (X,Y) es una variable bidimensional discreta, X e Y son independientes si y solamente si:

Fopm, (X)=Fr(x) VxeR (£(3,)%0) v fue (0)=£ () WyeR (fy(x)=0).

Y, cuando (X,Y) es continua, X e Y son independientes si y solamente si:

fX/Y:y(x):fX(x) VxeR (fy(y)io) y fY/X:x(y):fy(y) VyeR (fX(x)?fO).
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Regresion lineal: rectas de regresion

Sea (X,Y)una variable aleatoria bidimensional. La covarianza entre X e Y es
Cov(X,Y) = E[(X—,uX)-(Y—,uY)].

Se cumple: Cov(X,Y)=E(X-Y)—p, - 44,

La recta que mejor explica! la variable Y en funcién de la variable X es la recta de

regresion de Y sobre X: Cov(X,Y)
Y=yt 2

(x—p1,).

X

Analogamente, la recta que mejor explica la variable X en funcion de la variable Y es la

recta de regresion de X sobre Y:
Cov(X.,Y)
X=Hy+ > '(y_:uy)-

Oy

IEl criterio utilizado para obtener las rectas de regresion es el de los minimos cuadrados.

Los coeficientes de regresion de las rectas de regresion son: 5, = Cov(X,Y) [oly By )y = Cov(X,Y) /o}.
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Regresion lineal: bondad de ajuste

La evaluacion de la calidad de la explicacion lineal obtenida mediante las rectas de
regresion, esto es, el analisis de la bondad de ajuste se realiza con el coeficiente de

correlacion: Cov(X,Y)

_ _1<p<1),
p P (-1< p<1)

y mediante su cuadrado, el coeficiente de determinacion lineal:

2
7 [Covz(X,):)] (ngz Sl).
o, Oy

* Sipesiguala-loal ( pl= 1), el ajuste es perfecto (negativo o positivo, respectivamente), existiendo
una relacion lineal exacta negativa o positiva entre las variables.

e Sipesiguala0 ( p’ = O), el ajuste es pésimo, no existiendo relacion lineal entre ellas. En este caso, las
variables estan incorrelacionadas.

* El signo de las pendientes de las rectas de regresion, de los coeficientes de regresion y del coeficiente
de correlacion es el signo de la covarianza.

» Si dos variables son independientes estan incorrelacionadas, pero el reciproco no es cierto.
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Regresion lineal: rectas de regresion y bondad del ajuste

Ejemplo 2.5. La distribucion conjunta y las distribuciones marginales de X e Y se presentan en la siguiente

la: : : , :
tab;\ A o R Las medias y varianzas de X e Y, asi como la covarianza entre ellas son:

1 10,05 009 0 |0,14 E(X)=3x-f(x)=2240  Var(X)=Y(x,—uy) - fi(x)=0,462

i=1 i=1

2 10,10 0,16 0,22/0,48 © >
:Zy,.fy(yj)zl,ogo Var (V)= (v, ~ 1) £, (v,)=0,649

3 /0,16 0,10 0,12/0,38 j=1 o j=1

0,31 0,35 0,34 Cov(X,Y) =2 (x,— 11, )-(¥, - yy)- frr(x,,)=0,003
[ =1

Il
—_

=17

En consecuencia, las rectas de regresion de Y sobre X'y de X sobre Y son, respectivamente:
y=0,006-x+1,016 y x=0,004-y+2,236.
Ademas, los coeficientes de correlacion y determinacion lineal son:

_ COV(X,Y) :0,005 y p2 :O
Oy Oy

Las rectas de regresion, casi paralelas a los ejes de coordenadas, junto con los valores de los coeficientes,
evidencian la casi inexistente relacion lineal entre las variables.
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