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Resultados de aprendizaje
* Comprender los conceptos de poblacion, muestra y estadistico.
* Entender la naturaleza aleatoria de la muestra y de los estadisticos.

* Conocer los principales estadisticos en el muestreo: media, varianza, cuasivarianza y
proporcion.

* Establecer las diferencias entre parametro, estimador y estimacion.
* Conocer las propiedades deseables de un estimador.

e Saber aplicar el método de la maxima verosimilitud para la obtencidon de estimadores
de un parametro.




Principales conceptos: poblacion

La inferencia estadistica tiene como finalidad asignar a un fenomeno aleatorio el
modelo probabilistico que mejor se ajuste a los datos obtenidos de su observacion.

Este modelo probabilistico se expresa mediante la distribucion de probabilidades de una
variable aleatoria, X, denominada poblacion.

El proposito de la inferencia paramétrica es realizar una “aproximacion razonable” a
ciertos valores desconocidos de la distribucion de probabilidades de la poblacion. Estos
valores se denomina parametros.
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Principales conceptos: poblacion

La distribucion de probabilidades de la poblacion se concreta con f (x;6),siendo ¢ el
parametro, el cual toma valores en un subconjunto de la recta real denominado espacio
paramétrico,®. Cuando la poblacion es discreta, f (x;8) es su funcion de probabilidad vy,
cuando es continua, f (x; 6?) es su funcion de densidad.

La media de la distribucion de probabilidades, media de la poblacion o media

poblacional es £ ( X ) = 1. La varianza de la distribucion de probabilidades, varianza de

la poblacion o varianza poblacional es Var(X)=0".

Ejemplo 4.1. La distribucion de probabilidades de una poblacion de Bernoulli de parametro p queda
determinada por la funcion de probabilidad:

f(x;p)sz -(l—p)l_x x=0,1.

Ejemplo 4.2. La distribucion de probabilidades de una poblacion exponencial negativa de parametro a
queda determinada por la funcion de densidad:

f(xa)=a-e™ x>o0.
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Principales conceptos: muestra

Una muestra aleatoria simple de tamafio n de una poblaciéon X, (X,...,X, ), es una
variable aleatoria n-dimensional formada por » variables aleatorias independientes y con
la misma distribucion que X.

La observacion de la muestra es la realizacion de la muestra, (xl, ces X, )

La distribucion de probabilidades de la muestra queda determinada por su funcion de
probabilidad, cuando la poblacion es discreta, y por su funcion de densidad, cuando la
poblacion es continua:

f(xl,...,xn;é?)zf(xl;é’)-...-f(xn;é’).
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Estadisticos en el muestreo de una poblacion: media y varianza muestral

Un estadistico es una variable aleatoria funcidn de la muestra:

T(X,,....X,;0).

Para una realizacion de la muestra, (x,,...,x, ), se obtiene el valor del estadistico:

T(xl,...,xn;H).
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Estadisticos en el muestreo de una poblacion: media y varianza muestral

Sea X una poblacion con E(X)=u y Var(X)=0c"y sca (X . ¢ n) una muestra aleatoria simple de
tamano n de X. Los principales estadisticos en el muestreo y sus correspondientes expresiones figuran

en la tabla siguiente.

Denominacion Media muestral Varianza muestral Cuasivarianza muestral
_ 1 < R —\2 5 | R —\2
Expresion X=—-ZXZ. S :;°Z(Xi_X) SC:n I'Z(Xi_X)
n - i=1 —1 =
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Propiedad: n-S° = (n — 1) : Sé




Estadisticos en el muestreo de una poblacion: media muestral

En la tabla siguiente se recogen la media, la varianza y la desviacion tipica de la variable media
muestral, donde E(X)=puy Var(X)=o’ son la mediay la varianza de la poblacion, respectivamente.

Media Varianza Desviaci()n’ tfpica 0
error tipico
X o o
— <5 . 2 . - _9
E(X)—,u Vazr()()_o-)?_7 o \/;

Ejemplo 4.3. Sea X una poblacidon con distribucion binomial negativa de parametros » y p y sea una
muestra aleatoria simple de tamafio n de X, (X . ) Como la media y la varianza de la poblacion
son, respectivamente, E(X)=r-(1-p)/p y Var(X)=r-(1-p)/p’, entonces, la media de la media
muestral es E()_() = r-(l —p)/p ,su varianza es o =r-(1 —p)/(n-pz) y su error tipico o desviacion

tipicaes o =\/r-(1—p)/(p-\/;).
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Muestreo de una poblacion normal

Sea X una poblacion con distribucion normal de pardmetros 4y o,y sea (X,,...,X,) una
muestra aleatoria simple de tamano n de X. La variable media muestral, X , sigue tambien
una distribucion normal.

Ademas, como la media y la varianza de una poblacion normal coinciden con los
parametros de su distribucion, aplicando el resultado general, la media y la varianza de la
media muestral son, en este caso, E (X ) =u yo:=0"/n,respectivamente.

En definitiva, la media muestral de una poblacion normal sigue una distribucion normal de
parametros 4 y G/ Jn.
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Muestreo de una poblacion de Bernoulli: proporcion muestral

Sea X una poblacion con distribucion de Bernoulli de parametro p y sea una muestra
aleatoria simple de tamafio n de X, (X,,....X,).

n

En este caso, la variable media muestral es 1gual a la proporcion de éxitos en la muestra o
proporcion muestral: )
A oA = 1
p:p(Xl,...,Xn)zXzz-ZXi.

i=l1
Ademas, como la media y la varianza de una poblacion de Bernoulli son,
respectivamente, E(X )= py Var(X)=p-(1-p),aplicando el resultado general, se cumple
que la media y la varianza de la proporcion muestral son £ (X ) =p yag = p-(l—P)/ n,
respectivamente.

Asimismo, sin > 30, la distribucion de la proporcion muestral es aproximadamente' una
normal de parametros p y p-(1—p)/n.

IEste resultado se obtiene a partir del Teorema del Limite Central.
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Estimacion puntual: concepto de estimador

Sea X una poblacion con distribucién determinada por f ( X; 6?) (9 c @) y sea una muestra
aleatoria simple de tamano n de la poblacion, (X . ¢ ) Un estimador del parametro es
un estadistico, @ = H(X . ¢ ) , que toma valores en el espacio parameétrico.

En consecuencia, para cualquier realizacion de la muestra, (x1 seees X, ) , se cumple:

N A

0 = H(xl,...,xn) €0,
valor que se denomina estimacion.

Ejemplo 4.4. Sea (X . ¢ n) una muestra aleatoria simple de una poblacion de Bernoulli de parametro p.
El estadistico suma, 7] (X reees X p) = Z; X, no es un estimador porque no toma valores en el espacio
paramétrico, [0,1]; el estadistico proporcién muestral, 7} (Xl,..., Xn;p) =D (Xl, v X, ) = X, /n , s1es
un estimador del parametro pues toma valores en el espacio paramétrico.
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Estimacion puntual: propiedades de un estimador

Sea X una poblacion con distribucion determinada por f(x;6). Sea (X,,..., X, Juna muestra
aleatoria simple de tamafio n de Xy 4= é( X,,...,X,) un estimador del parametro. Las
siguientes propiedades son deseables para un estimador:

Insesgadez. Se dice que un estimador es insesgado cuando “se mueve” en torno al
parametro, esto es, cuando su media coincide con el parametro: £ (6’) = 6. Cuando esta
propiedad se cumple en la medida en que aumenta el tamafio de la muestra, se dice que el
estimador es asintoticamente insesgado.

Eficiencia relativa. Sean dos estimadores insesgados, 0y 9 Se dice que 9 €s mas

N

eficiente que 6’ S1 Var(@l) < Var(éz) : |

Suficiencia. Un estimador es suficiente cuando mantiene toda la informacidon sobre el
parametro que contiene la muestra.

Consistencia. Un estimador es consistente si, para todo numero real positivo, & , se
Cump]e hmp(‘ﬁ 0‘ < 83 =1.

n—>0
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Estimacion puntual: Método de la maxima verosimilitud

Sea X una poblacion con distribucion determinada por f (x;H). Sea una muestra aleatoria
simple de tamafio n de X, (X,,..., X, ).

Para una realizacion de la muestra, (xl, e xn) , la funcion de verosimilitud del parametro
€S L(xl,...,xn;é’)zf(xl;é?)-...-f(xn;é’).

La estimacion maximo verosimil del parametro es el valor de & que maximiza la funcion
de verosimilitud.

Ejemplo 4.5. Sea X una poblacion con distribucion exponencial negativa de parametro ay sea (X . ¢ n) una
muestra aleatoria simple de X. Dada una realizacion de la muestra,(xl, con X, ) , la funcion de verosimilitud del
parametro es Y x,

L(x,....xa)= f(x3a)...- f(x,;a)=a"-e ="
Maximizando el logaritmo neperiano? de la funcion anterior, se obtiene la estimacion maximo verosimil del
parametro, a(x,,...,x,)=1/x, siendo el estimador maximo verosimil del parametro, a(X,,...,X,)=1/X .

2Puesto que el logaritmo neperiano es una funcién creciente, maximizar la funcion de verosimilitud es equivalente a maximizar su
logaritmo. Este procedimiento resulta mas sencillo en la practica.

Tema 4. Muestreo y estimacion puntual



