ALGEBRA Y GEOMETRIA

r/ /A) - 2- G

Tema 1. Matrices
' y B0 -+ - J ] O AT
A= / 2 .{/'/'r(SU!):d/m/))w‘ dim(T)-dim(SNT)

Sara Pérez Carabaza (sara.perezcarabaza@unican.es)
Valvanuz Ferndndez Quirvelas (valvanuz.fernandez@unican.es).
Dpto. Matematica Aplicada y Ciencias de la Computacion. @

Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales. O pe ncourseware

Uc ‘ Universidad
Este material se publica bajo Licencia: Creative Commons BY-NC-SA 4.0 de Cantabria



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.en

INDICE.

o
] A Repaso: Lenguaje matemdtico .
1. Matrices — » N » .
. . . A Introduccion y clasificacion de matrices.
2. Sistemas lineales de ecuaciones , ,
. . A Operaciones con matrices.
3. Espacios vectoriales , ,
. . ) A Matriz traspuesta. Propiedades y teoremas.
4. Espacio vectorial euclideo ,
o . A Determinantes.
5. Aplicaciones lineales. o ,
. o A Matriz inversa. Matrices ortogonales.
6. Diagonalizacion. , ,
A Operaciones y matrices elementales.
A Matrices escalonadas (reducidas).
A Escalonamiento de matrices.
A Rango.
A Cdlculo de la inversa por Gauss-Jordan.
~—
Guia de colores
Texto = ejemplo/ejercicio Texto = error comun Texto = hipervinculo Texto / = memorizar
= definiciéon/teorema j = recordatorio Texto / = cédigo MATLAB

UC | Lhigsdad G414. Algebra y Geometria: Matrices.



LENGUAJE MATEMATICO.

Un conjunto es una coleccion de elementos Podemosdefinir un conjunto listando sus
elementosentre llaves
A= {al, as, as, }

simbolos matematicos

A@N A significague wes un elemento del conjunto A, es decir, wperteneceal conjunto A.
Porel contrario,w® 0 indicaque wno perteneceal conjuntoA.

A" O significaque" esun subconjuntode ! hesdecir,todoslos elementosde " pertenecen

tambiena! .
AEl simbolo (cuantificador) @ ¢ es una forma abreviada de escribir para todo o para
cualesquierale los elementosque vienena continuacion b o phd o

AEl simbolo &4¢ denota sumatorio y se utiliza para expresarde forma abreviadasumas
Elsimbolod. € denotaproductorioy seutilizaparaexpresarde forma abreviadaproductos
0 (6) ® ® @ E & QA®) B O @ O 80 TA B Q

AEl simbolo & 6 es una formula abreviadade escribir implica, es decir si la afirmacion
(proposicion)que se escribea su izquierdase verificaentoncesse verificala que escribea su
derecha Elsimbolo® ¢ esunaformulaabreviadade escribirosi,y soloa A €
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LENGUAJE MATEMATICO.

Tanto el simbolexO2 Y2 f 234 R2 & SLJizAlG 3/a L& NI S E LINB&EE N Y
NUumeros complejos

Conjuntos numeéricos
s Ttipkfof8 ndmeros naturales _Numeros reales
Racionales

A 4 A 4 A 4 A4 A4
E ‘

¥4 8h oh ch phiphchot8 numeros enteros
1/3 -2/3

o {— ¢hoN ¥ hw 1T ndimeros racionales

Los numeros irracionales no se pueden
expresarcomo una fracciony tienen infinitos

imalesho peridodicos . '
dec P 2-0°0 maginario

E {® QFoN g oQ ¢Q
(Ejercicio 1Determina la veracidad de las siguientes afirmaciones. A
a)t ™ o b) - es irracional 2y N A d)-10® = e) 11,23 ¢
. y,
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LENGUAJE MATEMATICO.

ijercmlo 2Da 2 elementos de cada conjunto y determina que Iugar Qeometrlco repres} ntan
los siguientes subconjuntos ge  {(ahw)|ahoN a3} o4 {(chud) |oduha N s}

A dorvag o p," {(Ivsa o o plh

# adrdd Y9 I W P

\Utiliza la herramienta GeoGebra 2D y 3D para representar dichos conjuntos.

J

Un conjunto es equivalente a otro si ambos contienen los mismos elementos, aunque estos
puedan estar expresados 0 escritos de diferentes maneras.

(Ejercicio 3Empareja los siguientes conjuntos con sus equivalentes. A
A={dova @ @ qu N INIMIHY
B {o"w|lw o F [ch]
C {wva|q¢ w T G=ch

D ovalc o 1 H: circulo de radio 5 centrado en el origen
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INTRODUCCION A LAS MATRICES.

Una matriz es un conjunto de elementos A A ) E A
(normalmente numeros) dispuestos emfilas yn | |A A A A
columnas. ' |\ é E €
Eltamanode la matrizesl =8 A A E A

[ L& YIOINAOSa 4S8 RSyz2ily O2y f & (icdNJOaconad & g a
misma letra en minuscula y subindices que indican layfilumng del elemento.

[Ejercicio 4Determina: A=[21;45;62] \

¢ P -
a) tamano de A, element , tercera fila de A. T U /[A\nZin]Z_)SIZE(A)

- ¥ . ¢ G A(3;)
b) tamafno de B, elementm , primera columna de B.

Qo

[m,n]=siz€B)
B(2,3)

\ B(:1) /

) B=[221; 11 3; 3-2 5]

@)
~
QO N
ﬂ'Dn
(@
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TIPOS DE MATRICES.

Atendiendo a sus elementos:

- - (V4 !Iw (C C !’Q GA
A Matriz compleja® XE! Q0 p i
. . o P p “Ig
A Matriz real® X} "QQ (n fo T )
A Matriz nula o matriz cerad 11! "AQ (" m
TU TU TU

Atendiendo al tamano:

A Sid & matriz cuadradade orden n ¢ ¢ p
En una matriz cuadrada dgagonal principags el conjunto de S np 0
elementos donde la fila y columna coinciden. P

A Sia  pmatriz fila, tamafiop & (b p ™ X

p
A Sil  pmatriz columnatamafiod p <0>

UC | SD&side,



TIPOS DE MATRICES.

A Matriz triangular superiordy 1! "Q "Q ¢ G p m ¢ p
A Matriz estrictamente triangular superioto 1! ‘Q | (” P 0) (” n f)
A Matriz triangular inferiored 1} 'Q Q 2 T]i Y nn E
A Matriz estrictamente triangular inferiod 11! 'Q i <p 0 ;) <p i 13)
o ¢ v/ \g ¢

A Matriz diagonal®o 1} 'Q Q

Una matriz diagonal es una matriz triangular superior e inferigp T ) p n
A Matriz identidadcy 1 Q @O plQ Q TP ’TT'> © (” P :T'>
Una matriz diagonal es una matriz diagonal con unos en sﬁ_ mos b
diagonal principal. diag[5-1 2]) eye(3)

, P ¢ O
A Matriz simétricaw W | "AQ ¢ Q ¢
o @ T oo o
A Matriz antisimétrica® N1 o nQ ( ¢ ™ <P>
o @ T
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MATRICES CUADRADAS.

En las matrices cuadradas, se llamaaa la suma de los elementos de la diagonal principal.

0{6) B & & +® E &

trace(A)

(Ejercicio 5Clasifica las siguientes matrices segun los tipos vistos anteriormente: real,
compleja, nula, cuadrada, matriz fila, matriz columna, triangular (estrictamente)
superior/inferior, diagonal, identidad, simétrica o antisimétrica. ldentifica el tamano

y si corresponde la traza de la matriz.

5 m ¢ p m T UL
| (p c)hB n|, Clnt mo|l,D {1t ¢ | E
o1 T TT VQ ¢ T

\_ J

e ()

H 4 370
A4 347° 4
H°© 3 4

Tt
Tl
Tl
P

UC | D&,



OPERACIONES BASICAS CON MATRICES.

A Lasuma de matrice® y 0 delmismo tamafia@x ¢ es igual a una matriz de
tamafiod €donde:w ® w !Q

m ¢ CQ P o P P P
(cr n)(qo n) (T X ng)

La suma de dos matrices reales del mismo tamanot es otra matriz real del mismo
tamano. Por tanto, el conjunto de matrices reales de tam@no¢ es cerrado bajo la suma.

A Elproducto de un escalaf ¥ s por una matriz=es igual da matrizd6 _0

donde cada elemento de la matriz qued multiplicado por el escalacd ~ _®
m ¢ GQ\_(T P LIJ)
4 -
o Uy pon
El resultado de una matriz real multiplicada por un escalar es una matriz real del mismo

tamano. Por tanto, el conjunto de matrices reales de tam@no¢ es cerrado bajo la
multiplicacion por un escalar.

Nota: Se dice que unonjunto es cerrado bajo una operaci@i, al aplicarla a los
elementos del conjunto el resultado pertenece al conjunto
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OPERACIONES BASICAS CON MATRICES: PROPIEDADES

Seand, 6, 6 matrices y_i escalares:
Propiedades de la suma de matrices:

A Asociatvap (6 6) o6 6 6

A Conmutativad 6 6 0O

A Elemento neutro de la suma de matrices

O U U 0 0 Odmatriznula

A Elemento opuestod 0 0
Propiedades del producto por un escalar:

A Asociativa respecto del producto de escalares:

Do _T 0
A Distributiva respecto a la suma de matrices
(0 6) _o _o

A Distributiva respecto a la suma de escalares
_C T) o 1o

Apd 0

UC | D&siced,

-

ﬁecordatorio.Propiedades de la sumay el\

producto deescalares

Propiedad asociativa

rrr_ 1o _E A=l #

Propiedad conmutativa

T _# =T ¢

Propiedad distributiva

_gT 1 T_¢& _¢&
T _TF g T é

Elemento neutro
_['| =

1 =

Elemento opuesto (o inverso para el product
_—=1 con_ J

G414. Algebra y Geometria: Matrices.
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EJERCICIO. RESOLUCION ECUACION MATRICIAL.

é’ercicio 6Halla el valor de la matriz X dada la siguiente ecuacion matricial:\
Ow o0 O

ol e Y

UC | Lhigsdad G414. Algebra y Geometria: Matrices.



PRODUCTO DE MATRICES.

Elproducto de dos matricesse define parael casoenel  (, x ). (n x p) = (m X p)

L.

gue el numero de columnasde la primera es igual al ~ ~ g
, . tamano de A tamano de B tamano de C
numerode filasde la segunda

Sea0d unamatrizdetamafiod ¢ y 0 unamatrizde tamafioe n, la matriz# resultantedel
productode 0 y 0 esunamatrizde tamafiol 1), cuyoselementosse obtienenmultiplicando
lafila“@le 0 porlacolumna’@e 6 segunlaregla

W
W
columna 3
2 -1 0 3 8 a9 3 12 20 10 2
fla2| =3 5 8 —6 —4 0 4 |=( -71 -84 1 19 |, ~ _
W -3)(5) + (5)(0) + (8)(2)=1
0 7 8 /)\ 4 509 1 o0 _es 16 a6 (:3)(5) + (5)(0) + (8)(2)
O O O 1 O T

Uc ‘ Il G414. Algebra y Geometria: Matrices. 13 < } ﬂ‘



PRODUCTO DE MATRICES.

Veamos otras formas de ver el producto de matrices que nos seran utiles en la asignatura.

Cadacolumna de la matriz producto 0 0se obtiene multiplicando 0 por la columna
correspondientede 0.

¢y Co Oz Cy Ay Acs Ads Aéy
2 -1 0 3 8 ‘9 3 12 20 10 2
-3 5 8 -6 —4 0 4 |=| -7 -84 '1 19
0 7 8 -4 =52 1 -7 —68 16 36

Elproductode unamatriz por un vector columnaesiguala la sumadel productode cada
elemento del vector por su columna correspondiente de la matriz (es decir, la
combinacionlineal de las columnasde la matriz con coeficientesigualesa los elementos

delvector)

2 1 0 5 10 2 —1 0
-3 5 8 O |=11]|=5|-3|+0| 5 |+2]|8
07 8 2 16 0 7 8

UC | SD&side,



PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES.

Seamd, 6N ¥ y_i escalares:
A Asociativadel producto de matrices

060 (090
AEI producto de matriceso es conmutativo[ 8 8 8 0

BRI ITEHAA RS
Sio 6 O ose dice que y 0 sonmatrices conmutativas'! (E g) " (; Z[)

ADistributivasrespecto a la suma de matrices
(6 0) 00 0 o(porladerecha)
(6 0)O 0 0 0O Qpor laizquierda)

UC | Liersidad G414. Algebra y Geometria: Matrices.
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES.

AElelemento neutro del producto matricial es la matriz identidad

mpg¢g p P T M/MP G P\ /MP ¢ P

P ¢ T O m P T|{p ¢ T O)J={p ¢ T O

g W X P m 1T P/ \0 W X P g W X p
A = | A =

AEn general, no se cumple la propiedad de cancelacion. EsAR=ekC no implica B=C

(2) i) (f) 8) (2 E) (Z[ g) Recordatorio Cuando trabajamos con escalargs

A B A C G @0 @ ¢ i D m

AEn generalAB=0 no implica que A o B sean matrices nulas.

(o e o &
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES CUADRADAS.

Seamd, 6 N ¥  matrices cuadradas de orden
El producto de domatrices triangularesambas superiores (inferiores), es otra matriz

triangular superior (inferior).
P T g T g T
p mp/\¢ o p/ \u O p

P ¢ P\/O0 C P c 1T Y
m o of(m p o)]=|mMm 0 pg
T T T T P T T T

El producto de domatrices diagonalegs otra matriz diagonal cuyos elementos
diagonales son los productos de los elementos diagonales de las matrices originales.

P T T\ /C T C T T ) )
(n o n)(n G 1r':>:<ﬂ 0 n) W 0w
T T p/\Tt T ¢ T T

Definicion Lapotencia késimade una matriz cuadrada=es el producto d® por si misma,
veces, CO.rf!)‘pOSIt‘I,VO yentero. g 5 gd @d K gd
Por convenioQ O '

k veces
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EJERCICIOS

/ercmo 7Indica si las siguientes operaciones estan definidas y de ser asi c\sulalas
ad dwod dow o

P P PU
¢ ¢ p _
A:(n o C)’ B-( 2 g),C:< gc) Tc g)

Ejercicio8. Siendoo y 0 matricescuadradasdeterminasi las siguientesigualdades
secumplen

\6 0O =0 (GO 6+O 00 00 /

Uc ‘ SRl G414. Algebra y Geometria: Matrices. 18 < } ﬂ‘




MATRIZ TRASPUESTA.

Lamatriz traspuesta=<de una matriz 0 se obtiene intercambiandolas filas por las
columnas

QN o

C TU
A:(C(P o P)o(“):CP G C6=(p ¢ 0 ¢
TG P G g E c
tamafioC T 01 YIT3 2 0l Y32 Gl Ylp32
Propiedades:
[, O !
/. 10 10
/. 0 0O 0 +0
V. 00 0 O
V. Asimétrica0 O
VI. Aantisimétricae 0 0

UC | Loiersidad G414. Algebra y Geometria: Matrices.
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MATRIZ TRASPUESTA: TEOREMAS.

Tres teoremas para matrices cuadradas

Teorema Dada una matriz cuadraddn 0+0 es una matrizimétrica

Demostramon Sea3 0+0 comprobemos qué es simétrica.
Y= 0 O O+ 0 =0+0 0+0 7, ypuestoquéY “Yh'Yes simétrica.

Teorema Dada una matriz cuadraddn 0-0 es una matriantisimétrica

Demostracion Sea4 0 0 comprobemos quéd es antisimétrica.
Y= 0 0 =0 6 =0 0= "Yypuestoque Y “Yh'Yes antisimétrica.

~ =

Teorema Toda matriz cuadrada A puede escribirse como la suma de una matriz simétrica y
una matriz antisimetrica.

UC | SD&side,



MATRIZ TRASPUESTA: TEOREMAS.

Teorema Sea una matria, entonces tantao comoo O sonsimétricas

Demostracion Sea3 00 comprobemos quéY=S

Y 00 =0 0O 00 Y
éjercicio 9Dadas las matrices Ay B \

a) Expresan como la suma de una matriz simétrica y una antisimetriga_
b) Obtener una matriz simétrica a partir de

UC | Lhigsdad G414. Algebra y Geometria: Matrices.



DETERMINANTES.

Eldeterminanteesun valor numeéricoasociadaa unamatrizcuadrada Paraunamatrizo,
el determinantesedenotaA A® o |0 (no confundirconvalorabsolutode un escalar)

Calculo de determinante de matrices de orden 2:

W. v . det(A)
et ‘ Ww W
o p‘
O C
P C P
Regla desarrus Calculo de determinante de matrices cuadradas de orden 3:
W. 0
P ¢ P
Tt omM p(op ¢ng Tpp ((CO)p ¢cTpPp pMmpP P
¢ p P

UC | Liersidad G414. Algebra y Geometria: Matrices.
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DETERMINANTES DE MATRICES CUADRADAS.

Definiciones.Se denominanenor del elementao; de una matriz al determinante de
la matriz de orderg  p resultante al eliminar la fil& la columnaQSe denotar |;

~r

Elcofactor(o adjunto)del elementowy; viene dado pob P A

Método de expansion por cofactore€l determinante de una matriz se define como la suma
de los productos de los elementos dea fila o columna por sus respectivos cofactores:

desarrollo por cofactores de lafilgo| B @ 0O @ 0 WOo X Wwo
desarrollo por cofactores de la columpdad| B @ 0O @ O WO X 0O

aip aiz2 a3 ejemplo de desarrollo por cofactores de 12a primera fila 5 ,
az1 @22 a3 | = a11li1 +ai2lis +aizAis = ann(—1)"mi1 + ar2(—1)"mis + ai3(—1)"mas
- a2 (23 a21 a23 a21  G22
= a11 — 12 + a3
az2 a33 @31 Q33 a3 as2

ejemplo de desarrollo por cofactores de la segunda columna
= a12A12 + a2 A2 + a32A39 = a12(—1)"maa + asa(—1)*mas + aga(—1)*?mss
air dai3 a1  ais
a1 a23

a21 Aa23
@31 as3

‘|— a9

— — a2

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Matrices. 230 Il 2 ﬂ‘
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DETERMINANTES DE MATRICES CUADRADAS.

Al aplicarel método de cofactoresa unamatrizde orden 3 llegamosa la reglade Sarrus

desarrollo por cofactores de la primera columna,

a1y ax2. A13

‘,v’?\x . 22 423 aiz @13 aj2 @13
(2y-" Q227 23 | = 411 — a1 + asi

Sse” e a32 a33 a32 @33 22 A23
azi-~ Wg2-~ @33

= a1 (a22a33 — az3a32) — a2 (@12a33 — a13a32) + az1 (a12023 — a13a22) n!/:3!=6 sumandos
= Q11022033 1+ (21023032 + 431012023 — 011023032 — 421012033 — 4313413022

El método de cofactorestiene un coste computacionalelevadoya que el determinante se
obtiene como sumade & Atérminos Aunqueeste se simplificaen el calculode determinantes
de matricesconmuchosceros Masadelanteveremosun método maseficiente

" Ejercicio 11Dada la siguiente matriz : b ¢ o A
0 C T P
. v O T Q
a) Determina los menores y cofactores de los elemettosw
b) Calcula el determinante desarrollando por cofactores la primera fila.
c) Calcula el determinante desarrollando por cofactores la segunda columna.
\ y,

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Matrices. 24 } ﬂ‘

de Cantabria



DETERMINANTES: PROPIEDADES.

Efectode lasoperacioneslementalegor filas (o columnaskn el determinante

1. Siseintercambiandosfilas (o columnaskl valordel determinantecambiade signa

P ¢ P Do O P C P 5 o P P C
p O pl S o ¢ p P L o S p p| VU
S P P p O p P p O

2. Sise multiplicaunafila (o columna)por un escalar_ el determinantede la matriz
guedamultiplicadopor _ (tambiénseverificapara _ maungqueno seaOE)

P ¢ P 0 ¢ P ¢ P 5 orc |[P S PG
p o p|l 5 0 ¢ ¢ ¢ pm 0 ¢ ¢ P U
¢ P P ¢ P P ¢ P PG

3. Sisesumaa unafila (o columna)otra multiplicadapor un escalarel determinante
no semodifica

P ¢ p| &° &+& P G P #0 6+c# U T U
P 0p| ¢ P G ¢ p gl v
¢ p P ¢ p P S p P

UC | SD&side,



DETERMINANTES.

Podemosaprovechara propiedadde que el determinanteno cambiaal sumarlea una
fila otra fila multiplicadapor un escalarparahacercerostodos los elementosde una
fila salvouno y despuéscalcularfacilmente el determinante mediante el método de
cofactorespor dichafila. Estemismoprocedimientoesvalidotambiénparacolumnas

ijercicio 12Calcula el siguiente determinante de /1 9 1 2\ o
A — 0 0 1 1
|1 1 0 0
\0 0 1 1)

UC ’ ggi\é%rﬁit%%ﬂu G414. Algebra y Geometria: Matrices.



DETERMINANTES: PROPIEDADES.

4.|_0| _ |o|siendog el orden de la matriz cuadraday _ Tt
C T C P < P P < P
¢ o ¢ [clp o) ¢lp o pl gplfnn
T ¢ ( C p P C P P
) ) P C P P P C
5.0 |o | P O p ¢ O p
C P P P P P
6. Si0 es triangulao| es igual al producto de los elementos de la diagonal.
P < P p T T P Tl TT
m O p 0] P C T G T X T PT
m T G C P P m T C
7.]oo| |of[o]
8.Silo] m |0 | — siendoo lamatriz inversaleo.

UC | Loiersidad G414. Algebra y Geometria: Matrices.
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DETERMINANTES: PROPIEDADES.

9. Si todos los elementos de una fila o columna son nulos, el determinante es nulo.

P P C T (
P vl Tt C ¢ G| T
C P

10. Si hay dos filas o columnas iguales, el determinante es nulo.

Tt Tt

P
C

T T ¢

11. Si una fila o0 columna es combinacion lineal de las demas, el determinante es nulo.

|pnr P 7|

Tt T

¢

UC ‘ ggi\é%rﬁit%%ﬂu G414. Algebra y Geometria: Matrices.



MATRIZ INVERSA.

Dadauna matriz cuadradao decimosque esunamatriz regularo invertible si existe
otra matriz,quedenotamoso  que verifique

56 =6 5="0

Alasmatricescuadradagjue no tieneninversaselasdenominamatricessingulares

Unamatrizessingularsiy solosisudeterminanteescero. S
O singulard |0| Tt

Ooregulary |0] T

PropiedadesSeano y 6 matrices regulares:
/. 0 esUnica (si existe)

il. 0O !
. 00 0O O 000 O 0 0O
Ejercicio 13Demuestra la propiedad 0 O 0 . I

UC | SD&side,



MATRIZ INVERSA.

Definicion.Lamatriz de cofactore¢o matriz adjunta) es la matriz formagar los
cofactores de los elementos de la mawizSe denota’Q (Q).

(‘3 0‘ _‘o o‘ ‘0 3‘\
0 5 4 5 4 0
1 0 2 Al,l ALQ Al,S O 2 1 2 1 0 15 0 —12
A=10 3 0 :>Adj(A): Azﬁl AQ’Q Azyg = —‘0 5‘ )4 5‘ —‘4 0‘ = 0 -3 0
4 0 5 Asq Azs Ass 0 2 [ 2 Lo —6 0 3
\ [3 0 0o o |o 3 )

La inversa de una matriz regufase obtiene como | 0Q® 0 Q&
la traspuesta de la matriz adjunta dividida erdig |0 DS DS

L (A A As\T /15 00 —12\ L /15 0 6 ~5/3 0 2/3
At = — Ay, Ayy Ass|=—10 =3 0o |=—|0 -3 o= 0 1/3 0
A\ AL Asn Ass) P\6 o0 3 P\-12 0 3 43 0 —1/3
0
0
1

UC | SD&side,



EJERCICIO: ECUACIONES MATRICIALES.

/Ejercicio 14Resolver la siguiente ecuacién matricialo 0 0. )
p Mg\ . (P O\ . P9
0 (n D q)h o |¢ p|h O T P
¢ O p ¢ P P q

UC | Lhigsdad G414. Algebra y Geometria: Matrices.



MATRICES ORTOGONALES.

Unamatriz cuadradase define comomatriz ortogonalsi suinversaesiguala sumatriz
traspuestaDemaneraque=—* =+ 8

0 =0

Propiedad.El determinante de una matriz ortogonal@e p.

Sio =0 + |0 o)
r— .. .« N ™\
Ejercicio 15Demuestraque © =0 t |O] o)

Ejercicio 16Determinar si la matrid es ortogonal.

UC | D&,



OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Se definen tres tipos deperaciones elementales por filas
Tipo l.Intercambiar dos filas.G;

¢ 0\ A
b))
T P
Tipo Il.Multiplicar una fila por un escalar, T8O )
p o 1\ OO0 ov P o
(T U p) O ( T[)

Tipo lll.Sumar a una filaotra filaj multiplicada por un escalaB G, 0_

C G ”n c G LAY r C G
- (@ L
0] o) o P 0] o)

UC | D&,



OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Definicion Sedenominamatriz elemental%a una matriz cuadradaque resulta de
efectuar una operacionelementalen la matriz identidad ) . Portanto, definiremos
tres tipos de matrices elementalesasociadasa cadatipo de operacionelemental

%r 6 (1) (1)8
Q "4 0 0 Ga

Tipol) © %; Tipo 1170 © %(1) Tipo 11110 © %;(})

@jerciciol?. Determinasi las siguientesmatrices son elementales,y de ser asiqu@

operacionelementaltienenasociada

LS LS o) W p T p T p T P T T
A=l Tt p nh":( p),C m o n|,D |mp n)Eqn p m),FHmT ¢ 1 T
pTt m ¢ p T T Tm T P

P T T 1T P
J

\_

UC | SD&side,



OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Realizaruna operacion elemental en las filas de una matriz 0 es equivalente a
multiplicar A por la izquierda por la matriz elemental que correspondea dicha

operacionelemental

C P M P\ en ¢ p M D o ¢ p M p
| (p ¢ P c)oth)<0 T D n) (c p;')(p ¢ P c)
o p T P o p T P m m p/N\a p T P

\

\

—

On( @ 0

@jerciciol& Dadadasmatriceso y 0, realizalassiguientesoperaciones A
a)Or0 A O(c)0 c)OyB PP CQ
AR As(c ¢ o) B=(G ¢ Q)
d) 0,0 (c)d €)d0y 0o C o P
\ J
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OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

ObservacionTodas las matrices elementales tienen inversa.

Definicion Se denominamaitriz elementalinversa©  a la matriz que revierte la
operaciénelementalE F [ [ L

Tipo 1.'G, es la operacion inversa da,.
Tipo II.'CpM  es la operacion inversa déd).
Tipo II'G,0 1 es la operacion inversa dg,a .

(Ejercicio 19Escribe las siguientes matrices considerando orden 3. )
)0 @O ¢ ¢ Ox( 0
Ejercicio 20Determina los siguientes determinantay|On|b)[O v | @ [Of v |
Ejercicio 21CalculéOr'0 1 'O pft ‘O;0f0 (p P C)
A={c ¢ ©
p ¢ O
. J
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EQUIVALENCIA POR FILAS.

Definicion Sedice gue dosmatriceso y 0 sonmatricesequivalentespor filas! D "
si se puedetransformaro en 0 medianteunasucesiénde operacionelementales
por filasOHO 8 hO g,

OO0 EOOO6 68 06 O O 80 0O 6

[Ejercicio 22Dado6  O0O0o0con0O © (—) O Oy( plyo=0; N
a) Obtén la matrid. r
b) Expresa la matria en funcién ded 8 | (; 1‘2 2 C)
P P ¢ O
- y

UC | Lhigsdad G414. Algebra y Geometria: Matrices.




METODOS DE ESCALONAMIENTO DE MATRICES.

De entre las infinitas matrices equivalentespor filas nos interesan dos tipos de
matricesequivalenteslas matricesescalonaday la matriz escalonadaeducida(esta
ultimaesunica)

Los meétodos de escalonamientade matricesnos permiten obtener dichasmatrices
equivalenteamedianteoperacioneslementaleor filas

C Método de Gausspermite obteneruna matriz escalonadaequivalente
C Método de GausslJordan permite obtener la matriz escalonada reducida
equivalente

Algunasde las aplicacionesdel escalonamientode matrices son la resolucionde
sistemagde ecuacionegdineales(lo veremosen el tema 2), determinarel rangode una
matrizy el calculode lainversa(lo veremosal final del tema).
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MATRICES ESCALONADAS.

Definicion Se denominanatriz escalonadqo escalonada por filas) a una matriz que cumpla
las siguientes propiedades:

A Sio tiene filas nulas, estas son las filas inferiores.
A Todopivote (primer elemento no nulo de una fila) esta mas a la derecha que el de la fila

anterior. L
T P p C T

Tm T T Tt Tt
T T T 1T TT

Si ademasle las propiedades anteriores la matriz cumple las siguientes dos estansera
maitriz escalonada reducida — R L
A Todos los pivotes son 1. moT mom

p
A El resto de los elementos de leslumnaspivotalesson 0. E E - "

A A A
=

Tt
Tm TT

‘Ejercicio 23Determina si las siguientes matrices son escalonadas o escalonadas reducjdas.

¢ U L P W T T X P Qmnm m T 1T 1
A oo 1) B (n T TT c4T 0 @ p ¢ T (p o T p) rEd T Qmt Qm p
nnc’ m TP ¢/’ mpPpP O ¢ of T T P C m T mn T ¢ O
m T TmImn T pp M 1T T T T T

\\
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METODO DE GAUSS.

Los pasos dehéetodo de Gauss o eliminacion gaussiana
Comenzando por la primera columna no nula necesitamqgavate en la primera fila.

Para ello intercambiamos filas si es necesdbi (ipo 1) T TG T\ Oy PGP
A G P G Pl (T TG
PC PP P C PP
. : : i ¢ T T p C T T p
Hacemos ceros por debajo del pivote media@te tipo Il

PGP P G P P G P

mm ¢ 1|0 pfg [M T ¢ T LN (« m T C T

P C p P © T ofq¢ T pIc © LSS (S | R 0 (¢

¢ T T p ¢ T TP m O ¢ T

)

¢5 El nuevo pivote lo obtenemos avanzando una fila y columna mas. Mediante intercambio
con filas inferiores conseguimos un pivote y hacemos ceros por debajo de él.

P ¢ p\ O P G P\ "C( ofod)="0:( <) P G P
19 L G o nm T 1 pig o nm T 1 pig
| of¢ T pIC m 1T C 1 m T C T
nl o ¢ T m O ¢ T T T G P
P Q P\ Ghop P < p
E Z[ |LQ3C o E 1}; 1t pz’c llegamos a una matriz escalonada y equivalente por filas a la matriz A
T T C P T T T
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METODO DE GAUSS.

éjemplo 1. Obtén una matriz escalonadaequivalentepor filas a 0 mediante eﬁ

metodode Gauss /m m ¢ T
o=l T P G P
m¢ pp
m o T P
n G P
n ¢ P TT C p .
m T ¢ T\ )
O ([m m g T O ¢ (MM o¢ T G ofmm ¢ T
Ad T P G P 5 h o TG p
T ¢ pop nme¢ pp © T T O P T o c
m o T p nm o mop mao T p
T G P Oy ol " S P\ por simplificar escribimos el resultado de las dos
T TT T o) o t OE para anular los elementos bajo el pivote 2.
A o Tonom pU
m i @ Q
T C p O T ¢ p Si en vez (@ en la primera OE hubieramos
T T T o T T r | realizado0; o "O; hubiéramosliegado a otra
T TT TU |/ — = matriz equivalentepor filas diferente
K m T TP m T T T

Universidad
de Cantabria
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METODO DE GAUSS.

éjemplo 2. Obténunamatriz escalonada equivalentea 6 medianteel método \

de GaussObtén|o | apartir de |O]. mTmT ¢ o
{9 @ p ¢
O c ¢ ™ P
T 1m ¢ O @ p Q o @ p G m T P U
B4 ¢ @ p G © g " 1CT ¢ TG ? | comono hay pivotes no nulos en
c @ T p P P mm p O ] filasinferioresavanzamosl columna
m T P U m 1T p U it P U
¢ P Q ¢ P Q
T TU 0] Or Op7C T TT 0]
m 1T | P o m T T ()
G pAC
L v o S Si la matriz es cuadrada llegaremos
C siemprea unamatriz triangular superior
AT
O 0 o o
T 1T Tt TT TT Tt |O| |O|:O
T T T | G m T T T
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METODO DE GAUSS.

Elmétodo de Gaussnos devuelveuna matriz escalonadaquivalentepor filasa o.
Pero podemos llegar a una matriz escalonadamediante otras sucesionesde
operacioneselementales,uegouna matriz no es equivalente por filas a una unica

matriz escalonada

/Ejemplo 3 Vamos a convertir la matriz en escalonada utilizando dos sucesiones distﬁis

de operaciones elementales por filas. ® ¢ C
Siguiendo el método de eliminacion Gaussiana simple: g T L
L TN (0) LI (0) O T
® ¢ ¢ ® G G ¢ G G ¢ G G
¢ p o] © m pfo p@c|© m pfoc p @o|O nm pfo p@oc| O 0D 0
g T U Py T U nm tAo ¢ do T T X
Siguiendo otra sucesion de operaciones elementales por filas:
O 0 o O T
® ¢ ¢ ¢ p O ¢ p © ¢ p O ) 5D 5
¢ p 0]° (e ¢ ¢]° m op pp ° mop pp O ’
g T U Y T U Py T v T T X
\ Tanto B com@ son equivalentes por filasfa /
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

Pasos demétodo de Gausgordanpara obtener la escalonada reducida equivalente por filas:

Comenzando por la primera columna no nula necesitamos un pivote en la primera fila. Para
ello intercambiamos filas si este es n(@Etipo 1),

. : 20 : _ 00 2 4 2 1 21 1 L1 2
y conseguimos pivote unitario mediante OE tipoll. |2 1 2 1 |s. [0 0 2 4| rnam [0 0 2 1
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
2 4 0 1 2 4 0 1 2 4 0 1
Hacemosceros por debajo y por encimdel pivote medianteOE tipo Il 1 Lo L
F31(=1) 0O 0 2 4
Fyq(—2) 0 % 0 %
0 3 -2 0

€3 Avanzamosinafila y columna Mediante OEtipo | y Il confilas inferioresconseguimosin
pivoteiguala 1l y medianteOEtipo Il hacemoscerospor debajoy por encimade él.

1 3 1 3 1 é L3 1 3 1 %
0 0 2 4 | Fs 0 5 0 35 F5(2/3) 01 0 3
0 2 0 3 00 2 4 00 2 4 llegamosa la matriz escalonadareducida
03 -2 0 03 20 03 =2 0/ equivalenteporfilasala matriz A
1 11 % 1 0 1 % 100 0
meco, [0 40 4 ), [0 40 ] I
hago ceros ) . hago ceros ) . repetimos para 0 01 0
por debajo 0 =2 - por encima\ 0 0 =2 - columnas 3 y 4 0 0 0 1
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Teorema Toda matriz es equivalente por filas a una Unica matriz escalonada red¢|cida.
@jemplo 4 Aplicamos el método de Gaudsrdana la matrizo 8 )
T ¢ @ o ¢ p g ¢ plo cio ¢ pfo ¢fo
o @ p C Ch|mm ¢ @) O-(m T g ® |0y o [mm 0)
oo n p|] °\oe m p o o @ p 0 T p o
T T P L m T P V) T TT P U T TT P L
P ¢ pfo cfo C pfo c¢io o p C pfo c¢Xo ¢ T vio
m [T ¢ @ o= [T T 9) o T T o |'o; Pln n 9]
mm P o|] oS \mm p o T T T o] o°%\nm | o
T [T p U mT T P U G P \nn = q T T T |G

¢ TU uvfo ¢ TU ufo oV C TU TI
'O Pln m o | O ¢fm m o O 3 T T Tt
o \m mom O m T T - T T T
T T T ¢ T T T T O, © M T T T
. J
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