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LENGUAJE MATEMATICO.

Un conjunto es una coleccion de elementos. Podemos definir un conjunto listando sus
elementos entre llaves.
A= {al,ag,ag, }
simbolos matematicos

X € A significa que x es un elemento del conjunto A, es decir, x pertenece al conjunto A.
Por el contrario, x € A indica que x no pertenece al conjunto A.

B c A significa que B es un subconjunto de A, es decir, todos los elementos de B pertenecen
también a A.

 El simbolo (cuantificador) "V" es una forma abreviada de escribir para todo o para
cualesquiera de los elementos que vienen a continuacion. Vx >1,x%>x

* El simbolo “>” denota sumatorio y se utiliza para expresar de forma abreviada sumas.
El simbolo,“IN” denota productorio y se utiliza para expresar de forma abreviada productos.
tr(4) = Za“ = Gt det(D) = [liz; ai; = a11 Az - Ann n! = []3
i=1
* El simbolo “=" es una férmula abreviada de escribir implica, es decir si la afirmacién
(proposicion) que se escribe a su izquierda se verifica entonces se verifica la que escribe a su
derecha. El simbolo “©” es una férmula abreviada de escribir “si, y solo si”.

i=11
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LENGUAJE MATEMATICO.

Tanto el simbolo "|" como los dos puntos “:” se usan para expresar matematicamente “tal que”.
Numeros complejos C

Numeros reales R
Racionales

Conjuntos numeéricos

N = {0,1,2,3, ... } numeros naturales
Z={..,—-3,—-2,—1,0,1,2,3, ...} numeros enteros

Q = {% a,b € Z, b # 0} numeros racionales

Los numeros irracionales no se pueden

expresar como una fraccion y tienen infinitos 1/3 -2/3
decimales no periddicos. 5.3; maginarios
C = {a + bila,b € R} 3i —2
(. .. . . . . . )
Ejercicio 1. Determina la veracidad de las siguientes afirmaciones.
a)44 € Z b) % es irracional c)2r e R d)-10¢€ N e) 11,23 € Q
. J
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LENGUAJE MATEMATICO.

ijercicio 2. Da 2 elementos de cada conjunto y determina qué lugar geométrico representan\
los siguientes subconjuntos de R? = {(x,y)|x,y € R}oR3 = {(x,y,2)|x,v,z € R}

A= {(x,y) ER*|x* +y? =1}, B={(x,y) ER*|x +y =1},
C={(xv,z) ER3x+y=1)}

\Utiliza la herramienta GeoGebra 2D y 3D para representar dichos conjuntos. y

Un conjunto es equivalente a otro si ambos contienen los mismos elementos, aunque estos
puedan estar expresados o escritos de diferentes maneras.

Ejercicio 3. Empareja los siguientes conjuntos con sus equivalentes. A
A={(x,y) € R*|x* + y* = 25} £={0,1,2}
B={x € N| x < 3} F=[2,4]
C={xeR|2<x <4} G=[2,4)
D= {x ER|2 < x <4} H: circulo de radio 5 centrado en el origen y
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INTRODUCCION A LAS MATRICES.

Una matriz es un conjunto de elementos di11  dp2 din
(normalmente numeros) dispuestos en m filasy n A [ @21 Q422 din-1  d2n
columnas. mxn — :

El tamafio de la matriz es m X n. dm1 4mz " 4mn

Las matrices se denotan con letras mayusculas A,B,C... y sus elementos aij, bij, cij con la
misma letra en minuscula y subindices que indican la fila i y columna j del elemento.

/Ejercicio 4. Determina:

a) tamano de A, elemento a,,, tercera fila de A. 4 5 [m,n]=size(A)
6 2 A(1,2)

A(3,:)

2 1 A=[21;45; 6 2] \

b) tamafio de B, elemento b,3, primera columna de B.

1 —1 3 [m,n]=size(B)
3 -2 5/ B3

\_ Y,

2 2 1 B=[221;1-13;3-25]
B:< )
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TIPOS DE MATRICES.

Atendiendo a sus elementos: (2 420 3 )

* Matriz compleja a;je C Vi, j 1 —i

o 1 -1 m/2
* Matrizreal a;;e RVi,j (0 2/3 (/) )
* Matriz nula o matrizcero a;; = 0 Vi, j (8 8 8)

Atendiendo al tamano:

* Sim = n matriz cuadrada de orden n 2 2 1
En una matriz cuadrada la diagonal principal es el conjunto de
elementos donde la fila y columna coinciden.

* Sim = 1 matrizfila, tamano 1l X n

1
* Sin = 1 matriz columna, tamafiom X 1 <3>
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TIPOS DE MATRICES.

= Matriz triangular superior a;; = 0 Vi > j 2 2 1 0 2 1
" Matriz estrictamente triangular superior a;; = 0 Vi = | (8 _01 g) (3 g (3)>
" Matriz triangular inferior a;; = 0Vj > i 2 0 0N /0 0 0
" Matriz estrictamente triangular inferior a;; = 0 Vj =i (1 -1 0) (1 0 0)
3 =2 5 3 =2 0
" Matriz diagonal a;; = 0 Vi # j
Una matriz diagonal es una matriz triangular superior e inferior 5 0 0 100
* Matrizidentidad a;; = 0Vi # jya; = 1Vi=j <8 —01 g) fs = (8 (1) (1’>
Una matriz diagonal es una matriz diagonal con unos en su
diagonal principal. diag([5-1 2]) eye(3)

1 2 3
" Matriz simétrica a;; = a;; Vi, ] (g 26 —06>
N 0 2 -3
" Matriz antisimeétricaa;; = —a; Vi#jya;; =0Vi=j (‘32 —06 8 )
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MATRICES CUADRADAS.

En las matrices cuadradas, se llama traza a la suma de los elementos de la diagonal principal.

tr(A) = 2j21 Qi = Qg1+ Ay + -+ Apy

trace(A)

(Ejercicio 5. Clasifica las siguientes matrices segun los tipos vistos anteriormente: real, )
compleja, nula, cuadrada, matriz fila, matriz columna, triangular (estrictamente)
superior/inferior, diagonal, identidad, simétrica o antisimétrica. Identifica el tamaiio,
y si corresponde la traza de la matriz.

0 0 2 1 0 4 5i
A=(1 2),B= (0), C= (0 0 3), D=<4 0 —2>,E=
3 4 |
0 0 0 0 5i —2 0
\ Y,

SO O
S O - O
O = O O
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OPERACIONES BASICAS CON MATRICES.

 Lasuma de matrices A y B del mismo tamafo m X n es igual a una matriz C de
tamafiom X n donde: ¢;; = a;; + b;j Vi,j

(O 2 —2) + (1 —3 —1) B (1 —1 —3)

2 4 0 2 3 0 4 7 0

La suma de dos matrices reales del mismo tamafio m X n es otra matriz real del mismo
tamano. Por tanto, el conjunto de matrices reales de tamano m x n es cerrado bajo la suma.

* El producto de un escalar A € R por una matriz A es igual a la matrizC = A4
donde cada elemento de la matriz queda A multiplicado por el escalar: ¢;; = Aa;;

_4(0 2 —2)_(0 —8 8)

2 4 0 -8 =16 O

El resultado de una matriz real multiplicada por un escalar es una matriz real del mismo
tamano. Por tanto, el conjunto de matrices reales de tamafno m x n es cerrado bajo la

multiplicacion por un escalar.

Nota: Se dice que un conjunto es cerrado bajo una operacion si, al aplicarla a los
elementos del conjunto el resultado pertenece al conjunto
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OPERACIONES BASICAS CON MATRICES: PROPIEDADES

Sean A, B, C matrices y A, f escalares:
Propiedades de la suma de matrices:

* Asociativa:A+(B+C)=(A+B)+C
e Conmutativa:A+ B =B+ A
 Elemento neutro de la suma de matrices

A+0=0+A=A O: matriznula

 Elemento opuesto: A —A =0
Propiedades del producto por un escalar:

e Asociativa respecto del producto de escalares:

(1B)A = A(BA)
* Distributiva respecto a la suma de matrices
AMA+B)=1A+ 2B

e Distributiva respecto a la suma de escalares
(A+B)A=21A+ BA

c1A=A

UC | D&siced,

ﬁecordatorio. Propiedades de la suma y el \

producto de escalares.

Propiedad asociativa
A+ (B+y)=A+ (B+y) (A-B)-v=A-(B-Y)

Propiedad conmutativa
A+pP=p+ 1 A-f=0-1

Propiedad distributiva
A-(B+y)=A-f+A-y
(B+yY)A=f - Aty - A
Elemento neutro
0+ A=1 11=A

Elemento opuesto (o inverso para el producto)

\/1—/1=0 /1%=1 con)l;tO/
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EJERCICIO. RESOLUCION ECUACION MATRICIAL.

3X+A=8B

(5 2o

-3 4
2 1

)

@ercicio 6. Halla el valor de la matriz X dada la siguiente ecuacion matricial:

~

UC | D&,
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PRODUCTO DE MATRICES.

El producto de dos matrices se define para el caso en el (m xn): (nxp) = (m xp)
que el ndmero de columnas de la primera es igual al ——T70O)0 77 ~—T>™—  —»—~

; . tamano de A tamano de B tamano de C
numero de filas de la segunda.

Sea A una matriz de tamaho m X n y B una matriz de tamafo n X p, la matriz C resultante del
producto de A y B es una matriz de tamano n X p, cuyos elementos se obtienen multiplicando
la fila i de A por |la columna j de B segun la regla:

alj n
cij = (@1 Q2 Qi) | = | = Z Ak by
Anj k=1
columna 3
2 -1 0 3 8 5 3 12 20 10 2
fila2 |[Z3006 08 |[ 6 —4 0 4 |=[ -71 —84 1| 19
23 =(-3)(5) + (5)(0) + (8)(2)=1
0o 7 8 4 _5 9 1 74 _63 16 36 23 =(-3)(5) +(5)(0) + (8)(2)
33 3 X 4 3 X4
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PRODUCTO DE MATRICES.

Veamos otras formas de ver el producto de matrices que nos seran utiles en la asignatura.

Cada columna de |la matriz producto AB se obtiene multiplicando A por la columna
correspondiente de B.

¢y Co Oz Cy Ay Acs Ads Aéy
2 -1 0 3 8 ‘9 3 12 20 10 2
-3 5 8 -6 —4 0 4 |=| -7 -84 '1 19
0 7 8 -4 =52 1 -7 —68 16 36

El producto de una matriz por un vector columna es igual a la suma del producto de cada
elemento del vector por su columna correspondiente de la matriz (es decir, la
combinacion lineal de las columnas de la matriz con coeficientes iguales a los elementos

del vector).

2 1 0 5 10 2 —1 0
-3 5 8 O |=11]|=5|-3|+0| 5 |+2]|8
07 8 2 16 0 7 8
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES.

Sean A, B,C € My A, §§ escalares:

* Asociativa del producto de matrices
A(BC) = (AB)C

* El producto de matrices no es conmutativo | AB # BA

SR RN R R

o | | . _ (1 3y o_(2 0
SiAB = BA se dice que Ay B son matrices conmutativas. A = (2 4) B = (0 2)

* Distributivas respecto a la suma de matrices
A(B+ C) = AB + AC (por la derecha)
(B+ C)D = BD + CD (por la izquierda)
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES.

* El elemento neutro del producto matricial es |la matriz identidad /.

O 1 2 1 1 0 0/0 1 2 1 0 1 2 1 (1) (1) 8 8
(1 2 0 3 |=10 1 OJt1 2 O 3 =11 2 0 3 00 1 0
3 9 7 10 O 0 1/\3 9 7 10 3 9 7 10 00 0 1

* En general, no se cumple la propiedad de cancelacion. Es decir, AB=AC no implica B=C

1 2\/2 3 1 2¢(0 1
(2 4-) (1 1):(2 4) (2 2) Recordatorio. Cuando trabajamos con escalares

A B A C xy=xz -y=2z si(x#0)

* En general, AB=0 no implica que A o B sean matrices nulas.

(5 2)6 23 o
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES CUADRADAS.

Sean A, B, C € M,, matrices cuadradas de orden n.

El producto de dos matrices triangulares, ambas superiores (inferiores), es otra matriz
triangular superior (inferior).

1 2 1\/3 2 1 3 4 8 1 0 0/3 0 O 3 0 0
0 3 3J]{0 1 3=10 3 12 2 3 0J{1 1 0)=19 3 O
0O 0 0/\0 O 1 0 0 O 1 0 1/ \2 3 1 5 3 1

El producto de dos matrices diagonales es otra matriz diagonal cuyos elementos
diagonales son los productos de los elementos diagonales de las matrices originales.

1 0 0N/2 0 O 2 0 0
0O 3 0 0O 2 0)]=10 6 0 Cii = aiibii
0O 0 1/\0 0 2 0O 0 2

Definicion. La potencia k-ésima de una matriz cuadrada A es el producto de A por si misma,
k veces, con k positivo y entero. Ak =A-A-A- - A
Por convenio, A% = I | |

k veces
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EJERCICIOS

(jercicio 7. Indica si las siguientes operaciones estan definidas y de ser asi calculalzh
a)AB,b)BC,c) A3

1 0 1 15 0
(2 3 1y . [~ (-
A<(s _2),B—< 1 2>,C—< 1 4 2)

-2 3 -2 -2 3

Ejercicio 8. Siendo A y B matrices cuadradas determina si las siguientes igualdades
se cumplen.

\(A + B)?= A% + 2AB+ B* (AB)* = A*B* /
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MATRIZ TRASPUESTA.

La matriz traspuesta A' de una matriz A se obtiene intercambiando las filas por las

columnas.
2 o\ A ) % -
Az((z) g —31 —12)_’At= g —21 ST I
—2
1 -2
tamano 2 X 4 tamaino 4 X 2 tamano 4 X1 tamano 1 X 4
Propiedades:
L (AYHt= A
I (M)t= At
Il (A+ B)t= A+ Bt
V. (AB)'= Bt A
V. Asimétricac A'=A
VI. A antisimétrica & A' = —A4A
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MATRIZ TRASPUESTA: TEOREMAS.

Tres teoremas para matrices cuadradas

Teorema. Dada una matriz cuadrada 4, A+A" es una matriz simétrica.

Demostracion. Sea S = A+A! comprobemos que S es simétrica.
St=(A+ A=A+ (A t=A'+ A=A+ A =S, ypuesto que S = S, S es simétrica.

Teorema. Dada una matriz cuadrada A, A-A’ es una matriz antisimétrica.

Demostracion. Sea T = A — A' comprobemos que T es antisimétrica.
Tt=(A — AY) t= At — (AD)'= A' — A= —T, y puesto que —T = T*%, T es antisimétrica.

~ =

Teorema. Toda matriz cuadrada A puede escribirse como la suma de una matriz simétricay
una matriz antisimétrica.

A =~ (A+AY) + 2 (4 -4

Y

matriz simétrica S matriz antisimétrica T
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MATRIZ TRASPUESTA: TEOREMAS.

Teorema. Sea una matriz 4, entonces tanto AA" como A A son simétricas.

Demostracion. Sea S = AA* comprobemos que St=S
St = (AAD)'= (AD)TAL = AAT = S

@ercicio 9. Dadas las matrices Ay B \
a) Expresar A como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica A — (
b) Obtener una matriz simétrica a partir de B.
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DETERMINANTES.

El determinante es un valor numérico asociado a una matriz cuadrada. Para una matriz 4,
el determinante se denota det(A4) o |A| (no confundir con valor absoluto de un escalar).

Calculo de determinante de matrices de orden 2:
det(A)

A11_.0412
B ‘ = Q11022 — A21012
az1 22

3 -1, o ..
X 2‘_32 1(=1)

Regla de Sarrus: Calculo de determinante de matrices cuadradas de orden 3:

9 G12 -413
Az :,\@25»}‘42 3
asi “Azz "Ass
1 2 1
4 -3 0
2 1 1

= (11053033 + Q1073031 + A1302103; — (A13072031 + A110303; + A120,1033)

=1-(-=3)-14+2:0-244-1-1—(2-(-3)-1+2-4-1+1-0-1) = —1
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DETERMINANTES DE MATRICES CUADRADAS.

Definiciones. Se denomina menor del elemento a; ; de una matriz al determinante de
la matriz de orden n — 1 resultante al eliminar la fila i y la columna j. Se denota m; ;

El cofactor (o adjunto) del elemento a; ; viene dado por 4; ; = (—1)'*/m;

Método de expansion por cofactores: El determinante de una matriz A se define como la suma
de los productos de los elementos de una fila o columna por sus respectivos cofactores:

desarrollo por cofactores de la fila i: [A| = X1 a;j Aij = ajn A + aidip +..taimAig
;. _ \'n _

desarrollo por cofactores de la columna j: |[A| = Yi_  a;; A;j = a1jA1j + azjAz; +..4anjAn;
aip aiz2 a3 ejemplo de desarrollo por cofactores de la primera fila

= anA A Az = an(-1)° ~1)° ~1)*
21 Q22 (23 a11A411 +ai2A12 + a13413 a11(—1)"mi1 + a12(—1)"mi2 + a13(—1)"mas3
G31 O3z 433 aze Qo3 21 as3 21 2

= ai — Q12 + a3

az2 Aa33 azr as3 azp 32

ejemplo de desarrollo por cofactores de la segunda columna
142 242 342
= 12412 + a2 Ao + a32Asz2 = a12(—1)""Pmig + a2 (—1)"""mas + aza(—1)>may
21 Q23 a1 Qa3 a1 Qa3

+a22
az1 ass az1 ass ag1 Q23

— — a2 — as2
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DETERMINANTES DE MATRICES CUADRADAS.

Al aplicar el método de cofactores a una matriz de orden 3 llegamos a la regla de Sarrus.

desarrollo por cofactores de la primera columna,

a a a
11\}2\’\,13 as2 A23 aio ais aio a3
a21-" 0327 @23 | = A11 — 921 + as1
> U 2
am >%1ag \’\213 ) asz2 Aass asz2 ass az2 423
= a11 (ag0a33 — a23a32) — a21 (A12a33 — a13as2) + azy (a12a23 — a13asz) n!=3!=6 sumandos

= (11022033 1 (21023032 + 031012023 — 411023032 — (21012033 — 431013022
El método de cofactores tiene un coste computacional elevado ya que el determinante se

obtiene como suma de n! términos. Aunque este se simplifica en el calculo de determinantes
de matrices con muchos ceros. Mas adelante veremos un método mas eficiente.

" Ejercicio 11. Dada la siguiente matriz 4 : 1 2 3 )
A= 2 0 1
-3 0 2
a) Determina los menores y cofactores de los elementos a,3, as,.
b) Calcula el determinante desarrollando por cofactores la primera fila.
c) Calcula el determinante desarrollando por cofactores la segunda columna.
\. y,
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DETERMINANTES: PROPIEDADES.

Efecto de las operaciones elementales por filas (o columnas) en el determinante:

1. Si se intercambian dos filas (o columnas) el valor del determinante cambia de signo.

1 2 1 1 2 1 1 1 2
F, & F C, o C

1 -3 1|=5""° _° 2 1 1f=-5 * .7 2 1 1|=5

2 1 1 1 -3 1 1 1 -3

2. Si se multiplica una fila (o columna) por un escalar A el determinante de la matriz
gueda multiplicado por A (también se verifica para A = 0 aunque no sea OE).

1 2 1 1 2 1 1 2 1/2
Cyax1/2

1 -3 1|=5 X2 |3 g 2l=10 XM |2 =6 1|=5

2 1 1 2 1 1 2 1 1/2

3. Si se suma a una fila (o columna) otra multiplicada por un escalar el determinante
no se modifica.

1 2 1 F, - F,+F; 1 2 1 C,-> C;+2C, |5 0 5
1 -3 1 = 2 =1 2 = 2 —1 2| =
2 1 1 2 1 1 2 1 1
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DETERMINANTES.

Podemos aprovechar |la propiedad de que el determinante no cambia al sumarle a una
fila otra fila multiplicada por un escalar para hacer ceros todos los elementos de una
fila salvo uno y después calcular facilmente el determinante mediante el método de
cofactores por dicha fila. Este mismo procedimiento es valido también para columnas.

(Ejercicio 12. Calcula el siguiente determinante de A. /1 2 1 2\ A
4 — 0 0 1 1
1 1 0 0
\0 0 1 1)
. J
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DETERMINANTES: PROPIEDADES.

4. |1A| = A™|A| siendo n el orden de la matriz cuadrada Ay A # 0.

2 4 2 1 2 1 1 2 1
2 —6 2=2<1 -3 1>=231 -3 1[=235=40
4 2 2 2 1 1 2 1 1
1 2 1 1 1 2
5. |A| = |AY] 1 -3 1|=12 -3 1
2 1 1 1 1 1
6. Si A es triangular |A| es igual al producto de los elementos de la diagonal.
1 2 1 1 0 O 1 0 0
0 -3 1| =-6 1 2 0|=2 0 7 0[=14
0O 0 2 2 1 1 0 0 2

7.1AB| = |Al|B|

8.Si|Al#0 |47 = ﬁ siendo A~1 la matriz inversa de A.
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DETERMINANTES: PROPIEDADES.

9. Si todos los elementos de una fila o columna son nulos, el determinante es nulo.

1 0 1 2 4 2
1 0 5|/=0 2 —6 2|1=0
2 0 1 O 0 O

10. Si hay dos filas o columnas iguales, el determinante es nulo.

1 2 1 1 0 O
1 2 1|=0 1 7 7[=0
4 4 2 2 1 1

11. Si una fila o columna es combinacion lineal de las demas, el determinante es nulo.

1 0 4 1 1 1/2
1 2 3(=0 4 2 11|=0
2 4 6 6 4 2
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MATRIZ INVERSA.

Dada una matriz cuadrada A decimos que es una matriz regular o invertible si existe
otra matriz, que denotamos A~ que verifique:

AAT=A"14=1,

A las matrices cuadradas que no tienen inversa se las denomina matrices singulares.

Una matriz es singular si y solo si su determinante es cero. :
Asingulare |4 =0

Aregular © |A] # 0

Propiedades. Sean A y B matrices regulares:
i A les L'mica (si existe)

i (A H 1=
ii. (AB) 1= B 1At (ABC) '=c 1Bt A4~
Ejercicio 13. Demuestra la propiedad (AB) " 1=B"1 471 I
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MATRIZ INVERSA.

Definicion. La matriz de cofactores (o matriz adjunta) es la matriz formada por los
cofactores de los elementos de la matriz A. Se denota Adj(A).

(‘3 0‘ _‘0 0‘ ’0 3‘\
1 0 2 At Ars Ars YT T LA 15 0 -12
A=10 3 0 :>Ad](A): Az’l AQ’Q A2,3 = —‘ ‘ ‘4 ‘ —‘4 ‘ = 0 -3 0
40 5 Agr Ass A Voo ) ¥ 6 0 3
1 252 456,3 0 2 12 1o
\ [3 0 00 o3 )
La inversa de una matriz regular A se obtiene como ) Adj(A)t Adj(AY)
la traspuesta de la matriz adjunta dividida entre |A|: = Al = A
L (A A As\T /15 00 —12\ L /15 0 6 ~5/3 0 2/3
A—lz7 Apy Aoy Apg | =— 0 =3 0 )=—|0 =3 0]=| 0 /3 0
4 As1 Azs Ass “7\-6 0 3 7 \-12 0 3 4/3 0 —1/3
1 0 2\ /-5/3 0 2/3 1 0 0
Comprobacién: [0 3 0 o 1/3 0 |=(0o 1 0] V
4 0 5 0 0 1

UC | SD&side,



EJERCICIO: ECUACIONES MATRICIALES.

@jercicio 14. Resolver la siguiente ecuacion matricial AX + B = C.

1 0 2 1 3 L3
A=<0 1 2>, B=1|2 1], C=10 1
—2 3 1 2 -1 -1 2
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MATRICES ORTOGONALES.

Una matriz cuadrada se define como matriz ortogonal si su inversa es igual a su matriz
traspuesta. De manera que AA* = A4 = 1.

At= A—l

Propiedad. El determinante de una matriz ortogonales 10 —1.
SiAt=A"1 = |A| = +1

(Ejercicio 15. Demuestra que siA‘= A1 = |A| = +1 A
Ejercicio 16. Determinar si la matriz A es ortogonal.
1/2  V3/2 0
A=l —\/3/2 172 0
0 0 —1
g y,
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OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Se definen tres tipos de operaciones elementales por filas:

Tipo I. Intercambiar dos filas. F; ;
2 3 4 -1
(1 0 ) Ff (1 0 )
4 -1 2 3
Tipo Il. Multiplicar una fila j por un escalar A # 0. F;(A)
(1 3 0 ) Fy(— 3) ( 1 3 O)

4 5 -1 — —-12 —-15 3

Tipo lll. Sumar a una fila i otra fila j multiplicada por un escalar A. F; ;(1)

2 3 8 1 2 3 2 3
(1 0>F1'1(2)<1 o) (1 0) ng(z) (1 0)
3 1 3 1 3 1 7 5
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OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Definicion. Se denomina matriz elemental E a una matriz cuadrada que resulta de
efectuar una operacion elemental en la matriz identidad I,,. Por tanto, definiremos
tres tipos de matrices elementales asociadas a cada tipo de operacion elemental:

Eij, Ei ), Ej;(A).
Fi F,A) (1 #0) Fi j(1)

Tipol. I, — Ejj Tipo Il. I, - E;() Tipo lll. I, — Ej;(Q)

Ejercicio 17. Determina si las siguientes matrices son elementales, y de ser asi qug

operacion elemental tienen asociada.

0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
A=010,B=(1 0),c=0—3 olbo=(0o 1 ole=(o 1 ol F={0 2 0 o0
0 0 1 0 2 1 0 0 0 00 1 0

1 0 0
G
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OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Realizar una operacion elemental en las filas de una matriz A es equivalente a
multiplicar A por la izquierda por la matriz elemental que corresponde a dicha

operacion elemental.

2 1 0 -1 F, . (=2) 2 1 0 -1 1 0 0/2 1 0 -1
A= (1 -2 1 —2) 2'1_) (—3 -4 -1 0 ) = (—2 1 0) (1 -2 1 —2)
3 -1 0 1 3 -1 O 1 0 0 1/\3 -1 0 1

\ J \

Ez1(—2) A
(Ejercicio 18. Dadas las matrices A y B, realiza las siguientes operaciones. A
a) E; 34 b) E3(2)A c) E;,B N (% ; §> . (2 5 3)
d) E13E3(2)A e)AE;; 1 2 3 1 2 3
\ Y,
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OPERACIONES Y MATRICES ELEMENTALES.

Observacion. Todas las matrices elementales tienen inversa.

Definicion. Se denomina matriz elemental inversa E~1 a la matriz que revierte la
operacién elemental E. ET'E=EE™ 1 =1,

Tipo I. Fj; es la operacion inversa de F;;.

Tipo Il. F;(1/A) es la operacion inversa de F;(A).

Tipo lll. Fy;( — A) es la operacion inversa de F; ;(A).

Ejercicio 19. Escribe las siguientes matrices considerando orden 3. )
a)Er3 b)E;'(2) ¢ E;53(=3)
Ejercicio 20. Determina los siguientes determinantes a) |E1,3| b) |E»(5)| c) |E2)3 (—5)|
Ejercicio 21. Calcula E; 3B, (4)E (1/4)E, 3E, 3A N (% ; §>
1 2 3
\ J
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EQUIVALENCIA POR FILAS.

Definicidn. Se dice que dos matrices A y B son matrices equivalentes por filas A ~¢ B
si se puede transformar A en B mediante una sucesion de operaciones elementales
por filas E4, E,, ..., Ej:

EvEvw.q - E;E;A =Bo A=E[YE;Y . EY E;'B

[Ejercicio 22. Dado B = E3E,E{Acon Ey = E; (%), E, = E3,(—1),yE3=E;; A
a) Obtén la matriz B. 2 6 2 4
b) Expresa la matriz A en funcidn de B. A= (1 0 2 2)
1 1 2 3
\_ J
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METODOS DE ESCALONAMIENTO DE MATRICES.

De entre las infinitas matrices equivalentes por filas nos interesan dos tipos de
matrices equivalentes: las matrices escalonadas y la matriz escalonada reducida (esta

ultima es Unica).

Los métodos de escalonamiento de matrices nos permiten obtener dichas matrices
equivalentes mediante operaciones elementales por filas:

dMétodo de Gauss: permite obtener una matriz escalonada equivalente.
(dMétodo de Gauss-Jordan: permite obtener la matriz escalonada reducida

equivalente.

Algunas de las aplicaciones del escalonamiento de matrices son: la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales (lo veremos en el tema 2), determinar el rango de una
matriz y el cdlculo de la inversa (lo veremos al final del tema).
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MATRICES ESCALONADAS.

Definicion. Se denomina matriz escalonada (o escalonada por filas) a una matriz que cumpla
las siguientes propiedades:
e Si A tiene filas nulas, estas son las filas inferiores.

* Todo pivote (primer elemento no nulo de una fila) estd mas a la derecha que el de la fila
19 00 7 0

anterior.

0311 20
00 00 1 0
00 00 0 0

Si ademas de las propiedades anteriores la matriz cumple las siguientes dos esta sera una
matriz escalonada reducida: 019 0 0 0 0
e Todos los pivotes son 1. 0001100
: 0000 O0T10
* Elresto de los elementos de las columnas pivotalesson0. \, , , o o o 1

f = o« o . . . . . .
Ejercicio 23. Determina si las siguientes matrices son escalonadas o escalonadas reducidas.

2 £ & 1 9 0 0 7 1 —i 0 0 —4 0 -4
0O 0 0 O 0O 3 6 1 2 4 1 3 0 1 O ¢« 0 441 0 -1
= = = D= E=
A (8 é g)' . (0 0 1 2) ¢ 0 11 -3 2 3/ (0 0 1 2)' 0O 0 O 0 2 3
O 0 0 0 1 1 0O 0 O 0 0O O

\\
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METODO DE GAUSS.

Los pasos del método de Gauss o eliminacion gaussiana:

Q Comenzando por la primera columna no nula necesitamos un pivote en la primera fila.

Para ello intercambiamos filas si es necesario (OE tipo I) 0 0 2 4\p,/2 1 21
2 1 2 1 0 0 2 4
A= -
1 2 11 1 2 1 1
. . : : 2 4 0 1 2 4 0 1
Q Hacemos ceros por debajo del pivote mediante OE tipo lil.
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 2 1 1 > 0 3/2 0 1/2 N 0 3/2 0 1/2
2 4 0 1 2 4 0 1 0 3 -2 0

)

¢5 El nuevo pivote lo obtenemos avanzando una fila y columna mas. Mediante intercambio

con filas inferiores conseguimos un pivote y hacemos ceros por debajo de él.
2 1 2 1\ Fa/2 1 2 1\p,318-F,-2 /2 1 2 1

0| 0 2 4 . 0 3/2 0 1/2 . 0 3/2 0 1/2

0/3/2 0 1/2 0 0 2 4 0 0 2 4

or 3 -2 0 O 3 -2 0 o o0 -2 -1

2 1 2 1\ Es®» /2 1 2 1

0 3/2 0 1/2 - 0 3/2 0 1/2 llegamos a una matriz escalonada y equivalente por filas a la matriz A
0O O 2 4 O 0 2 4

0O 01 -2 -1 o 0 o0 3
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METODO DE GAUSS.

@emplo 1. Obtén una matriz escalonada equivalente por filas a A mediante em

meétodo de Gauss. 0 0 2 4
A= 0O 1 2 1
0 2 1 1
0 3 0 1
@ wo:za 1z @ oaaoay 002
0 1 2 1 Fl 2 0 0 2 4 F3,1(_2) 0 0 2 4 4’1( ) 0 0 3 1
0o 1 2 1 0o 1 2 1 g -
. F5,(3/2) Por simplificar escribimos el resultado de las dos
0 0 |2 ’ 00 2 4 o lar los elementos bajo el pivote 2
- para anular los elementos bajo el pivote 2.
0 0 |-3 -1 F,,(3) 0.0 0 5
0 0 —6 —2 4,2 0 0 0 10
o 01 2 1 01 2 1 Si en vez F,, en la primera OE hubiéramos
00 2 4 F4,3(_2) 0 0 2 4 realizado F, 3 o F,, hubiéramos llegado a otra
0 0 o075 = 0 0 0 5§ matriz equivalente por filas diferente.
\ 0 0 0 E) 00 0 0 /
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METODO DE GAUSS.

éjemplo 2. Obtén una matriz escalonada C equivalente a B mediante el método \

de Gauss. Obtén |B| a partir de |C]. 00 2 6
a3 6 -1 2
@ @ 36 0 -1
0 0 2 6 Fi 5 3 6 -1 2 3 6 -1 2 O 0 1 5
3 6 -1 2 0 0 2 6 |FBa=Doro 2 |
B= - 3 6 0 —1 - olo 1 3 Como no hay pivotes no nulos en
36 0 -—1 - filas inferiores avanzamos 1 columna
o 0 0 1 5 @ 0 0 1 5 0lo 1 5
3 6 -1 2 3 6 -1 2
0 0z & | B2071/2) 00 2 6
JR— ﬁ J—
0O 0 |1 3 F,,(—1/2) O 0 O 6
0O 0 I'1 5 ’ O 0 O 2 . :
Si la matriz es cuadrada llegaremos
0 3 6 — 2 9 3 6 —1 2 siempre a una matriz triangular superior
00 2 6 | 3/0) _[0o 0 2z 6
0 0 0 |—6 10 0 0 -6 |B| = —|C|=0
0O 0 O 2 0O 0 O
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METODO DE GAUSS.

El metodo de Gauss nos devuelve una matriz escalonada equivalente por filas a A.
Pero podemos llegar a una matriz escalonada mediante otras sucesiones de
operaciones elementales, luego una matriz no es equivalente por filas a una unica

matriz escalonada.

/Ejemplo 3. Vamos a convertir la matriz A en escalonada utilizando dos sucesiones distintas\

de operaciones elementales por filas. 6 2 -2
A=12 1 3
8 4 5

Siguiendo el método de eliminacion Gaussiana simple:

Fy1(=2/6) F31(—=8/6) F3,(—4)

6 2 -2 6 2 =2 6 2 =2 6 2 =2
(2 1 3 ) - (0 1/3 11/3) - 0 ‘1/3 11/3 | - (0 1/3 11/3) =B B~ A
8 4 5 8 4 5 0 14/3 23/3 0 O —7
Siguiendo otra sucesion de operaciones elementales por filas:
Fi2 F2,1(=3) F31(—=4)
6 2 -2 2 1 3 2 1 3 2 1 3
(2 1 3 ) . (6 2 —2) - (0 ~1 —11) . (0 ~1 —11) =C Cr~pd
8 4 5 8 4 5 8 4 5 0 0 -7
\ Tanto B como C son equivalentes por filas a A. /
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

Pasos del método de Gauss-Jordan para obtener |la escalonada reducida equivalente por filas:

0 Comenzando por la primera columna no nula necesitamos un pivote en la primera fila. Para
ello intercambiamos filas si este es nulo (OE tipo 1),

c . 20 s . ! 00 2 4 2 1 2 1 1 41 2
y conseguimos pivote unitario mediante OE tipo Il. 21 2 1 |r2 002 4|rmam |00 2 1
— —
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
2 4 0 1 2 4 0 1 2 4 0 1
@ Hacemos ceros por debajo y por encima del pivote mediante OE tipo lll. 1 L1 !
Fa-1) [0 0 2 4
Fyq(—2) 0 % 0 %
0 3 -2 0

€3 Avanzamos una fila y columna. Mediante OE tipo | y Il con filas inferiores conseguimos un
pivote igual a 1 y mediante OE tipo Ill hacemos ceros por debajo y por encima de él.

1 B 1 3 1 é L3 IR | %
0O 0 2 4 Fy 3 0 5 0 3 F2(2/3) 01 0 3
02 0o | 7loo0 2 4 00 2 4 llegamos a la matriz escalonada reducida
03 =20 03 -2 0 03 =20 equivalente por filas a la matriz A
@ 1 11 % ( 1o 1 % 100 0
Fy2(—3) 0 1 0 2 Fi2(—1/2) 0O 1 0 3 01 0 0
hago ceros 00 2 4 hago ceros( 0 0 2 4 repetimos para 0 01 0
por debajo 00 =2 =1/ por encima\ 0 0 —2 —1 columnas 3 y 4 0 0 0 1
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

Teorema. Toda matriz es equivalente por filas a una unica matriz escalonada reducida.
[Ejemplo 4. Aplicamos el método de Gauss-Jordan a la matriz A. )
00 2 O /36 -1 2 1 2 —1/3 273\ O 1 2 —1/3 2/3
36 -1 2| F2(00 2 6) FE(0 0 2 6 | F3:(=3)(0 0 2 6
36 0 -1 - 13 6 0 -1 5 \3 6 0 -1 > 00 1 -3
0 0 1 5 0 0 1 5 0 0 1 5 0 O 1 5
1 2 —-1/3 2/3 1 2 -1/3 2/3\"p 4y /1 2 -1/3 2/3 1 2 0 5/3
00 2 6 | L0 0 1 3 N 00 1 3 |\F,&[0 0 1 3
oo 1 -3 Zloo 1 -3 o0 o0 -6) —3lo o0 06
0o 1 5 00 1 5/ FCEDY\g o o 2 00 0|2
o L /1 2 0 5/3 2 1.2 0 5/3\ 1 2 0 0
F—5 [0 01 3 |FEa(-2)[0 0 1 3 13(—3) 00 1 0
o 1lo oo 1 - o0 o0 1 - 00 0 1
0 0 0 2 0 0 0 O F>3(=3) 0 0 0 O
\ Y,

UC | D&,



METODO DE GAUSS-JORDAN.

La funcion de MATLAB rref (reduced row echelon form) nos devuelve la forma
escalonada reducida de una matriz, es decir, implementa Gauss-Jordan.

Ejemplo 6. Obtén las escalonadas reducidas equivalentes de Ay B y determinasi Ay B son
matrices equivalentes por filas.

L2 12 A=[12; 3 4];
A:(?’ 4) B:(O —2) B=[12; 0-2]
Aplicamos Gauss-Jordan a ambas matrices: rref(A)
E1,2(_2)E2(—1/2)E2,1(—3)}1 =1 E1’2(—2)E2(—1/2)B — ] rref(B)

Ambas son equivalentes a la matriz I resultante de aplicar Gauss-Jordan.
Igualando comprobamos que podemos obtener una matriz aplicando OE a la otra.

E19(=2)Ey(—1/2)Ey1(—3)A = Eq12(—2)Ey(—1/2)B
— A= Egjl(—3)_1E2(—1/2)_1(El,z(—Q)_lELg(—2))E2(—1/2)B
— A= Egﬁl(g)Eg(—Q)Eg(—l/Q)B

si son matrices equivalentes por filas

\_ J
Observacion. Dos matrices son equivalentes por filas si y solo si sus matrices escalonadas
reducidas coinciden.

UC | D&,
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METODO DE GAUSS-JORDAN: CALCULO INVERSA.

Teorema. Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si es equivalente por filas a la
matriz identidad.

Al ser las matrices regulares equivalentes por filas a la matriz identidad, la matriz
inversa se puede obtener como como producto de matrices elementales.

\Ek Ek—l cee EZ E]_}A — I
2-1
Obtenemos A~ ! al aplicar a la matriz identidad las operaciones elementales que
permiten transformar A en su matriz escalonada reducida equivalente 1.

(All)—» = — ...— = = {T]A™

operaciones elementales por filas

método de Gauss-Jordan

Propiedad. Si A es regular podemos expresarla como producto de matrices elementales:
EvEp_i  E;E{A=1-> A=EYE;Y .. E; Y E?
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METODO DE GAUSS-JORDAN: CALCULO INVERSA.

@emplo 7. Obtén A~ mediante el método de Gauss-Jordan

y expresa A~! como producto de matrices elementales. A=

|

p—
O~ O N O
— O O
N—

-1 -1 0f1 00y /1 10100\~ (1 10
0 1 2{0 1 0 01 2({0 1 0|]—>(0 1 20
2 1 2|0 0 1 2 1 2/ 0 0 1 0 —1 2| 2
pam (L1010 0N 10 =201 1 0\ /10 -2)-1 -1 0
—=%{o0o 120 10]——=01 2|0 1 0]—%l01 2|0 1 0
0 0 4|2 1 1 00 412 1 1 0 0 1 |1/2 1/4 1/4
o (1 0 0] 0 —1/2 1/2) o (1 0 0| 0 -—1/2 1/2)
—510 1 2] 0 1 0O |——=(0 1 0-1 1/2 -1/2
0 0 1]1/2 1/4 1/4 0 0 1[1/2 1/4 1/4
I A1
Eg’g(—Q)ELg(2)E3(1/4)E1,2Y(—1)E3’2(1)E3)1(—2)E1(—1)14 =1

A—l

0 -=1/2 1/2 -1 -1 0
Comprobacién: | -1 1/2 —1/2 0o 1 2 | =
\ ( /2 1/4  1/4 ) ( 2 1 2) (
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RANGO DE UNA MATRIZ.

Definicion. El rango de una matriz escalonada es el nimero de filas no nulas.

Teorema. Las matrices equivalentes por filas tienen igual rango.

s 2

El rango de una matriz A es el numero de filas no nulas de cualquier matriz escalonada
equivalente por filas a A.

Otras definiciones posibles del rango de una matriz A:

* Elorden de la mayor submatriz cuyo determinante sea distinto de cero.

* El ndmero de columnas pivotales (o numero de pivotes) de cualquier matriz escalonada
reducida por filas equivalente a A.

* El ndmero de filas (o columnas) linealmente independientes de A (tema 3).

L2 3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4
A=(|-1 0 -1 0 -1 0 -1=|-1 0 O0|=|-1 -1 0|=|0 -1 0|=0—=7rg(A4)<3
3 —4 -1 -8 3 -4 -1 3 —4 -8 3 -1 -8 -4 -1 -8
U Gauss 1 92
10 # 0 — rg(A) =2 (orden de la mayor submatriz con determinante no nulo)

1 2 3 4
0 2 2 4
00 0 0 rank(A)

equivalente por filas a una matriz escalonada con 2 filas no nulas
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RANGO DE UNA MATRIZ.

Pregunta. Dada una matriz regular de tamanon = 7, é{cual sera su rango?

En resumen, dada una matriz cuadrada A:

Aregular & |Al#0 & A ~¢ = A tiene rango igual al orden n

[Ejercicio 24. Determina el rango de las siguientes matrices.

s
I
N
o
o |
—
N—
vy
|
o~
o O =
|
CDHL\D
[ T
|
CDC.O’_\
N~
Q
|
R
[y B
|—L
QI\D
f—t
CJ‘(O‘D
N~
|
o OO =
o O ot O
&y
|
|
wl\?
—
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EJEMPLOS DE USO: PROCESAMIENTO DE IMAGENES.

31 212

Las matrices son cruciales para representar imagenes
digitales, donde cada elemento de la matriz corresponde a un
pixel.

Imagenes en escala de gri

En las imagenes en escala de grises cada pixel toma valores
entre O (negro) y 255 (blanco) , con tonos de gris intermedios
representando diferentes intensidades de luz.

Imagenes a color 253247238 25017669

Se suelen utilizar 3 matrices, correspondientes a los canales
de color Rojo, Verde y Azul (RGB en inglés). Cada pixel en una
imagen de color se representa como una combinacion de
estos tres colores, donde cada matriz controla la intensidad de
cada color.
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