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MOTIVACION.

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen en multiples areas de la Ingenieria,
desde el diseio de estructuras complejas hasta el analisis de redes eléctricas a través
de las Leyes de Kirchhoff y la optimizacion de procesos.

Uno de los primeros registros en los que se plantea un problema de sistemas lineales
proviene del influyente libro chino “Nueve capitulos de la aritmética”.

(D Tres gavillas o manojos de una buena cosecha, dos gavillas de una
cosecha mediocre y una gavilla de una mala cosecha se venden por 39
dou. Dos gavillas de buena cosecha, tres mediocres y una mala se i
venden por 34 dou; y una buena, dos mediocres y tres malas se venden
por 26 dou. ¢éCudl es el precio recibido por cada gavilla de una buena
cosecha, cada gavilla de una cosecha mediocre y cada gavilla de una
mala cosecha?

AREREE A P E Y

ES Tomer

Capitulo 8 del libro Nueve capitulos de aritmética, siglo I-1l a.C.
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INTRODUCCION.

Una ecuacidn lineal se trata de una ecuacion polindmica de grado 1: a;x; +a,x, +--- +
AnXy = b

donde a;, b € R, y donde las incégnitas {xq, X5, ..., X} aparecen elevadas a la primera
potencia (no multiplicadas entre si, y sin funciones trascendentes).

A menudo se necesita resolver varias ecuaciones lineales que han de cumplirse a la vez
(sistema lineal de ecuaciones). Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas
tiene la forma:

a11x1 + axo + -+ aipr, = b1 o
coeficientes: a2121 + @29 + - + aspr, = by TErmMINos
A11,A12, o, Amn € R { az1r1+aswa+---+az®, = bz independientes:
o -+ttt = o0 by by, by, ER
|nC0gn|taS: xl) Xz, ey xn € R . Am1T1 + Am2L R AmnLn — bm

3 Solucidn:
—1 (xry) — (172)

Una solucién de un sistema es un conjunto de valores para lasn { T+
incognitas que satisfacen simultaneamente las m ecuaciones. Ty
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CLASIFICACION.

Los sistemas de ecuaciones se clasifican en sistemas lineales (formados Unicamente
por ecuaciones lineales) y sistemas no lineales.

Si todos los términos independientes son nulos b; = 0 Vi se denomina sistema lineal
homogéneo, en caso contrario sistema lineal completo o no homogéneo.

éjercicio 1. Clasifica los siguientes sistemas de ecuaciones en lineales o no lineales, )
y los sistemas lineales en homogéneos o completos.

\_

) 3z —In(y) = 1 b) 3r+2y—5z = —4 r—1y+22=0
—2r 4 4e¥ = -2 —r=2y+52 = 2 ¢)!4 3r+y—32=0

. —2r+3y—42=0

d){ 3x + 2y + 2 ([ 2x—y+32=2 [ 2 —y+32=0
—r—2y—1 e) < —3:17—|—%—z:1 Il “Box+y—22=1

\ y—|—22;:4 \ 20+ 2z =0
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FORMA MATRICIAL.

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden representarse en forma matricial

Ax = l_;, donde A es la matriz de coeficientes, x el vector de incdgnitas y b el vector
de términos independientes.

a1 a2 a3 Q1n T b1
a1121 + a12T2 + -+ a1, = b 421 QoG93 G o b
211 + @222 + -+ -+ agpnTn, = by _ =1 .
S a1 +asere+ -+ azpr, = b3 : :
------ 2 SRR SIS IO = - Um1 Am2 Am3 Amn Ln bm
L Am1T1 + Am2X2 + *° + AmpTyp = bm ) ;I ’ z e

m: nimero de filas de A (nimero de ecuaciones lineales)
n: numero de columnas de A (nimero de incégnitas)

Es habitual representar un sistema lineal a1 aia  ais - ar, | by
mediante su matriz ampliada A", que a1 Q2 @23 -+ G2, | bo
contiene toda la informacion y puede ser A" =
manipulada comodamente.

Am1 Am?2 Am3 v Umn bm
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CLASIFICACION DE SISTEMAS SEGUN SU SOLUCION.

Teorema. Un sistema lineal puede tener cero, una o infinitas soluciones.

Definiciones. Un sistema lineal se clasifica segun su numero de soluciones en:
 Sistema incompatible si no tiene solucion.
e Sistema compatible si tiene solucion.

- Si tiene una unica solucion se denomina sistema compatible determinado.

- Si tiene infinitas soluciones se denomina sistema compatible indeterminado.

Observacion. Todo sistema lineal homogéneo es compatible, ya que tiene, como
minimo la solucion trivial x; = x, =..=x, =0

(= o o« o . - . . . .
Ejercicio 2. Clasifica los siguientes sistemas lineales.

r+y = 3 r—3y = -2 r+y = 1
&){ 20 +2y = 2 b){ —r+2y = 3 °)

\ Yy
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INTERPRETACION GEOMETRICA.

(

., o a11T + aq2 = b
Interpretacién geométrica en R?: < J B
a21T + azy = b
r+y = 3 r—3y = —2 r+y = 1
20 +2y = 2 —x + 2y = 3 20 + 2y = 2
4 ' 2 ‘ ‘ ‘ 1 ‘
—y=-x+3 —yi1/3x+2/3 ’\,\ = =y=1-x
/! —y=x/2+3/2 | ol .\\ ..... y=1-x.
\0
1 \\
0f S
2t \,\
-1 N
3t \\
.,
N,
-4 J * ' ' -2 * * J -4 ' ‘ ' ‘
0 1 2 3 4 5 -6 -4 -2 0 0 1 2 3 4 5
Sistema incompatible Sistema compatible determinado Sistema compatible indeterminado
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INTERPRETACION GEOMETRICA.

: 2 Ly a11x + a 122 = b
Interpretacién geométrica en R3: 11T+ a1y T a13 1
ao1T + a0y + asgz = bs
a31T + asey + aszz = b

r = 0 r+y+z = 1

z = 6 y = 3 r+y+2z = 1

z = =2 z = =2 z = 0
Sistema incompatible Sistema compatible determinado Sistema compatible indeterminado

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. oLl < ﬁ‘
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SISTEMAS EQUIVALENTES.

Definicion. Se dice que dos sistemas son equivalentes si coincide su solucion
general (conjunto de todas las soluciones del sistema).

@ercicio 3. Determina si los sistemas b), c) y d) son equivalentes al sistema a). \

a) b) c) d)
r—3y = =2 —y = 1 r—3y = -2 {255'7;9 ~ _12
Solucién: Solucién: z—dy = -1 (2,9)=(-5.-1)

(z,y) = (=5,-1) (z,y) = (=5,-1) Solucién: : (x,y) = (—T7,1)
(x?y) - (_51 _1) :

UC | Ji&sc,



SISTEMAS EQUIVALENTES.

Teorema. Si las matrices ampliadas de dos sistemas lineales son equivalentes por
filas, entonces los sistemas son equivalentes.

Si aplicamos las operaciones elementales por filas a la matriz ampliada la solucién del
sistema no cambia.

Ejemplo 1. Los siguientes sistemas lineales de ecuaciones son equivalentes:

y+2z = 1 20 = 2 rx = 1 r = 1
= z = 2

1 0 0] 1

0O 1 0|-3

0O 0 1| 2

Aunque las OE pueden modificar las ecuaciones y los planos asociados, la solucién (punto de corte) no cambia

UC | Digisded G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. 11 ="l 2 ﬂ‘
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SISTEMAS ESCALONADOS.

@jercicio 4. Determina si los siguientes sistemas son equivalentes. )
r+y+z = 3 2r —y+3z = 8 r+y+z = 4
a) 2r—y+3z = 8 b) r+y+z = 3 c) 2e—y+3z = 9
—r+2y+z = 3 —2r4+4y+2z = 6 —r+2y+z = 2

Definicion. Un sistema lineal es un sistema escalonado si su matriz ampliada A* es
escalonada y escalonado reducido si su matriz ampliada A™ es escalonada reducida

Propiedad. Si dos sistemas lineales son equivalentes al mismo sistema escalonado
reducido, entonces son sistemas equivalentes entre si (misma solucion).

UC | Digisded G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. 12 &Il 2 ﬂ‘



SISTEMAS ESCALONADOS.

Dos observaciones interesantes sobre las matrices ampliadas de los sistemas escalonados.
Observacion 1. Si A® es escalonada y tiene un pivote en la ultima columna entonces se trata
de un sistema incompatible. Una ecuacién 0 = b con b no nulo no tiene solucidn.

r+y = 3 1 1‘3)@,1(—2)(1 1‘3) r+y = 3
{2:13—|—2y:2(222 "0 0|4 < 0 = -4

Observacion 2. Si A™ es escalonada y tiene filas nulas (correspondientes a ecuaciones 0 = 0),
indica ecuaciones redundantes que podremos eliminar al no aportar ninguna informacion.

-3y = -2 1 -3| -2 Far(1) Fai(<1) Fsa(-1) 1 -3 -2
Si: —r+2y = 3 -1 2 3 ' Gauss > 0 —-1] 1

r—4y = -1 - 1 —4] -1 0 0 0
Solucion: j ' r—3y = -2
(m,y) — (_5’ _1) 6 -4 -2 0 82 . { —y = 1

Nota: En este ejemplo podemos eliminar cualquiera de las tres ecuaciones del sistema S| sin modificar su solucién,
pero 0jo no siempre es posible eliminar cualquiera. Lo més sencillo para obtener un sistema equivalente sin ecuaciones
redundantes es quedarnos con un sistema escalonado equivalente como S5.

Uc ‘ yoiversiaca G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. 13 =i 2 ﬂ‘



EJERCICIO.

n2 de ecuacionesde == n2de ecuaciones linealmente independientes L n2 de ecuaciones

 — |
un sistema lineal rg(A™) redundantes
ﬁjemplo 2. Obtén un sistema equivalente sin ecuaciones redundantes. \
4
r+y+z = 1 . et r+y+z = 1
_ — sistemas equivalentes
(S 2x Y+ z 0 q 82. —3y—Z — 9
3r+2z = 1 N 3z = 3
Lz —2y+3z = 2
1 1 1|1 1 1 1 1
2 =1 110 F1(=2) Fs1(=3) Fui(=1) Fsa(—1) Fia(-1) Fsa [ 0 =3 —1|—2
3 0 2|1 ' ' ' ' ’ ' 0 O 3 3
1 =2 3|2 0 O 0 0
sistemas compatibles determinados con solucion:
‘ O (m,y,z):(—%,%,l)

\Pregunta. ¢Es el sistema formado por las tres primeras ecuaciones equivalente? j

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.
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TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS.

Teorema de Rouché-Frobenius. Sea AX = b un sistema lineal de m ecuaciones con n
incdgnitas y A*su matriz ampliada, y B*un sistema lineal escalonado equivalente.

« Sirango(A) # rango(A*) entonces Ax = b es un sistema incompatible.
B* tendra pivotes en la ultima columna.

« Sirango(A) = rango(A*) entonces AxX = b es un sistema compatible.
B* no tendra pivotes en la ultima columna.
* Sirango(A) = n entonces es compatible determinado.
B* tendrd tantos pivotes como incdgnitas.
e Sirango(A) < n entonces es compatible indeterminado
B* tendrd menos pivotes que incoégnitas.

r [ [ [ ° . ] L] . . [N K .
Ejercicio 5. Clasifica los siguientes sistemas lineales utilizando el teorema anterior.

r+y = 3 r—3y = -2 r+y = 1
20+ 2y = 2 —r+2y = 3 20 + 2y =

|
DO

\
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EJERCICIO.

/Ejercicio 6. Dos clases de suplementos, a los que
denominaremos A y B, presentan las cantidades de vitamina C,

: A B
calcio y magnesio dadas en la tabla. Las cantidades Vitamina C 1 1
corresponden a miligramos por unidad de suplemento. Calcio 5 2
Magnesio 3 1

Demuestra que combinando las dos clases de suplementos no podemos obtener el
siguiente aporte exacto: 17 mg de vitamina C, 54 mg de calcio y 31 mg de magnesio.

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.
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METODO INVERSA. SISTEMAS COMPATIBLES DETERMINADOS.

-
Un sistema lineal Ax = b con matriz de coeficientes A cuadrada de orden n, es compatible
determinado si y solo si A es regular.

Observacidon. Sea AX = b con A cuadrada y regular la solucién del sistema es ¥ = A~ 1b.

~N

@jemplo 3. Resolucidn sistema compatible determinado mediante método de la inversa.

r1—2r3 = 2 =1 0 -2|2 =
—2r9 4+ 223 = 3 0 -2 23 deﬁ(A()/‘;/c;ii;t- regular
X=inv
(‘ 0 -2/ |1 -2 |1 0 ‘ \’ A*x-b%comprobacion
' _23 20 f 02 01 _g L[4 -2 —2\' (25 35 35
A—lz_—lo —‘_2 2| ‘o 2‘ g S| =gl 2 2] = 1/5 —1/5 —1/5
5 o Lo L3 -6 2 -3 1/5 —1/5 3/10
\ [0 -2 1 -2 |1 0o )
25 35 3/5 ' 17/5 Comprobacion:
o 1 3 0 17/5 1
(5 ) () (7YY (2«
_ 1/5 —1/5 3/10 3 7/10 0 o o 710 ; y

UC | Ji&sc,



METODO DE CRAMER.

El método o regla de Cramer nos permite calcular la solucion de un sistema compatible
determinado con n ecuaciones y n incégnitas como:
| A; |
YT TA
donde A; es la matriz resultante de sustituir en A la columna i por el vector de
términos independientes.

/all a2 bl aln\
a1 92 b2 A2n
A; = .
\anl an2 bn ann)

UC | Ji&sc,



METODO DE CRAMER.

método de Cramer.

561—25(32—|—393 =
2:132—835‘3

—433‘1—|-5£L'2—|—9333 =
0o -2 1

-9 5 9
| A1 | 58

p— :—:2

I A| 5 9
Ay | 32

— — 2 16
CT Al 2
As| 6

0 1 -2 1
8 Al=1]0 2 =8
—9 —4 5 9
1 0 1
|A2| =10 g8 —8| =32
-4 -9 9
Comprobacion:

20-2-164+3=0 v
2.16-8-3=8 v &
—4-2945-16+9-3=-9 ¢/

— 240

Asl=|0 2 8

I -2
0 2
-4 5

ﬂijemplo 4. Resolucion de un sistema lineal compatible determinado mediante el \

Universidad
de Cantabria
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.

El método de Gauss consiste en trasformar un sistema lineal mediante operaciones
elementales en otro escalonado, para después resolverlo por sustitucion hacia atras.

Paso 1 / / e W .
a1 X1 + Ao Xo + a3Xs + - - - + avpXy = by gy Xy + g3 X3 + -+ - + @y, Xn = by (resolver mediante

(escalonar) ayXs + - - + @y, Xn = by sustitucion regresiva)

—

anXx, + apXs + aizxz + -+ appx, = b ay Xy + Xy + a Xy + -+ apX, = by ﬁ Paso 2

amX, + appXe + apXs + - -+ appX, = bn

(n—-1),, __ p(n-1)
a, xp=>

(Ejemplo 5. A
r—3y = -2 Sistema compatible determinado
—xr+2y = 3 rg(A) =rg(A*) =n=2
Solucién:
1 —3 | =2 F> 1(1) 1 -3 -2 — T — 3y = =2 ’ﬂ r=-2—3=-5
-1 2 3 0 —1| 1 —y = 1 y = —1
. /
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.

ijempIo 6. ( x1—2o = 3 Sistema incompatible A
L om o — rg(A) # rg(A”)

(é B )%( B )%( B ) 0 3|3

L 2 1 |4 2 1 4 0 3 | -2 0 0 1 )

El nimero de parametros libres en los sistemas compatibles esigualan — rg(A4).
Convenio: asignamos valores genéricos o parametros a las incognitas asociadas a columnas no
pivotales, expresando el conjunto de soluciones en forma paramétrica.

~ N
Ejemplo 7. sor

r—y+z = 3 1 —1 113 Fs1(—2) 1 -1 1 3 .

Y B 2 1 213 Lo 3 of-3 rg(A) =rg(A”)

2r+y+2z2 = 3 n—rg(Ad)=1

r=2—« Solucién:
r—yYy+z = L 1 2 —«
%{ Jy = -3 sy=-d {| 22 | = —1 o € R}

\ <z = X X3 o )

UC | Ji&sc,



METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.
[Ejemplo 8. )

SCI

e e T Rl RO
2 = 4 _
3 s 000 1 1]-2 n—rg(d) =
Ty +1x5 = —2 )
( 3a; +3 - = -1 ry=—f—-ca—-2
3x1 +3x2+xr3—x4+25 = —1 FLE Sy s $4+zz — 3 3
203 + x4 x5 = 4—>< 203 + x4 + 15 = 4 35'2:6
Ty +2T5 = —2 Ty +x5 = —2 TTIL‘:), =
\ s = @ Ty = —a — 2
—a—326-2 —2 ~1 —2/3 T =
« 0 1 0
Solucion: {¥ = 3 = 3 +a| O + 0 la, B € R}
—B -2 —2 0 —1
p 0 0 1

Comprobacion: Podriamos sustituir la sol. general en forma paramétrica en las ecuaciones para comprobar
su validez. Es recomendable verificar al menos una sol. particular (obtenida al dar valores a los parametros).

3(=5)+3(1)+3—-(-5)+3=—-1,
— 17/6 =3 (5131,35'2,213372134,395) — (_571737_573) 2(-3—?—(—5())%—3245 ) v

87
\_ (58— J
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.

(Ejercicio 9. Resuelve el siguiente sistema mediante el método de Gauss. )
r1+x2+x3+204 = 1
2:171 + I3 + 2584 = 2
321 +x9 +2x3+4x4, = 3

1—3—a/2 1 ~1/2 ~1
Sol : {# = _O‘/z_ﬁ = g + « _11/2 + _01 |, B € R}
K B 0 0 1 /

UC | Digisded G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.




METODO DE GAUSS-JORDAN.

El método de Gauss-Jordan consiste en obtener el sistema equivalente

reducido, obteniendo directamente la solucion.

Ejemplo 9. dr + 16y + 64z = 100
2r + 4y + 82 = 6

r+y+z = =2
11 1 |—2 ) B o —3
F3,2(3) L0 =81 —19 Fy(1/3) 10
—_— 0 1 ©6 11 S 0 1
Pz \'0 0 3| 6 0 0
1 0 0 x —3 r =
0O 1 O Y — —1 VI y =
0O 0 1 Z 2 z =

4 16 64100
2 4 81| 6
1 1 1] -9
16 | 25
_o4 | —qq | 2L
_15 | —27
—8 | -19
6 | 11 F1,5(8)
1 9 F 3(—6)
-3
—1
2

Jordan

Gauss

1777-1855 1838-1922
1 16 | 25
0 1 6 11
0 —3 —15]| —27
1 0 0|-3 \
0 1 0f-1
( 00 1|2 )

A=[41664;248;111];
b=[1006-2]';

Aamp=[A b];

rref(Aamp)

Observacion. Dado un SCD Ax = b con A cuadrada, puesto que la matriz de coeficientes A
sera regular su matriz escalonada reducida sera la matriz identidad.

Universidad
de Cantabria

UC |

G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.

24 G



METODO DE GAUSS-JORDAN.

Recordemos que los sistemas escalonados que obtenemos tanto con los métodos de Gauss
como Gauss-Jordan son sistemas equivalentes, ya que las operaciones elementales por filas
aplicadas a la matriz ampliada no modifican la solucién del sistema.

dr 4+ 16y + 64z = 100 r = -3
20 +4y + 8z = 6 y = —1
. (Gauss-Jordan
—
Jte A=[41664;248;111];
i - b=[1006 -2
e Aamp=[A b}
o rref(Aamp)

Pregunta. Aungue los planos de los sistemas son diferentes, el punto en comun (solucion)

no cambia. ¢ COmo modifican las operaciones elementales por filas la representacion O
geometrica del sistema de ecuaciones?

Uc ‘ DIl G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. 25 &I 2 ﬂ‘
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

(Ejercicio 10. Resuelve el siguiente sistema mediante el método de Gauss-Jordan. A

([ x1 422, = 4
§ —x3t+xy = 1 Bamp=[12004;00-111;00105]
L r3 = 9 rref(Bamp)

Solucion:

UC | Ji&sc,



TEOREMA DE LA DESCOMPOSICION DE LA SOLUCION.

Teorema de la descomposicion de la solucion de un sistema lineal.

R
La solucidn general de un sistema no homogéneo compatible Ax = b, se puede expresar
como la suma de una solucion particular de sistema no homogéneo mas la soluciéon general

5
del sistema homogéneo asociado Ax = 0:

- - - —>
X = Xp + Xh
solucién general solucién particular del solucién general del
sistema completo sistema completo homogéneo asociado
En R3, donde las soluciones de los SCI con un o Ar=0

parametro libre representan rectas en el espacio. La

N
=)
I

=l

N

solucién de AXx = b es igual a la recta solucién de
-

Ax = 0, trasladada por el vector p , siendo p

5
cualquier solucidn particular de Ax = b.
No hay soluciéon comun a ambos sistemas.

UC | Diesded, G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.




EJERCICIO.

(Ejercicio 11. Resuelve el SCI mediante Gauss y utiliza el teorema de descomposicion de )
soluciones para obtener la solucidn de su sistema homogéneo asociado.
T1+ Xy +T3 = 2
2331 — X9 + T3 = 1
Xr1 — 2562 = —1
» A=[111;2-11;1-20];
Solumori: - %a 9/ b=[2 1 -1]'
7= ( 1-1a ) +a| —1/3 Aamp=[A b]
\ o 1 rref(Aamp) %gauss-jordan

UC | Ji&sc,
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EJERCICIO.

/" Continuacion. Resuelve el sistema homogéneo asociado mediante el método )
de Gauss y comprueba que llegas a |la solucidon esperada.
1 +x2+2x3 = 0
2010 —x9+x3 = 0
1 — 2332 = 0
-«
Solucién:
—2/3
r=a| —1/3
1
A=[111;2-11;1-20];
b=[0 0 0]’
Aamp=[A b]
rref(Aamp) %Gauss-Jordan
\ null(A,'r') % otra opcidon para homogéneos
/
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METODO DE RESOLUCION DE SL: FACTORIZACION LU.

Se llama factorizacion LU a la descomposicion de una matriz A regular en el producto
de una matriz triangular inferior con unos en su diagonal L y una matriz triangular
superior U, es decir A=LU.

a1 a12 a3 1 0 0 U1 U2 U3

azo a22 a23 | =| lax 1 O 0 w2 w22

ass3 as2 @13 31 Il32 1 0 0 usgs
A L U

Esta factorizacion permite resolver SCD mediante la resolucion de dos sistemas

triangulares. 1 0 0 o by
lba 1 0 y2 | =1 bo
I 31 32 1 Y3 b3
o - L j ;
A =b= L UZ =b= ?_J,

N~~~ Ux uir1 Ur2 U3 T Y1
(7] 0  ugo wugp T2 | = | ¥

0 0 ’UJ3’3 I3

U T Y

<
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FACTORIZACION LU.

Para realizar la factorizacion LU se utiliza el algoritmo de los multiplicadores
cambiados de signo que se ilustra a continuacion. Este aplica el método de Gauss (con

OE tipo Ill exclusivamente) y tras realizar F; ;(4) actualiza [; ; = —A.
2 4 —4 1 0 0 2 4 4N\ 1000 2 4 —4
A= 1 -4 3 |=1010 1 -4 3 - 1/2 1 0 0 -6 5
—6 —9 10 0 0 1 —6 —9 10 0 0 1 -6 —9 10
1 A
1 0 0 204 AN ] 0 0 2 4 —4
F3a(3) ( 1/2 1 0 0 -6 5 - 1/2 1 0 0 -6 5
-3 0 1 0 3 -2 -3 —1/2 1 0 0 1/2
L U
Ejercicio 12. Obtén la factorizacién LU de la matriz A. 1 -3 1 )
)
A= 3 -8 5
1 -5 =2
\. y,
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FACTORIZACION LU.

La factorizacion de la matriz de coeficientes A nos permite resolver el sistema regular

-

facilmente mediante la resolucion de dos sistemas triangulares: i) Ly = b vi)Ux =y

@emplo 10. \

1 0 0 2 4 -4
201 +4dwg — Ay = 12 A= 1/2 1 0 0 —6 5
r1 —4x9 +3x3 = —21 -3 —-1/2 1 0 0 1/2
—6581 — 9582 + 10333 = =24 L u
U y1 =12
1 0 0 Y1 12 Yy = 12 i Yo = —27
1/2 1 0 Y2 = —21 = 1/2y1 + Yo = —21 SU-S 1tucion 3
-3 —1/2 1 Ya 94 3y —1/2ys fys = —24 hacia adelante Yz = ——
L g ; 2
2 4 z1 12 2wy +Azy —dwy = 12 fh 71 =—4
0 -6 95 Ty | = —237 = —6x9 + 53 = =27 sustitucion gz, = 2
0 0 1/2 T3 —3 +1/2z3 = —3/2 hacia atras
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FACTORIZACION LU.

Unicamente podremos factorizar como A = LU aquellas matrices regulares escalonables sin
necesidad de intercambiar filas (es decir, usando solo OE tipo lll). En ese caso, la factorizacion
A = LU con L triangular inferior con unos en la diagonal es unica.

Para aguellas matrices donde es necesario intercambiar filas (OE tipo |) se introduce una
matriz de permutacion P, obteniéndose la factorizacion PA=LU. Esta factorizacion no es Unica
(dependera de las filas que intercambiemos).

ejemplo matriz de permutacion P

010 0 01 00 01 0 3 2 0 0 1
L0 0 0 1 0 0 0 200 1| [0 10 3
P=EssBi2=| o 0 o 1 00 0 1 1 20 1| o111
00 10 00P10 01 1 1 1 2 0 1

Dicha factorizacion nos permite resolver el sistema regular mediante la resolucion de dos
sistemas triangulares: i) Ay = Pbyii))Ux =y

Af7=b= PA7=Pb=L UZ = Pb = Lyfpli}
~ Ve =y

Y
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FACTORIZACION LU

=1A

comenzamos escribiendo I1A

=LU.

@jemplo 9. Factorizacion PA
0
0
0
1

registro el intercambio de filas en la matriz P
y en L (solo por debajo de la diagonal)

o O O o~
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FACTORIZACION LU.

Este algoritmo podemos escribirlo también de la siguiente manera si nos es mas comodo.
f

Método Gauss: escalonamos la matriz A.

01 0 3 2 0 0 1 2 0 0 1 F(—z)2001 2.0 0 1
2 001 | m2 [0 103 | mac-2 010 3 F372(_1) 010 3 Fsa | 01 0 3
1 20 1 1 20 1 "1 0o 2 0 12 42 00 0 —11/2 001 =2
01 1 1 01 1 1 01 1 1 001 =2 00 0 —11/2
Matriz de permutacidon P: registra los cambios de filas.

1 0 0 0 01 00 0 1 0 0 01 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 | Fio 1000 | 100 0| 1 0 0 0 | Fau 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 00 1
0O 0 0 1 0O 0 0 1 0O 0 0 1 0O 0 0 1 0O 01 0

Matriz L: registra los multiplicadores cambiados de signo, y los cambios de fila por debajo de su diagonal principal.

100 0 1 00 0 1 00 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0100 | 00100 | 0 100 | 0 100 |, 0 1 0 0
00 1 0 00 1 0 1/2 0 1 0 1/2 2 1 0 0 1 1 0
000 1 000 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1/2 2 0 1
g J
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METODO DE RESOLUCION DE SL: FACTORIZACION LU.

Gjemplo 10. Resolucion sistema. \
( To+ 314 = —2 0 1 0 O 0O 1 0 3 1 0 0 O 2 0 0 1
9 B 9 1 0 0 O 2 0 0 1 | 0O 1 0 0 0 1 0 3
< T1 Ty = 0001|1201 7] 0o 110]loo0o1 -2
Ty +2r2 x4 = 1 00 1 0 01 1 1 1/2 2 0 1 00 0 —11/2
. X2t x3tTs = 0 P A L U
4 ylz
v rool|fn) = .2 s m)
e < o= Lo =2
0 1 1 0 Y3 0 Yo +ys = 0 sustitucion -
1/2 2 0 1 1 2 - ya =4
g y; o 1 [2y1 +2ys +ys = 1 hacia adelante
15
f BT
2.0 0 1 T p 201 x4 = 2 9
0 1 0 3 2 | _ [ —2 +xo+3x4 = —2 i 27
8 8 (1] 1—12/2 ig Z \ +x5 — 214 = 2 lSlustitucién 333:1_61
- 4 _ acia atras
U 7 7 \ —11/2z4 4 e » 8
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FACTORIZACION LU: CALCULO DEL DETERMINANTE.

Otra importante aplicacion de la factorizacion LU es el calculo de determinantes.
El determinante de A se puede obtener de |a siguiente manera:

— n
|A[=(—1)? [1j=1 w
donde p es el numero de intercambios de filas realizados durante la factorizacion.

(Ejercicio 13. Demuestra la expresion anterior. )

Ejercicio 14. Obtén el determinante de las matrices factorizadas anteriormente.

a) /2 4 4 1 0 0 9 4 4
1 —4 3 = 12 1 o0 0 -6 5
6 -9 10 —3 —1/2 1 0 0 1/2

b)

o O = O
o o O
_— o OO
o= O O
O = N O
— N O
_ o O O
— = =W
o = O
o O O
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METODOS DIRECTOS DE RESOLUCION.

Métodos directos. Obtienen la solucion en un numero finito de pasos. Se usan principalmente
para sistemas pequefios o medianos donde se busca precision y garantia de solucidn (si existe).

 Método de Cramer
© conceptualmente simple
® muy costoso computacionalmente @ aplicable Unicamente si 4 es regular.

 Método de Gauss
© eficiente para matrices bien condicionadas de tamafo moderado.
® sensible a errores de redondeo, puede ser ineficiente para sistemas grandes.

 Método de Gauss-Jordan
® mayor cantidad de operaciones que Gauss.

 Método de factorizacion LU
© eficiente para multiples sistemas con la misma matriz de coeficientes.
@ aplicable unicamente si A es regular.

UC | Digsicod G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.
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REPRESENTACION DE NUMEROS EN EL ORDENADOR.

El ordenador representa los numeros en binario, utilizando una cantidad limitada de
bits (1 o 0s). El formato de punto flotante "double" (doble precision) utiliza 64 bits
para representar numeros reales en computacion.

Qo+ O ————— overflow o desbordamiento: se excede el maximo
X valor representable
T .
SNl
Undeton underflow o subdesbordamiento: cuando tenemos un nimero menor

en valor absoluto al nUmero mas pequeno representable

Ejercicio 7. Define en MATLAB los siguientes niimeros 2 1023 21024 _ 51023

— 21024 10 =323 10 =324, Explica los resultados obtenidos.
L Ejercicio 8. Calcula con MATLAB 0.3-0.2-0.1

UC | Digsicod G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.
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ERRORES DE REDONDEQO.

Los errores de redondeo se producen cuando se usan numeros que tienen un limite
de cifras significativas para representar numeros exactos. Esta representacion
limitada de los numeros ocurre en todo computador.

m = 3.14159... - 3.1416 redondeado a 5 cifras significativas

El problema del error de redondeo puede volverse particularmente
importante cuando se deben resolver grandes sistemas de ecuaciones.
Esto se debe al hecho de que cada resultado depende de los resultados
anteriores. En consecuencia, un error en los primeros pasos tendera a
propagarse; es decir, causara errores en los pasos siguientes.

UC | D&siee,



SISTEMAS MAL CONDICIONADOS.

Los errores de redondeo pueden tener un impacto significativo en los sistemas
lineales mal condicionados. Un sistema mal condicionado es aquel que presenta una
alta sensibilidad a cambios en los datos de entrada; es decir, pequefas variaciones en
los coeficientes pueden resultar en grandes cambios en las soluciones.

10
10.4

r1 + 229
1.133‘1 + 23?‘2

Solucién: ( 11 ) — ( 4 ) Solucion: ( 1 ) _ ( 8 )
i) 3 T2 1

Durante procesos como el método de eliminacion de Gauss, los errores de redondeo
se pueden acumular y propagar, resultando en una solucion numérica que puede
variar considerablemente de la solucién exacta. En sistemas mal condicionados, esta
variacion es particularmente problematica ya que la solucion puede ser muy sensible

a dichos errores.

10 r1 + 2332
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