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MOTIVACION.

Los sistemasde ecuacioneslineales aparecenen multiples areasde la Ingenieria,
desdeel diseiiode estructurascomplejashastael analisisde redeseléctricasa través
de lasLeyede Kirchhoffy la optimizacionde procesos

Uno de los primerosregistrosen los que se planteaun problemade sistemadineales
provienedelinfluyentelibro chinod b dzS#pi®ulosdelal NRA (G Y. S U A O

CD Tres gavillas o manojos de una buena cosecha, dos gavillas de una
cosecha mediocre y una gavilla de una mala cosecha se venden po
dou. Dos gavillas de buena cosecha, tres mediocres y una mala se

venden por 34lou; y una buena, dos mediocres y tres malas se ven

por 26dou. ¢ Cual es el precio recibido por cada gavilla de una buen
cosecha, cada gavilla de una cosecha mediocre y cada gavilla de uri
mala cosecha?

% om B R

Capitulo8 dellibro Nuevecapitulosde aritmeética, siglol-ll a.C
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INTRODUCCION.

Unaecuacionlineal setrata de unaecuacionpolindmicade gradol: ww ww E
donde %3N s Xy dondelasincognitas {@, @, X, @} aparecenelevadasa la primera
potencia(no multiplicadasentre si,y sinfuncionestrascendentes)

A menudo se necesitaresolvervariasecuacionedinealesque han de cumplirsea la vez
(sistemalineal de ecuacione¥ Un sistemade m ecuacionedinealescon £ incognitas
tiene la forma:

a11r1 + ajpre + -+ apr, = by
coeficientes a2171 + Q222 + -+ + a2z, = by EIMINOS
GRS BRY Mg { amritazprz+---+a;mr, = bs Independientes
e e = s B ho N4
incognitaswhw B hw N a | ez +amere +- + amnan = by
Unasolucionde un sistemaesun conjuntode valoresparalase { r+y = 3 Solucién:
incognitasgue satisfacersimultdneamentdasé ecuaciones z—y = -1 (z,y)=(1,2)
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CLASIFICACION.

Lossistemasde ecuacionesse clasificanen sistemaslineales (formadosunicamente
por ecuacionedineales)y sistemasno lineales

Sitodos los términosindependientessonnulos® Tt} "Gedenominasistemalineal
homogénegen casocontrariosistemalinealcompletoo no homogéneo

@jercicio 1 Clasifica los siguientes sistemas de ecuaciones en lineales o no lindales,

y los sistemas lineales en homogéneos o completos.
) 3z —In(y) = 1 b) 3r+2y—5z2 = —4 ( r—y+22=0
—2r 4 4e¥ = -2 —r=2y+52 = 2 ¢)!4 3r+y—32=0
. —2r+3y—42=0
d){ 3r+2y+2 = 0 ([ 2x—y+32=2 [ 2 —y+32=0
—x=2y—-1 = 0 ¢)] —3:17—|—%—z:1 Il “Box+y—22=1
\_ ‘ ) /
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FORMA MATRICIAL.

Los sistemas de ecuacioneslineales pueden representarseen forma matricial

0oy 5 © . - . \ . , . B
O@ ) dondeo esla matrizde coeficientes el vector de incognitasy wel vector
de términosindependientes

N P " a1 aiz a3 - aip 1 b1
e L a1 Qe Q- Gon | | @2 b2
a21T1 + Ao2T2 + -+ +aonTy, = by & _ . : _ . =
{ a1 tazra+---+agpr, = by : : : ' : :
""" e I SIS SR = Am1 Am?2 ams3 Umn In bm
| Om1Z1 + Q2% + -+ @ = by ) A ’ = 7
m: nimero de filas de A (nimero de ecuaciones lineales)
n: numero de columnas de A (nimero de incégnitas)
Es habitual representar un sistema lineal 411 G1» Gz -+ G | b1
mediante su matriz ampliada =, que az1  agy @z - oy | b

contiene toda la informaciony puede ser
manipuladacomodamente
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CLASIFICACION DE SISTEMAS SEGUN SU SOLUCION.

Teorema Unsistemalinealpuedetener cero,unao infinitassoluciones

Definiciones Unsistemalineal seclasificasegunsundmerode solucionesn:
A Sistemancompatiblesino tiene solucién
A Sistemacompatiblesitiene solucion

- Sitiene unaunicasolucionsedenominasistemacompatibledeterminada

- Sitiene infinitas solucionessedenominasistemacompatibleindeterminada

Observacion Todo sistemalineal homogéneoes compatible, ya que tiene, como
minimolasoluciéntrivialw ®w X w T

Ejercicio 2Clasifica los siguientes sistemas lineales

r+y = 3 r—3y = -2 r+y = 1
&){ 20 +2y = 2 b){ —T+2y 3 C){ r+2y = 2

\ Yy
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INTERPRETACION GEOMETRICA.

4 Atpi [ anzr+a
Interpretacion geométricaen d, 12Y

| @217 + a2y =
20 +2y = 2 —xr + 2y =
4 . 2 —— ‘
—y=x+3 —y=1/3x+2/3
——y=x/2+3/2
1 L
0 L
-1+
-4 J * ' ' 2 * J
0o 1 2 3 4 5 -6 -4 -2

Sistema incompatible

UC | Ji&sc,
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INTERPRETACION GEOMETRICA.

Interpretacion geométrica en an +apy+azz = b
ao1T + a0y + asgz = bs
a31T + azoy +aszzz = b3

r = 0 r+y+z = 1

z = 6 y = 3 r+y+2z = 1

z = =2 z = —2 z = 0
Sistema incompatible Sistema compatible determinado Sistema compatible indeterminad
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SISTEMAS EQUIVALENTES.

Definicion.Se dice que dosstemassonequivalentessi coincide su solucion
general (conjunto de todas las soluciones del sistema).

@jercicio 3Determina si los sistemas b), c) y d) son equivalentes al sistemaa.

a) b) c) d)

{ x—3y = -2 { -y = 1 r—3y = -2 {255'7;9 ~ _12
2y = 3 rty = 6 e+ o= 3 gl

Solucién: Solucion: r—4y = -1 (z,y) = (=5, —1)

(a:,y) - (_5= _1) (:r:,y) - (_57 _1) S

olucién: (:’Ua y) - (_77 1)
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SISTEMAS EQUIVALENTES.

Teorema Silas matrices ampliadasde dos sistemaslinealesson equivalentespor
filas,entoncedossistemassonequivalentes

Siaplicamodasoperacioneslementalespor filas a la matrizampliadala soluciondel
sistemano cambia

Ejemplo 1.Los siguientes sistemas lineales de ecuaciones son equivalentes:
y+2z = 1 20 = 2 x = 1

|
—
8
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SISTEMAS ESCALONADOS.

/Ejercicio 4Determina si los siguientes sistemas son equivalentes. N
r+y+z = 3 2r —y+3z = 8 r+y+z = 4
a) 2r—y+3z = 8 b) r+y+z = 3 c) 2e—y+3z = 9
—rz+2y+z = 3 —2x+4y+2z = 6 —r+2y+z = 2

Definicion Un sistemalineal es un sistemaescalonadosi su matriz ampliadao® es
escalonady escalonadaeducidosi sumatrizampliadad”® esescalonadaeducida

Propiedad Si dos sistemaslinealesson equivalentesal mismo sistemaescalonado
reducido,entoncessonsistemasequivalentesentre si(mismasolucion)

UC | igsced G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. 12 &Il 2 ﬂ‘



SISTEMAS ESCALONADOS.

Dosobservacionemteresantessobrelasmatricesampliadasie los sistemasescalonados
Observacionl. Sio” esescalonada tiene un plvote en la dltima columnaentoncesse trata
de un sistemaincompatible. Unaecuacionmt  @mconwno nulo no tiene solucion

r+y = 3 1 1‘3)@,1(—2)(1 1‘3) r+y = 3
{2:13—|—2y:2(222 "0 0|4 < 0 = -4

Observacion2. Si6”“ esescalonaday tiene filas nulas (correspondientesi ecuacionest ),
iIndicaecuacionesedundantesgue podremoseliminaral no aportar ningunainformacion

T — Sy = -9 | 7 1 —3 | =2 F2,1(1) Fs1(— 1) F 2 (— 1) 1 -3 | =2
S1:{ —x+2y = 3 -1 2 1 3 Coss 0 -1 1

r—4y = -1 - 1 —4] -1 0 0 0
Solucion: j ' r—3y = -2
(x,y) — (_5’ _1) -6 -4 2 0 82 . { —y = 1

Nota: En este ejemplo podemos eliminar cualquiera de las tres ecuaciones del sistema S| sin modificar su solucién,
pero 0jo no siempre es posible eliminar cualquiera. Lo més sencillo para obtener un sistema equivalente sin ecuaciones
redundantes es quedarnos con un sistema escalonado equivalente como S5.
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EJERCICIO.

n°de ecuaciones de == n°de ecuaciones linealmente mdependlente_iI n° de ecuaciones

un sistema lineal 1 "0 redundantes
ijempIo 2 Obten un sistema equivalente sin ecuaciones redundantes. \
[ rty+z = 1 - - r+y+z = 1
_ — S1Ste1nas equlvalentes
(S 2x Y+ z 0 q 82. —Sy—z — 9
3r+2z = 1 A 3z = 3
Lz —2y+3z = 2
1 1 1]1 1 1 11]1
2 =1 110 F1(=2) Fs1(=3) Fui(=1) Fsa(—1) Fia(-1) Fsa [ 0 =3 —1|—2
3 0 2|1 ’ ' ' ’ ' ' 0 O 3 3
1 -2 312 0
| sistemas compatibles determinados con solucion:
‘ . (m,y,z)—( ;,7;91) .

\Pregunta ¢, Es el sistema formado por las tres primeras ecuaciones equwalent
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TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS.

Ve n = (3} \ -'? L] = 14 = \
Teoremade RoucheFrobenius Seao® wun sistemalinealde d ecuacionesong
incognitasy 0° sumatrizampliada,y 0" un sistemalinealescalonad@quivalente

=\ L4 \ (A} 14 \ e 1 (31 (3 \ -'? 0 . .
ASii & ®E 1 & BHentoncesd®d wes un sistemaicompatible
" * tendra pivotes en la Ultima columna.

ASii G&@E 1 HE& THentoncesdd Hes unsistema compatible
" “ no tendra pivotes en la Gltima columna.
ASii ®& (®E ¢ entonces esompatibledeterminado.
" “ tendra tantos pivotes como incognitas.
ASii & (QE ¢ entonces esompatibleindeterminado
" * tendrd menos pivotes que incognitas.

'Ejercicio 5Clasifica los siguientes sistemas lineales utilizando el teorema anterior.
r+y = 3 T — 3y —2 r+y = 1
20 +2y = 2 —r+2y = 3 20 +2y = 2
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EJERCICIO.

/Ejercicio 6. Dos clases de suplementos, a los que
denominaremosAy B, presentanlascantidadesde vitaminaC, § EmE
calcio y magnesio dadas en la tabla Las cantidades vltammac 1 1
correspondera miligramospor unidadde suplemento Calcio g ?

Magnesio

Demuestrague combinandolas dos clasesde suplementosno podemosobtener el
siguienteaporte exacta 17 mgde vitaminaC,54 mg de calcioy 31 mgde magnesio

UC | igisded G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales.
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METODO INVERSA. SISTEMAS COMPATIBLES DETERMINADOS.

. . oo N e . . . ™ .
Un sistemalineal 0@ wcon matriz de coeficienteso cuadradade orden n, es compatible
determinadosiy solosi0 esregular

" S e © .-, . —
ObservacionSeao@ wcono cuadrada y regular la solucidon del sistemaes= }]:8

@jemplo 3.Resolucion sistema compatible determinado mediante método de la inversa.

r1—2x3 = 2 =1 0 -2|2 _
—2x9 +2x3 = 3 0 -2 2|3 d?t(A()ZﬁltS,t regular
X3nv
(‘ 0o -2/ |1 -2 |1 0 ‘ \ ' A*x-b%comprobacion
—2 2 0 2 0 —2 ¢
N s o Lo I D i U A
ATl =—1 -5 0 ol o ol ==l o2 2 ) = (s -1 -1y
5 o L L3 6 2 -3 1/5 —1/5 3/10
\ [0 -2 1 -2 |1 0o )
25 35 3/5 ' 17/5 Comprobacion:
. 1 3 0 17/5 1
(R (D-(5) (03 S (%) (2) v
_ 1/5 —1/5 3/10 3 7/10 0 —9 9 7/10 3 y
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METODO DE CRAMER.

El método aegla de Cramemos permite calcular la solucion de un sistema compatible
determinado core ecuaciones ¥ incognitas como:

A

| A
donde 0 es la matriz resultante de sustituir en A la columnai por el vector de
terminosindependientes

Lj

/all a2 bl aln\
a1 92 b2 A2n
A; = .
\anl an2 bn ann)

UC | D&siee,



METODO DE CRAMER.

/Ejemplo 4 Resolucion de un sistema lineal compatible determinado median@el

meétodo de Cramer.
391—2582—|-583 = 0 1 —2 1
2r9 — 8T3 8 |A|: 0 2 =8| =2#0
—433‘1 +529+9x3 = -9 —4 3 9
0 -2 1 1 0 1 1 =20
A]=|8 2 -8 =58 |A]=|0 §& -8 =32 [Al=]0 2 8)=6
-9 5 9 —4 -9 9 -4 5 -9
A
= LALL B8 o
A | 2 Comprobacion:
Ty = A2|:¥:16 20—-2-164+3=0 v 1 -2 1 29 0
|;1‘1|| 62 9.16-8.3-8 & 0 2 -8 16 |=| 8 |
3 —4 5 9 3 -9
= =—==3 —4-2945-164+9-3=—-9
T3 |A| 5 + - Vv

UC |
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.

Elmeéetodo de Gaussonsiste en trasformar un sistema lineal mediante operaciones
elementales en otro escalonado, para despues resolverlo por sustitucion hacia atras.

dil X — djz Xo — di3X3 + .-+ dipXp = bl anxy + appXe + apsxz + - -+ apX, = bl PaSO 2
Aot Xy 4+ gy 4 Bg3Xs b -+ Apx, = by 2501 Ay Xo + Apg Xy + -+ + dyyXn = b (resolver mediante
(escalonar) Xy + -+ + @y, X, = by sustitucion regresiva)

—

amX, + appXe + apXs + - -+ appX, = bn

(n—-1),, __ p(n-1)
a, xp=>

ijempIo 5. A
r—3y = -2 Sistema compatible determinado
—r+2 = 3 rg(A) = rg(A") =n =2
Solucién:
1 —3 | =2 F> 1(1) 1 -3 -2 — T — 3y = =2 ’ﬂ r=-2—3=-5
-1 2 3 0 —1| 1 -y = 1 S—
Y
. J
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.

(Ejemplo 6. ( z1—20 = 3 Sistema incompatible A
L om o — rg(A) # rg(A”)

L 2 1 |4 2 1 4 0o 3 | -2 0 0 1 )

Elndimero de parametros libresn los sistemas compatibles es igual ai ).

Convenio:asignamos valores genéricos o parametros a las incognitas asociadas a columnas ne

pivotales expresando el conjunto de soluciones en forma parameétrica.

- N
Ejemsli7'+z _ 3 1 —1 1[3\mu2 (1 -1 1] 3 ser
Y B 2 1 2(3) "{o0 3 0|-3 rg(4) =rg(A")
2 +y+ 2z 3 n—rg(Ad)=1
r=2—« Solucién:
r—yYy+z = L 1 2 —«
%{ Sy - — Y= I {(392)_( —1 )&ER}
\ Z = T3 o )

Universidad
de Cantabria
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.
[Ejemplo 8. N

SCI

e e T R i A RO
2 = 4 _
3 s 000 1 1]-2 n—rg(d) =
Ty +1x5 = —2 )
( 3a; +3 - = -1 ry=—f—-ca—-2
3x1 +3x2+xr3—x4+25 = —1 FLE Sy s $4+zz — 3 3
203 + x4 x5 = 4—>< 203 + x4 + 15 = 4 35'2:6
Ty +2T5 = —2 Ty +x5 = —2 TTIL‘:), =
\ s = @ Ty = —a — 2
—a—326-2 —2 ~1 —2/3 T =
« 0 1 0
Solucion: {¥ = 3 = 3 +a| O + 0 la, B € R}
—B -2 —2 0 —1
p 0 0 1

Comprobacion: Podriamos sustituir la sol. general en forma paramétrica en las ecuaciones para comprobar
su validez. Es recomendable verificar al menos una sol. particular (obtenida al dar valores a los parametros).

3(=5)+3(1)+3—-(-5)+3=—-1,
— 17/6 =3 (5131,35'2,213372134,395) — (_571737_573) 2(-3—?—(—5())%—3245 ) v

87
\_ (58— J
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METODO DE GAUSS O ELIMINACION GAUSSIANA.

[Ejercicio 9Resuelve el siguiente sistema mediante el metodo de Gauss. )

1+ xo + x3 + 224 1
2:171 + I3 + 2584 2
3x1 + x9 + 223 + 414 3

1—3—a/2 1 ~1/2 ~1
Sol : {# = _O‘/z_ﬁ = g + « _11/2 + _01 |, B € R}
K B 0 0 1 /
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

El método de GaussJordan consisteen obtener el sistemaequivalente

reducido,obteniendodirectamentela solucion
4 16 64| 100

Ejemplo 9. [ 4z + 16y + 64z
2¢ + 4y + 82
rT+y—+z
1 4 16| 25
WD (9 4 8| 6
I 1 1|2
P a(3) 1 0 —-8|-19
—==5 101 6
Fy2(—4) 0 0 3
1 0 0 x -3
0 1 0 y | =1 —1
0 0 1 z 2

100

O <

—2

2

4

8| 6
1] =2

Gauss
17771855 18381922

L1416 | 2
BEVH g 1 6 | 11
0 —3 —15| —27

A=[41664;248;111];

Jordan

b=[100 6-2 |';
Aamp=[A bj;
rref(Aamp

Observacion Dadoun SCDo@ wcon 0 cuadradapuestoque la matriz de coeficienteso
seraregularsumatrizescalonadaeducidaserala matrizidentidad

UC | D&siee,
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

Recordemogjue los sistemasescalonadogjue obtenemostanto con los metodosde Gauss
como GaussJordanson sistemasequivalentes,ya que las operacioneselementalespor filas
aplicadasa la matrizampliadano modificanla soluciondel sistema

dr 4+ 16y + 642z = 100 r = -3
20 +4y + 8z = § y = —1
r+y+z = =2 z = 2
!, (Gauss-Jordan
>
A=[41664;248;111];
b=[100 6-2 |';
Aamp=[A b];
_— rref(Aamp

Pregunta.Aungue los planos de los sistemas son diferentes, el punto en comun (solucion)
no cambia. ¢ COmo modifican las operaciones elementales por filas la representa
geométrica del sistema de ecuaciones?

Uc | e G414. Algebra y Geometria: Sistema lineales. 25 L }ﬂ‘
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METODO DE GAUSS-JORDAN.

[Ejercicio 10Resuelve el siguiente sistema mediante el método de Gaurskan A
(21 + 220, = 4
§ —x3+xy = 1 Bamp=[12004;0411;00105]
\ r3 = 9 rref(Bamp)

Solucion:

UC | Ji&sc,



Teorema de la descomposicion de la solucion de un sistema lineal.

., . , e, . B
La solucién general de un sistema no homogéneo compaditle w se puede expresar
como la suma de una solucion particular de sistema no homogéeneo mas la solucion ge

del sistema homogéneo asociad@® TT

\ \ \

neral

@ @ + @
solucion general  solucion particular del solucion general del
sistema completo sistema completo homogéneo asociado
En a , donde las solucionesde los SClcon un AT=10

parametrolibre representanrectasen el espacioLa
solucionde ! @ wesigual a la recta solucionde
l @ 711, trasladadapor el vector ip , siendo wp

cualquiersolucionparticularde! @ o8B
No haysolucibncomuina ambossistemas

N
=)
I
=l
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