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Tres gavillas o manojos de una buena cosecha, dos gavillas de una 
cosecha mediocre y una gavilla de una mala cosecha se venden por 39 
dou. Dos gavillas de buena cosecha, tres mediocres y una mala se 
venden por 34 dou; y una buena, dos mediocres y tres malas se venden 
por 26 dou. ¿Cuál es el precio recibido por cada gavilla de una buena 
cosecha, cada gavilla de una cosecha mediocre y cada gavilla de una 
mala cosecha?

Los sistemas de ecuaciones lineales aparecen en múltiples áreas de la Ingeniería, 
desde el diseño de estructuras complejas hasta el análisis de redes eléctricas a través 
de las Leyes de Kirchhoff y la optimización de procesos.

Uno de los primeros registros en los que se plantea un problema de sistemas lineales 
proviene del influyente libro chino “Nueve capítulos de la aritmética”.

Capítulo 8 del libro Nueve capítulos de aritmética, siglo I-II a.C.

MOTIVACIÓN.
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Una ecuación lineal se trata de una ecuación polinómica de grado 1:  𝑎1𝑥1 +𝑎2𝑥2 + ⋯ +
𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏

donde 𝑎𝑖, 𝑏 ∈ ℝ, y donde las incógnitas  {x1, x2, …, xn} aparecen elevadas a la primera 
potencia (no multiplicadas entre sí, y sin funciones trascendentes).

A menudo se necesita resolver varias ecuaciones lineales que han de cumplirse a la vez 
(sistema lineal de ecuaciones). Un sistema de m ecuaciones lineales con 𝑛 incógnitas 
tiene la forma: 

términos
independientes:
𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚  ∈ ℝ

coeficientes:
𝑎11, 𝑎12, … , 𝑎𝑚𝑛 ∈ ℝ

incógnitas: 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ

Una solución de un sistema es un conjunto de valores para las 𝑛 
incógnitas que satisfacen simultáneamente las 𝑚 ecuaciones.

INTRODUCCIÓN.
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Los sistemas de ecuaciones se clasifican en sistemas lineales (formados únicamente 
por ecuaciones lineales) y sistemas no lineales. 

Si todos los términos independientes son nulos 𝑏𝑖 = 0 ∀𝑖 se denomina sistema lineal 
homogéneo, en caso contrario sistema lineal completo o no homogéneo.

Ejercicio 1. Clasifica los siguientes sistemas de ecuaciones en lineales o no lineales, 
y los sistemas lineales en homogéneos o completos.

lineales
Sistemas de 
ecuaciones

no lineales

completos

homogéneos

CLASIFICACIÓN.
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Los sistemas de ecuaciones lineales pueden representarse en forma matricial      
𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏, donde 𝐴 es la matriz de coeficientes, Ԧ𝑥 el vector de incógnitas y 𝑏 el vector 
de términos independientes.

Es habitual representar un sistema lineal 
mediante su matriz ampliada 𝑨∗ , que 
contiene toda la información y puede ser 
manipulada cómodamente.

Ԧ𝑥

FORMA MATRICIAL.
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Teorema. Un sistema lineal puede tener cero, una o infinitas soluciones.

Definiciones. Un sistema lineal se clasifica según su número de soluciones en:

• Sistema incompatible si no tiene solución. 

• Sistema compatible si tiene solución.

  - Si tiene una única solución se denomina sistema compatible determinado.

  - Si tiene infinitas soluciones se denomina sistema compatible indeterminado.

 

Ejercicio 2. Clasifica los siguientes sistemas lineales.  

Observación. Todo sistema lineal homogéneo es compatible, ya que tiene, como 
mínimo la solución trivial 𝑥1 = 𝑥2 =…= 𝑥𝑛 = 0

CLASIFICACIÓN DE SISTEMAS SEGÚN SU SOLUCIÓN.
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Interpretación geométrica en ℝ2:

Sistema incompatible              Sistema compatible determinado    Sistema compatible indeterminado                 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA.
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Interpretación geométrica en ℝ3:

Sistema incompatible              Sistema compatible determinado          Sistema compatible indeterminado                 

Icono

Descripción generada automáticamente

Icono

Descripción generada automáticamente

Icono

Descripción generada automáticamente

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA.

https://www.geogebra.org/m/uhrksgut
https://www.geogebra.org/m/thwts5rs
https://www.geogebra.org/m/afxadwvh
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Definición. Se dice que dos sistemas son equivalentes si coincide su solución 
general (conjunto de todas las soluciones del sistema).

 Ejercicio 3. Determina si los sistemas b), c) y d) son equivalentes al sistema a).

SISTEMAS EQUIVALENTES. 
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Teorema. Si las matrices ampliadas de dos sistemas lineales son equivalentes por 
filas, entonces los sistemas son equivalentes.

 Ejemplo 1. Los siguientes sistemas lineales de ecuaciones son equivalentes:

Si aplicamos las operaciones elementales por filas a la matriz ampliada la solución del 
sistema no cambia.  

Icono

Descripción generada automáticamente

SISTEMAS EQUIVALENTES.

https://www.geogebra.org/3d/fy3kg6wa
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Ejercicio 4. Determina si los siguientes sistemas son equivalentes.

Propiedad. Si dos sistemas lineales son equivalentes al mismo sistema escalonado 
reducido, entonces son sistemas equivalentes entre sí (misma solución).

Definición. Un sistema lineal es un sistema escalonado si su matriz ampliada 𝐴∗ es 
escalonada y escalonado reducido si su matriz ampliada 𝐴∗ es escalonada reducida

 

SISTEMAS ESCALONADOS.



13G414. Álgebra y Geometría: Sistema lineales. 

Observación 1. Si 𝐴∗ es escalonada y tiene un pivote en la última columna entonces se trata 
de un sistema incompatible. Una ecuación 0 = 𝑏 con 𝑏 no nulo no tiene solución.

Observación 2. Si 𝐴∗ es escalonada y tiene filas nulas (correspondientes a ecuaciones 0 = 0), 
indica ecuaciones redundantes que podremos eliminar al no aportar ninguna información.

Dos observaciones interesantes sobre las matrices ampliadas de los sistemas escalonados.

SISTEMAS ESCALONADOS.
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nº de ecuaciones de 
un sistema lineal

nº de ecuaciones 
redundantes 

nº de ecuaciones linealmente independientes
𝑟𝑔(𝐴∗) 

Ejemplo 2. Obtén un sistema equivalente sin ecuaciones redundantes.

Pregunta. ¿Es el sistema formado por las tres primeras ecuaciones equivalente? 

Icono

Descripción generada automáticamente

Icono

Descripción generada automáticamente

EJERCICIO.

https://www.geogebra.org/m/nq4gdhcy
https://www.geogebra.org/m/ymnqgzc6
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Teorema de Rouché-Fröbenius. Sea 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏 un sistema lineal de 𝑚 ecuaciones con 𝑛 
incógnitas y 𝐴∗su matriz ampliada, y 𝐵∗un sistema lineal escalonado equivalente.

• Si 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴) ≠ 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) entonces 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏 es un sistema incompatible.

B∗ tendrá pivotes en la última columna.

• Si 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(𝐴∗) entonces 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏 es un sistema compatible.

B∗ no tendrá pivotes en la última columna.

• Si 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 = 𝑛 entonces es compatible determinado.

B∗ tendrá tantos pivotes como incógnitas.

• Si 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 𝐴 < 𝑛 entonces es compatible indeterminado

B∗ tendrá menos pivotes que incógnitas.

 Ejercicio 5. Clasifica los siguientes sistemas lineales utilizando el teorema anterior.  

SI SCD SI

TEOREMA DE ROUCHÉ -FRÖBENIUS .
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Demuestra que combinando las dos clases de suplementos no podemos obtener el 
siguiente aporte exacto: 17 mg de vitamina C, 54 mg de calcio y 31 mg de magnesio.

Ejercicio 6. Dos clases de suplementos, a los que 
denominaremos A y B, presentan las cantidades de vitamina C, 
calcio y magnesio dadas en la tabla. Las cantidades 
corresponden a miligramos por unidad de suplemento. 

EJERCICIO.
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Un sistema lineal 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏 con matriz de coeficientes 𝐴 cuadrada de orden n, es compatible 
determinado si y solo si 𝐴 es regular. 

Ejemplo 3. Resolución sistema compatible determinado mediante método de la inversa.
A=[1 3 0; 1 0 -2; 0 -2 2];
b=[1 2 3]’
det(A)%sist. regular
x=inv(A)*b
A*x-b%comprobación

Observación. Sea 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏 con 𝐴 cuadrada y regular la solución del sistema es 𝒙 = 𝑨−𝟏𝒃.

MÉTODO INVERSA. SISTEMAS COMPATIBLES DETERMINADOS.
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El método o regla de Cramer nos permite calcular la solución de un sistema compatible 
determinado con 𝑛 ecuaciones y 𝑛 incógnitas como:

donde 𝐴𝑖 es la matriz resultante de sustituir en A la columna i por el vector de 
términos independientes.

MÉTODO DE CRAMER.
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Ejemplo 4. Resolución de un sistema lineal compatible determinado mediante el 
método de Cramer.

MÉTODO DE CRAMER.
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El método de Gauss consiste en trasformar un sistema lineal mediante operaciones 
elementales en otro escalonado, para después resolverlo por sustitución hacia atrás. 

Paso 1
(escalonar)

Paso 2
(resolver mediante 
sustitución regresiva)

Ejemplo 5.  

Sistema compatible determinado
𝑟𝑔 𝐴 = 𝑟𝑔 𝐴∗ = n = 2 

A=[1 -3 ; -1 2];
b=[-2 3]';
[rank(A) rank([A b])]%SCD
x=A\b;

MÉTODO DE GAUSS O ELIMINACIÓN GAUSSIANA.
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Ejemplo 6.  
Sistema incompatible

𝑟𝑔 𝐴 ≠ 𝑟𝑔 𝐴∗

El número de parámetros libres en los sistemas compatibles es igual a n − 𝑟𝑔 𝐴 . 
Convenio: asignamos valores genéricos o parámetros a las incógnitas asociadas a columnas no 
pivotales, expresando el conjunto de soluciones en forma paramétrica.

Ejemplo 7.  

MÉTODO DE GAUSS O ELIMINACIÓN GAUSSIANA.
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Ejemplo 8.  

SCI: 𝑟𝑔 𝐴 = 𝑟𝑔 𝐴∗ <n

MÉTODO DE GAUSS O ELIMINACIÓN GAUSSIANA.
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Ejercicio 9. Resuelve el siguiente sistema mediante el método de Gauss.

MÉTODO DE GAUSS O ELIMINACIÓN GAUSSIANA.
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El método de Gauss-Jordan consiste en obtener el sistema equivalente 
reducido, obteniendo directamente la solución.

Ejemplo 9.  

Observación. Dado un SCD 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏 con 𝐴 cuadrada, puesto que la matriz de coeficientes 𝐴 
será regular su matriz escalonada reducida será la matriz identidad.

A=[ 4 16 64; 2 4 8; 1 1 1 ];
b=[100 6 -2 ]';
Aamp=[A b];
rref(Aamp)

Jordan
 1838-1922

Gauss
 1777-1855

MÉTODO DE GAUSS -JORDAN .
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Recordemos que los sistemas escalonados que obtenemos tanto con los métodos de Gauss 
como Gauss-Jordan son sistemas equivalentes, ya que las operaciones elementales por filas 
aplicadas a la matriz ampliada no modifican la solución del sistema.

Pregunta. Aunque los planos de los sistemas son diferentes, el punto en común (solución) 
no cambia. ¿Cómo modifican las operaciones elementales por filas la representación 
geométrica del sistema de ecuaciones? 

Icono

Descripción generada automáticamente

A=[ 4 16 64; 2 4 8; 1 1 1 ];
b=[100 6 -2 ]';
Aamp=[A b];
rref(Aamp)

MÉTODO DE GAUSS -JORDAN .

https://www.geogebra.org/m/qjf7yxf6
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Ejercicio 10. Resuelve el siguiente sistema mediante el método de Gauss-Jordan.

Bamp=[1 2 0 0 4;0 0 -1 1 1; 0 0 1 0 5 ]
rref(Bamp)

MÉTODO DE GAUSS -JORDAN .
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Teorema de la descomposición de la solución de un sistema lineal.                                           
La solución general de un sistema no homogéneo compatible 𝐴 Ԧ𝑥 = 𝑏, se puede expresar 
como la suma de una solución particular de sistema no homogéneo más la solución general 
del sistema homogéneo asociado 𝐴 Ԧ𝑥 = 0: 

En ℝ3 , donde las soluciones de los SCI con un 
parámetro libre representan rectas en el espacio. La 

solución de A Ԧ𝑥 = 𝑏 es igual a la recta solución de 

A Ԧ𝑥 = 0 , trasladada por el vector Ԧ𝑝  , siendo Ԧ𝑝  

cualquier solución particular de A Ԧ𝑥 = 𝑏.
No hay solución común a ambos sistemas.

Ԧ𝑥  =  Ԧ𝑥𝑝               +              Ԧ𝑥ℎ 
solución particular del 

sistema completo
solución general del 

homogéneo asociado
solución general 

sistema completo

Demostración.

TEOREMA DE LA DESCOMPOSICIÓN DE LA SOLUCIÓN.
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Ejercicio 11. Resuelve el SCI mediante Gauss y utiliza el teorema de descomposición de 
soluciones para obtener la solución de su sistema homogéneo asociado. 

Icono

Descripción generada automáticamente

A=[ 1 1 1 ; 2 -1 1 ; 1 -2 0];
b=[2 1 -1]'
Aamp=[A b]
rref(Aamp) %gauss-jordan

EJERCICIO.

https://www.geogebra.org/m/qczzefzu
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Continuación. Resuelve el sistema homogéneo asociado mediante el método 
de Gauss y comprueba que llegas a la solución esperada. 

Icono

Descripción generada automáticamente

A=[ 1 1 1 ; 2 -1 1 ; 1 -2 0];
b=[0 0 0]'
Aamp=[A b]
rref(Aamp) %Gauss-Jordan
null(A,'r') % otra opción para homogéneos

EJERCICIO.

https://www.geogebra.org/3d/qj3rhfhp
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Se llama factorización LU a la descomposición de una matriz 𝐀 regular en el producto 
de una matriz triangular inferior con unos en su diagonal L y una matriz triangular 
superior U, es decir 𝐀=LU. 

Esta factorización permite resolver SCD mediante la resolución de dos sistemas 
triangulares.

MÉTODO DE RESOLUCIÓN DE SL: FACTORIZACIÓN LU.
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Para realizar la factorización LU se utiliza el algoritmo de los multiplicadores 
cambiados de signo que se ilustra a continuación. Este aplica el método de Gauss (con 
OE tipo III exclusivamente) y tras realizar 𝐹𝑖,𝑗(𝜆) actualiza 𝑙𝑖,𝑗 = −𝜆.

Ejercicio 12. Obtén la factorización LU de la matriz A. 

FACTORIZACIÓN LU.
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La factorización de la matriz de coeficientes A nos permite resolver el sistema regular 

fácilmente mediante la resolución de dos sistemas triangulares: i) 𝐿 Ԧ𝑦 = 𝑏 y ii) 𝑈 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦

Ejemplo 10.  

FACTORIZACIÓN LU.
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Únicamente podremos factorizar como 𝐴 = 𝐿𝑈 aquellas matrices regulares escalonables sin 
necesidad de intercambiar filas (es decir, usando solo OE tipo III). En ese caso, la factorización 
𝐴 = 𝐿𝑈 con 𝐿 triangular inferior con unos en la diagonal es única.
Para aquellas matrices donde es necesario intercambiar filas (OE tipo I) se introduce una 
matriz de permutación P, obteniéndose la factorización PA=LU. Esta factorización no es única 
(dependerá de las filas que intercambiemos).

Dicha factorización nos permite resolver el sistema regular mediante la resolución de dos 

sistemas triangulares: i) 𝐴 Ԧ𝑦 = 𝑃𝑏 y ii) 𝑈 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦

FACTORIZACIÓN LU.
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registro el multiplicador 
cambiado de signo en 𝑙3,1

registro el intercambio de filas en la matriz P
y en L (solo por debajo de la diagonal)

comenzamos escribiendo  IA=IA

comenzamos escribiendo  IA=IA

registro los multiplicadores 
cambiados de signo en 𝑙3,2, 𝑙4,2

registro el intercambio de filas en la matriz P
y en L (solo por debajo de la diagonal)

[L,U,P] = lu(A)

Ejemplo 9. Factorización PA=LU. 

FACTORIZACIÓN LU.
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comenzamos escribiendo  IA=IAEste algoritmo podemos escribirlo también de la siguiente manera si nos es más cómodo.

Método Gauss: escalonamos la matriz A.

Matriz de permutación P: registra los cambios de filas. 

Matriz L: registra los multiplicadores cambiados de signo, y los cambios de fila por debajo de su diagonal principal.

FACTORIZACIÓN LU.
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Ejemplo 10. Resolución sistema. 

MÉTODO DE RESOLUCIÓN DE SL: FACTORIZACIÓN LU.
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|A|=(−1)𝑝 ς𝑖=1
𝑛 𝑢𝑖𝑖 

Otra importante aplicación de la factorización LU es el cálculo de determinantes. 
El determinante de A se puede obtener de la siguiente manera:

Ejercicio 1. Demuestra la expresión para el cálculo del determinante. 

donde p es el número de intercambios de filas realizados durante la factorización.

Ejercicio 13. Demuestra la expresión anterior.

Ejercicio 14. Obtén el determinante de las matrices factorizadas anteriormente. 

a)

b)

FACTORIZACIÓN LU: CÁLCULO DEL DETERMINANTE.
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Método de Cramer

Método de Gauss

Método de Gauss-Jordan

Método de factorización LU

Métodos directos. Obtienen la solución en un número finito de pasos. Se usan principalmente 
para sistemas pequeños o medianos donde se busca precisión y garantía de solución (si existe).

• Método de Cramer

☺  conceptualmente simple             

 muy costoso computacionalmente     aplicable únicamente si 𝐴 es regular.

• Método de Gauss 

☺  eficiente para matrices bien condicionadas de tamaño moderado.

  sensible a errores de redondeo, puede ser ineficiente para sistemas grandes.

• Método de Gauss-Jordan

  mayor cantidad de operaciones que Gauss.

• Método de factorización LU

☺ eficiente para múltiples sistemas con la misma matriz de coeficientes.

 aplicable únicamente si 𝐴 es regular.

MÉTODOS DIRECTOS DE RESOLUCIÓN.
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El ordenador representa los números en binario, utilizando una cantidad limitada de 
bits (1 o 0s). El formato de punto flotante "double" (doble precisión) utiliza 64 bits 
para representar números reales en computación. 

Es habitual usar el formato los números de tipo flotante con formato double

overflow o desbordamiento: se excede el máximo 
valor representable

underflow o subdesbordamiento: cuando tenemos un número menor 
en valor absoluto al número más pequeño representable

Ejercicio 7. Define en MATLAB los siguientes números 2 1023, 2 1024, − 2 1023, 
− 2 1024, 10 −323, 10 −324. Explica los resultados obtenidos.

Ejercicio 8. Calcula con MATLAB 0.3-0.2-0.1

REPRESENTACIÓN DE NÚMEROS EN EL ORDENADOR.

https://es.mathworks.com/help/matlab/matlab_prog/floating-point-numbers.html
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El problema del error de redondeo puede volverse particularmente 
importante cuando se deben resolver grandes sistemas de ecuaciones. 
Esto se debe al hecho de que cada resultado depende de los resultados 
anteriores. En consecuencia, un error en los primeros pasos tenderá a 
propagarse; es decir, causará errores en los pasos siguientes.

Los errores de redondeo se producen cuando se usan números que tienen un límite 
de cifras significativas para representar números exactos. Esta representación 
limitada de los números ocurre en todo computador.

𝜋 = 3.14159 … → 3.1416 redondeado a 5 cifras significativas

ERRORES DE REDONDEO.
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Los errores de redondeo pueden tener un impacto significativo en los sistemas 
lineales mal condicionados. Un sistema mal condicionado es aquel que presenta una 
alta sensibilidad a cambios en los datos de entrada; es decir, pequeñas variaciones en 
los coeficientes pueden resultar en grandes cambios en las soluciones.

Durante procesos como el método de eliminación de Gauss, los errores de redondeo 
se pueden acumular y propagar, resultando en una solución numérica que puede 
variar considerablemente de la solución exacta. En sistemas mal condicionados, esta 
variación es particularmente problemática ya que la solución puede ser muy sensible 
a dichos errores.

SISTEMAS MAL CONDICIONADOS.
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