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INTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES.

Definicion.Unvectores un elemento de un espacio vectorial.

Antes de ver la definicion de espacio vectorial, veamos un ejemplo ya conocido.

(Ejemplo de espacio vectoriafi . Seadhai’ N 5 y| ,f N 5. N )
Propiedades de la suma de vectores: 4l o

.Z) ® ON 5l . :\él;vz

2) @ 0 0 W conmutativa 2|

3) 6 ® X 8 ® X asociativa X

49 5 8 elemento neutro de la suma 4 ~

5) O 5 T elemento opuesto o simetrico 2 -
Propiedades de la multiplicacion vector por un escalar: j

6) |ON 1 L ]

7) |T 8 | 10 asociativa e E s s e
8 pdo 0O elemento neutro IV 4

99 16 W |06 | w distributiva del producto respecto a la suma de vectores
\10)@ r 6 |6 108 distributiva del producto respecto a la suma de escalares
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DEFINICION DE LOS ESPACIOS VECTORIALES.

Definicion.Cualquier conjunt@y que posea unas operaciones suma y producto por escalarfes
cumpliendo todas las propiedades listadas a continuacion éks-@spacio vectorial.

Si1  a diremos quanes unespacio vectorial sobre, mientras que s ehdiremos quenes un
espacio vectorial sobre.

Notacion:3,d,0 Xw para vectores, mientras que las letras griegdsX1 designaran escalares.
Propiedades de la suma de vectores:

1) 6 BV w la suma de dos vectores es un vector

2) 6 0 B conmutativa

3) 06 ® 0 0 ®w 0 asociativa

4) TN otal quet 6=8 existencia elemento neutro de la suma

5) © (-6)=?[ existenciaelemento opuesto o simeétrico de la suma
Propiedades del producto de un vector por un escalar:

6) | 6N W el producto de un escalar por un vector es un vector
7 | 16 | 10 asociativa

8) pO O existenciaelemento neutro de la multiplicacion por un escghafl
N 10 W 10 B yoibutivas

100 T 6 | o0 foO
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NTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES.

Ejemplo 1EI conjunto de pollnomlos de grado menor o iguqldado por
n A A@ A@|A APA N a}esunespacio vectorial sobwe

Definicion de la suma de polinomios: ) ) )
La suma de polinomios cumple las propiedades 1),2),3),4) y 5).

Definicidn sobre el producto por un escajal

O 0w OW)T W | 0 | W
El producto de un polinomio por un escalar cumple las propiedades 6), 7), 8), 9) y 1OZ

.

Ejercicio 1Razona si el conjunto de polinomios de grado (estrictament®n coeficientes

reales es 0 no un espacio vectorial.
Ejercicio 2Razona si el conjuntd  de matrices reales cuadradas de ordees un

espacio vectorial real.

Nota: En adelante nos centraremos emegéspacio vectoriad 8
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INTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES.

/Ejercicio 3Determinar st es un espacio vectorial. )
Ejercicio 4Determinar st es un espacio vectorial.

W (v a P ® @HNa g c o p

| =
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SUBESPACIOS VECTORIALES.

Definicion Un subespacidsde un espaciovectorialw esun espaciovectorialque esun
subconjuntode w3

C Paradeterminar si“Yes subespaciode w bastaracon comprobar si se cumplen las
propiedadesl), 6) y 4):
ASiG hb~ “YentoncesG+ N 3 =spacio vectorial v
. > Y\ L& N ©® Sub i

ASiGN ™ N 51 entonces OGN Y
Amn 3

De maneraequivalentea 6+ N 3y| 0 N “Ypodemoscomprobarque la combinacion

linealde vectoresperteneceal subconjunto,esdecir,| 0+f ®N "8

Nota: No hacefalta comprobarel restode laspropiedadeqasociativaconmutativa,etc.)
porque al cumplirseestasen w (por ser espaciovectorial), también se cumpliran en
cualquiersubconjunto’Y

Definicion.SiS £}, entoncesYse denominaubespacio triviatle co.
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EJERCICIOS.

(Ejercicio 5Determinar si'Yes un subespacio vectorial de 8 )
Ejercicio 6 Determinar siYes un subespacieectorial dea 8

Yo a g oo g Ty Yoo (Gt e o § p)
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COMBINACION LINEAL.

A continuacion veremoslos conceptosde combinacionineal,dependencidinealy rango
de conjuntosde vectores,necesariogara definir los sistemasgeneradoresde espacios

vectoriales

Definicion Dadoun vectoro ¥ wsediceque escombinacionineal (CL) de un conjunto
devectores{o ,w ,® 8 b siexistenescalares | ,| ,X,| N 4 talesque

~
=

6 | & | ® | ® E | ®

dondel | ,| X,| sedenominancoeficientesdelacombinacidonineal

Ejemplo2. Dadodosvectores{O, 0,0 dondeO =(1,0,0), 0 =(0,2,0), 0 =(0,0,4).
Elvector0O=(3,2,0) esunacombinaciorinealconcoeficientes|; =3, =1, =O0.

Observacion 1La C.L. de vectores de un espacio vectaredta enc.
Observacion 2La C.L. de vectores de un subespacio vectifeata en’Y

Observacion 3El vectorrtes siempreC.Lde cualquier conjunto de vectores

UC | g G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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COMBINACION LINEAL.

/Ejemplo 3. Dado®=@2,1) y ® ( plp). Determinarsi 6 ulp se puede )
expresarcomoCL, y de serasiobtéenloscoeficientesde la combinaciorineal

e ()= (5 () .

2 1|5\ Ra-1/2 (2 —1] 5 4 )
1 1 |1 "\ 0o 3/2|-3/2 AN Y
b
2000 — a9 = 5 S.C.D 0
3/2a0 = —3/2 (a1, 02) = (2,-1) 4l
(T)=2(3)- () v 2, 40 1 2 s 4 s e

Ejercicio 7Determinar sip =(-1,1) puede expresarse condLde®d  (¢ip) y

& (). /

UC | Lnigsided G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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COMBINACION LINEAL.

/Ejemplo 4Dadod =2, 1) W  ( p p).® (ch ¢). Determinarsi  ulp
se puede expresar con®©.L de & hb hb , y de ser asi obtén los coeficientes.

() (e ()= (23 A ()

2 —1 2 H F2,1(—1/2)\ 2 -1 2 5% 2+

1 1 2|1 "\ 0 3/2 —-3|-3/2 | v U1 0
2000 — a9 + 2003 = 5 S.C.I 0

3/200 —3az = —3/2 (enaza3)=(22t—11) |

UC | i&sc,




DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

C Un conjunto de vectores{®d hi 8 hb } es linealmenteindependienteo libre si ninguno de
ellospuedeexpresarse&eomocombinacionineal del resto.

O equivalentementesila unicaCL deﬁesaquellaquetiene todoslos coeficientesnulos
Esdecir, el siguientesistemahomogéneoescompatibledeterminada

—

) © ) © ) © E ) @O | | 3 | TT (SCD

Elrangode la matrizde coeficienteqvectoresen columnasksigualal nimerode vectores

C Un conjuntode vectores{d hi 8 hib } eslinealmentedependienteo ligadosialgunode ellos
escombinacioninealdel resto.

O equivalentementesi existealgunaCL de 1tenla queno todoslos coeficientessonnulos
Esdecir, el siguientesistemahomogéneoescompatibleindeterminado

»3 » 3 »3 E g0 con| ,| Z X Zno todos nulos%C)
Elrangode la matrizde coeficientesesmenor que el nUmerode vectores

Ejercicio 8 Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes.

G o D))
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

Ejemplo 5{® ,® ,® forman un conjunto linealmente dependiente.
5 _

W es combinacionlinealdd ywdw (b b
4

| b+ ® | ® 71U SCI, 3 2

: >~ >~ 2t

una de las soluciones eg h h ¢iph p
1
0 |
40 3

S P\ /C\ /P /G
Ejercicio 9Determinar si & hip hip h ( o) >f< o) >f< o) )?‘(q) es un conjunto libre.
T T p/ \C

Teorema Siun conjunto contiene masvectoresque componentestiene cadavector,
entoncesel conjuntoeslinealmentedependiente

UC | igsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 13 R Il 2 ﬂ‘



DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

(Ejemplo 6.Determinar si el siguiente conjunto de vectoresadees ligado:® ,® , ¥ } =
{MZboZoL X0 p ZB3ENCHSE deaformapvd, ballgp tha relacion de dependencic

0 3 15 0 0 5 15 ay 0
(3)()(5)(0)@ R N T
3 —2 3 0 3 -2 3 s 0

0 5 15 |0 -3 -2 —15]0 .
3 —2 —15l0 |¢s| o 5 15 |0 | r9(A)=2<k=3—-SCI—  conjunto
0 0 0 0 [0 linealmente dependiente

3 -2 3
o 1 —3A
15 — %) = —3A
15 o \

)\ =1 — (041,052,0&3) = (—3, —3, 1) — —3’81 — 3’62 + '83 — 6

) (E)-E)

—
=

Resolvemos: | —3a1 — 2ap
5(12

UC | i&sc,
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

(o)

505 =2[0\ . " 55 -2[0) | . 5 5 -2
51 2190 | 224506 010 s 06 0
2 4 —210 2 4 —210 0 2 —6/5

Solucion sist. homogeneo: (o, as,as) = (0,0,0)

El conjunto {v7, 3,73} es linealmente independiente

\_

éjemplo 7.¢ Es el siguiente conjunto de vectores linealmente independiente’.ﬂ

—r\D
—

5 5 -2 |0
BaCBL 06 0 |0
0 0 —6/50

A=[55-2; 06 0; 0 64/5]
rank(A)

Universidad
de Cantabria
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

A continuacion, se recogen algunas observacionesbhasicassobre la dependenciae
iIndependencidineal

Observacionl. Siel vector nulo pertenecea un conjunto de vectores,el conjunto es
linealmentedependiente

Observacion 2. Si un conjunto solo tiene un vector, el conjunto es linealmente
dependientesiy solosisetrata del vectornulo.

Observacion3. Dos vectores{0, ® son linealmente dependientessi y solo si uno es
multiplo de otro, 6=| .

Observacion 4. Un conjunto con vectores repetidos es un conjunto linealmente
dependiente

Observacion5. Un conjunto gue contiene un vector multiplo de otro es linealmente
dependiente

Observacion6. Si un conjunto de vectores es linealmente independiente, entonces
cualquiersubconjuntode él tambiénseralinealmenteindependiente

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 16 < } ﬂ‘
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RANGO.

Definicion Elrangode un conjunto de vectoreses el maximonumero de vectore
linealmenteindependientesientro de eseconjunto.

Propiedades

A El rango de un conjunto de vectores es el rango de la matriz que forman.
Trabajaremo$iabitualmenteconlosvectorespor columnas

A DadosQvectores sisurangoes Qsonlinealmenteindependientes

A Sial afladirun vector a un conjunto se conservael rango,entoncesel nuevovector
es CL de los restantes Sipor el contrario el rango aumenta, entoncesel nuevo
vectorno esCL delresto.

A Si al eliminar uno de los vectores se conserva el rango del conjunto, dicho vector es
C.L de los restantes. Si por el contrario disminuye el rango del conjunto, dicho

vector no e<L.L del resto.

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 17 < } ﬂ‘
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RANGO.
0 2 1 3
Ejemplo 8.Dado el conjuntofw,, s, 3, v} ={| 5], 10|, 0], | 15|}
7 14 1 21

1—)’1 172 ’173 174

0 2 1 3 rg(G) = 2 < 4—los vectores {U,1s,03,7U4 } son linealmente dependientes
G=(5 10015}

7 14 1 921 | @1U1 + Uz + azvz + oty =0 SCI

I € ¢ indicaque el numero maximo de vectoreslibres que podemosobtener de
dichoconjuntoesc. Existendistintaseleccionegosiblesde subconjuntodibres,perono
todoslossubconjuntosde 2 vectoreslo sorn

— — — —

U1 U3 Uy U3 U3 Uy U1 U3 Uy Uy U1 U4
0 1 2 1 1 3 0 2 2 3 0 3
rgl 5 0 |=rg|l 10 0 |=rg| 0 15 | =2 rgl 5 10 | =rg| 10 15 |=rg| 5 15 | =1
71 14 1 I 21 7 14 14 21 7 21
{v'1,v3} 1i.  {¥s, U3} 1.1 {v3, s} Li. {vy, 75} Ld. {vy, U4} Ld. {v1,v,} 1d.

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 18 & Il 2 ﬂ‘



RANGO: RELACIONES DE DEPENDENCIA.

Al aplicar operaciones elementales por filas a una matriz, las relaciones de dependencia

entre susvectores columnao se modifican.
’Ul ”02 ’03 ’U4

0 2 1 3 . 510 0 15\ o 1203\F(_7) 1 2 0 3
5 10 0 15 |—2>2—=| 0 2 1 3 ——[0 2 1 3 =" 0 2 1 3
7.4 1 21 ) OBl \ g gy 1 g1 ) ORI\ g gy 1 g1 JOBuROII |y 4 g
X2 %3 X2 %3 X2 %3 N X3
Obtencidn de conjuntd.i. a partir de un conjuntd.d.: Los vectores correspondientes a
las columnagivotalesforman un conjunto libre. 0 2 1
{01,02,03y=4{ 5 |, 10 |,[ 0 |}1i
7 14 1

La matriz escalonada reducida equivalente permite identificar facilmente los vectores de

columnas n@ivotalescomo C.L. de las columnas mgotales
’Ul ’UQ ’U3 ’U4

1213G o 1 2 0 3 7, = 20
5 10 0 15 | ——=—= 0 0 1 0 B
7 14 1 21 00 0 0 Uy = 30

UC | Dgsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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RANGO.

los vectoreg(phit)R(plth )N T hjig)A(chplm)( pipft)}8

U1 Us U3 Uy Us

1 1 -4 2 -1 1 1 -4 2 -1
G=|38 2 8 6 1 Causs . 0 -6 40 —10 9

4 —9 2 3 2 F2’1(—8)—>F3,1(—4)—>F3,2(—1){ 0 0 _929 5 _3

rg(G) = 3 — el conjunto de vectores {vy, Uia, U3, Uy, U5} es linealmente dependiente

{71, ¥, U3} es un conjunto libre
1 0 0 31/33 3/22 iy = 31/330, + 5/330, — 5/220

Gauss—Jordan
| 0 1 0 /33 —13/22 S 3 §
0 0 1 —5/22 3/22 Us = 3/220) — 13/220, + 3/220;

@jemplo 9.0btén un subconjunto libre y determina las relaciones de dependencia}'e

v1=[1 8 4]',v2=[1 22]';v3=F4 8 2]';v4=[2 6 3]';vb=lr ™
G=[ v1 v2 v3 v4 v5]
\ rref(G)

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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SISTEMA GENERADOR.

Dado un conjunto de vectores dhip, 8 @} des , el conjunto de todas las posiblei
combinacionedineales de estos vectores,denotado ® hp , 8 hb >, es un subespaci
vectorialdea . A este subespacicse le denominaespaciogeneradopor los vectores,y el
conjunto ® hb , 8, ® } sedenominasistemageneradordel subespacio

Definicion Unsistemageneradorde un espacio(o subespacioyectorialwesun conjuntode
vectores @ hib , 8 ® } pertenecientesa w tal que cualquiervector de w se puede expresat
comocombinaciénineal de los vectoresdel conjunto.

Ejemplo 9. Los vectores {u, v} forman un sistema generador del plano XY. Es decir, podemos
generar cualquier vector del plano XY como combinacion lineal de u y v

1 0 1 0 «
{a, 7y ={1 0 |, 1 |} plano XY = (U, v) =au+pv=a| 0 | +8| 1 | =] B
0 0 0 0 0

De esta manera el subespacio vectorial (plano XY) queda expresado a partir del sistema generador {u, v'}.

P\ _ [P
Pregunta ¢ Esl conjuntode vectores{<1r1'> r(é') }'<p> sistemageneradordel plano XY?
P

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 21 § Il ¢ ﬂ‘
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SISTEMA GENERADOR.

Ejemplo 10.Los conjuntos@mh(tip) vy {(cmh(pto)h(¢ip) son sistemas generadores de.
Puesto que podemos expresar cualquier vectordecomo combinacion lineal de los vectores

de dichos conjuntos:

( Z ) — a( (1) ) + 5( (1) ) — ( (1) (1) )( g ) sistema compatible para cualquier (x.y)

(5)==(2)+2(5) = (3)-(3

,
Ejercicio 9¢,Son los vectores (1,1) y (2,2) un sistema generader @&n caso negativo,
¢,qué subespacio generan?

2
1

e
;) )( B ) sistema compatible para cualquier (x,y)
Y

\

§ T\ (X
Ejercicio 10Ensa , ¢ pertenecé=(1,2,3) al espacio generado p@ ho (u) f(q;) ?
¢

UC | Lnigsided G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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BASE.

Definicion Sellama basede un espaciovectoriala un sistemageneradorde dicho
espacioen el quetodoslosvectoressonlinealmenteindependientes

A Un espacio(o subespaciolectorial “Ytiene infinitas bases,todas con el mismo
numerode vectores

A Unabasede “"Yes un sistemageneradorlo mas pequefio posible (con el minimo
numerode vectoresnecesario)

A Unabasede "Yes un conjunto de vectoreslibres lo masgrandeposibleen Y Por
ejemplo, si una basede “Ytiene ¢ vectoresel maximonumero de vectoreslibres
pertenecientesa "Yesc.

Ejemplol11. Elconjuntode vectores{(ptmm)hriphy)(riTip) esunabasedes ala
gue se le denomina base candnica Esuna basede 1 ya que es un sistema
generadorformadopor vectoreslibres

Uc ‘ ggiggiggﬁa G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 23 < } ﬂ‘



DIMENSION.

Definicion Ladimensionde un espacio vectoriabes igual al nimero de vectores de
cualquier base dev.

Pregunta.El siguiente conjunto de vectores forma una base del subespaae , ¢ Cual e
ladimensiondéY0 JdOMZHXZoXZNnOUZPMZININZIMOZIOMIHIMIMO

El espaciovectorial 1 tiene dimension 3, todas sus posiblesbasesson conjuntos de 3
vectoreslibres Generalizandoel espaciovectorialss  tiene dimensiong, y todas susbases
sonconjuntosde € vectoreslibres

Propiedades
A Si"Yesun subespacivectorialde wentoncesQ ‘QEYHQ Qv .

A Dadoun sistemagenerador ® hip 8 hib  de un subespaciovectorial Y la dimension
de “Yesigual al rangodel conjunto de vectoresQ Q@Y 1 Qo ho 8 hd }). Encasode
gue el conjuntosealibre (basede ™Y, el rangocoincidiracon el niumerode vectores

A Ladimensiénde un espaciovectorial coincidecon el niimero de parametroslibres en su
forma paramétrica

UC | \Digsded, G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 24 S Il ¢ ﬂ‘




Ena o4 , dado un subespacio vectoriad,
AsiQQGBY m el subespacio es sof vector nulo (un punto)

AsiQQBY p el subespacio esna rectaque pasa por el origen.

AsiQQBY ¢ el subespacio eslanoque pasa por el origen.

@jerciciolB. Dadoslos siguientessubespaciosie a g,Sondichossistemasgeneradore?
bases?% Cuabudimension?; Aque lugargeometricocorrespondecadasubespacio?

OGO

<
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