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Ejemplo de espacio vectorial: ᴙ . Sea  όȟᴆὺȟύᶰᴙ  y ‌, ‍ᶰᴙ. 

Antes de ver la definición de espacio vectorial, veamos un ejemplo ya conocido.

Propiedades de la suma de vectores:
1) ᴆὺ όᶰᴙ     
2) ᴆὺ ό ό ᴆὺ                          conmutativa
3) ό ᴆὺ) × ό ᴆὺ × asociativa

4) π ό ό                                   elemento neutro de la suma            

5) ό ό π                            elemento opuesto o simétrico

6) ɻόᶰᴙ
7) ‌‍ό  ‌‍ό)                 asociativa
8) ρό ό                                elemento neutro 1 ɴ ᴙ

9) ɻό ᴆὺ)  ‌ό ‌ᴆὺ,      distributiva del producto respecto a la suma de vectores
10) (ɻ  ɼό  ‌ό  ‍ό distributiva del producto respecto a la suma de escalares
 

Definición. Un vector es un elemento de un espacio vectorial. 

Propiedades de la multiplicación vector por un escalar:
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INTRODUCCIÓN A LOS ESPACIOS VECTORIALES.
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Definición. Cualquier conjunto ὠ que posea unas operaciones suma y producto por escalares צ‌ , 
cumpliendo todas las propiedades listadas a continuación es un -espacio vectorial. 
Si ᴙ diremos que ὠ es un espacio vectorial sobre ᴙ, mientras que si ᴇȟ diremos que ὠ es un 
espacio vectorial sobre ᴇ. 
Notación: ό,ᴆὺ,ύצὠ para vectores, mientras que las letras griegas ‌ȟצ‍  designarán escalares. 
Propiedades de la suma de vectores:
1) ό ᴆὺᶰὠ                                  la suma de dos vectores es un vector 
2) ᴆὺ ό ό  ᴆὺ                         conmutativa
3)    ό ᴆὺ) ύ ό ᴆὺ ύ    asociativa

4)    π ɴ ὠ tal que π ό= ό            existencia elemento neutro de la suma            

5)    ό  (-ό)= π                                 existencia elemento opuesto o simétrico de la suma
Propiedades del producto de un vector por un escalar:
6)    ‌ό ɴ ὠ                                       el producto de un escalar por un vector es un vector
7) ‌‍ό  ‌‍ό)                        asociativa
8) ρÕ Õ                                       existencia elemento neutro de la multiplicación por un escalar ρצ

9)    ‌ό ᴆὺ)  ‌ό ‌ᴆὺ
10)  (‌ ‍ό  ‌ό  ‍ό

ᴙ

distributivas

4

DEFINICIÓN DE LOS ESPACIOS VECTORIALES.
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Ejemplo 1. El conjunto de polinomios de grado menor o igual a ς dado por                            
ᴖ Á  ÁØ ÁØ| Á ,ÁȟÁᶰᴙ} es un espacio vectorial sobre ᴙ.

Definición de la suma de polinomios:
 ὥ  ὥὼ ὥὼ)  ὦ  ὦὼ ὦὼ ὥ  ὦ ὥ ὦ ὼ ὥ ὦ ὼ
La suma de polinomios cumple las propiedades 1),2),3),4) y 5).

Definición sobre el producto por un escalar ɻצᴙ :
‌ὥ  ὥὼ ὥὼ)= ‌ὥ  ‌ὥὼ ‌ὥὼ 
El producto de un polinomio por un escalar cumple las propiedades 6), 7), 8), 9) y 10).

Ejercicio 1. Razona si el conjunto de polinomios de grado (estrictamente) ς con coeficientes 
reales es o no un espacio vectorial. 
Ejercicio 2. Razona si el conjunto  de matrices reales cuadradas de orden ς es un 
espacio vectorial real. 
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Nota: En adelante nos centraremos en el ᴙ-espacio vectorial ᴙȢ 

INTRODUCCIÓN A LOS ESPACIOS VECTORIALES.
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Ejercicio 3. Determinar si ὠ es un espacio vectorial. 
Ejercicio 4. Determinar si ὠ es un espacio vectorial.

ὠ ὼȟώᶰᴙȿώ ςὼ} ὠ ØȟÙᶰᴙȿώ ςὼ ρ}

6

INTRODUCCIÓN A LOS ESPACIOS VECTORIALES.
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Definición. Un subespacio S de un espacio vectorial ὠ es un espacio vectorial que es un 
subconjunto de ὠȢ 

ÇPara determinar si Ὓ es subespacio de ὠ bastará con comprobar si se cumplen las 
propiedades 1), 6) y 4):

ÅSiό ȟᴆὺ ɴ Ὓ entoncesό+ ᴆὺ ɴ 3

ÅSiό ɴ Ὓȟ‌ᶰᴙ entonces ‌ό ɴ Ὓ 

Åπ ɴ 3

De manera equivalente aό+ ᴆὺ ᶰ3 y ‌ό ᶰὛ podemos comprobar que la combinación 
lineal de vectores pertenece al subconjunto, es decir, ‌ό+ ‍ᴆὺɴ ὛȢ

Nota: No hace falta comprobar el resto de las propiedades (asociativa, conmutativa, etc.) 
porque al cumplirse estas en ὠ (por ser espacio vectorial), también se cumplirán en 
cualquier subconjunto Ὓ. 

Subespacio 

vectorial S

Espacio vectorial V

Definición. Si S = , entonces Ὓ se denomina subespacio trivial de ὠ.

7

SUBESPACIOS VECTORIALES.
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Ejercicio 5. Determinar si Ὓ es un subespacio vectorial de ᴙȢ
Ejercicio 6. Determinar si Ὕ es un subespacio vectorial de ᴙȢ

Ὓ ὼȟώȟᾀᶰᴙȿὼ ώ ᾀ πϒ

Icono

Descripción generada automáticamente

Ὕ ὼȟώȟᾀᶰᴙȿὼ ώ ᾀ ρ} 

Icono

Descripción generada automáticamente

ᶰɵ
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EJERCICIOS.
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Definición. Dado un vectorό ᶰὠ se dice que es combinación lineal (C.L.) de un conjunto 
de vectores {ᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺȟȣȟᴆὺ  si existen escalares ‌,‌, ‌,Χ, ‌  ɴ ᴙ tales que:

ό ‌ᴆὺ  ‌ᴆὺ ‌ᴆὺ Ễ ‌ᴆὺ

donde ‌,‌, ‌Χ, ‌  se denominan coeficientes de la combinación lineal. 

Ejemplo 2. Dados los vectores {Ö,Ö,Ö  dondeÖ=(1,0,0),Ö=(0,2,0),Ö=(0,0,4). 
El vectorÕ=(3,2,0) es una combinación lineal con coeficientes ɻ=3, ɻ=1, ɻ=0.

Observación 1. La C.L. de vectores de un espacio vectorial ὠ está en ὠ.

Observación 2. La C.L. de vectores de un subespacio vectorial Ὓ está en Ὓ.

Observación 3. El vector π es siempre C.L. de cualquier conjunto de vectores.

A continuación, veremos los conceptos de combinación lineal, dependencia lineal y rango 
de conjuntos de vectores, necesarios para definir los sistemas generadores de espacios 
vectoriales.

9

COMBINACIÓN LINEAL.
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Ejemplo 3. Dado ᴆὺ=(2,1) y ᴆὺ ρȟρ. Determinar si ό υȟρ se puede 
expresar como C.L., y de ser así obtén los coeficientes de la combinación lineal. 

Ejercicio 7. Determinar si ᴆὺ=(-1,1) puede expresarse como C.L. de ᴆὺ ςȟρ y 
ᴆὺ τȟς . 
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COMBINACIÓN LINEAL.
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Ejemplo 4. Dado ᴆὺ=(2,1) y ᴆὺ ρȟρ, ᴆὺ ςȟς. Determinar siό υȟρ 
se puede expresar como C.L. de ᴆὺȟᴆὺȟᴆὺ , y de ser así obtén los coeficientes.

11

COMBINACIÓN LINEAL.
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Ç Un conjunto de vectores {ᴆὺȟ ᴆὺȟȣȟᴆὺ} es linealmente independiente o libre si ninguno de 
ellos puede expresarse como combinación lineal del resto. 

O equivalentemente, si la única C.L. deπ es aquella que tiene todos los coeficientes nulos. 
Es decir, el siguiente sistema homogéneo es compatible determinado:

♪○  ♪○ ♪○ Ễ ♪▓○▓  ‌ ‌  ȣ  ‌  π  (SCD)

El rango de la matriz de coeficientes (vectores en columnas) es igual al número de vectores.

Ç Un conjunto de vectores {ᴆὺȟ ᴆὺȟȣȟᴆὺ} es linealmente dependiente o ligado si alguno de ellos 
es combinación lineal del resto. 

O equivalentemente, si existe alguna C.L. deπ en la que no todos los coeficientes son nulos. 
Es decir, el siguiente sistema homogéneo es compatible indeterminado:

♪○  ♪○ ♪○ Ễ ♪▓○▓     con ‌, ‌ΣΧΣ ‌  no todos nulos (SCI)

El rango de la matriz de coeficientes es menor que el número de vectores.
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Ejercicio 8. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes.

ὅ
ρ
π
π
ȟ
ς
ρ
π
ȟ
π
χ
ρ
 ὅ

ρ
π
π
ȟ
ς
π
π
ȟ
π
π
ρ
 

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.
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Ejemplo 5. {ᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺ  forman un conjunto linealmente dependiente.

ᴆὺ es combinación lineal de ᴆὺ y ᴆὺȡ ᴆὺ ςᴆὺ ᴆὺ

ɻᴆὺ+ ɻᴆὺ ɻᴆὺ π    SCI, 

una de las soluciones es ɻȟɻȟɻ ςȟρȟρ

Teorema. Si un conjunto contiene más vectores que componentes tiene cada vector, 
entonces el conjunto es linealmente dependiente. 

Ejercicio 9. Determinar si ᴆὺȟᴆὺȟᴆὺȟᴆὺ
ρ
σ
τ
ȟ
ς
σ
τ
ȟ
ρ
ρ
ρ
ȟ
ς
ς
ς

 es un conjunto libre.

Ejemplo. Dados ᴆὺ=(1,1), ᴆὺ=(0,3) y ᴆὺ=(2,5), {ᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺ  forman un 
conjunto linealmente dependiente.
Å Podemos expresar ᴆὺ combinación lineal de ᴆὺ y ᴆὺȡ ᴆὺ=2ᴆὺ+ ᴆὺ

Å Podemos expresar π como C.L. del conjunto de vectores sin ser todos 

los coeficientes nulos: π =2ᴆὺ+ ᴆὺ- ᴆὺ
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imagen interactiva geogebra

Ejemplo 6. Determinar si el siguiente conjunto de vectores de ᴙ es ligado: {ᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺ} =
όлΣҍоΣоύΣόрΣҍнΣҍнύΣόмрΣҍмрΣоύȢ En caso de afirmativo, hallar una relación de dependencia.

Para determinar si un conjunto de vectores {ᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺȟȣȟᴆὺ  son linealmente 
dependientes analizamos el tipo de solución del sistema lineal homogéneo

 ‌ᴆὺ+ ‌ᴆὺ Ễ ‌ᴆὺ π 
si el sistema es SCD los vectores serán independientes, si es SCI serán dependientes.

‌ᴆὺ+ ‌ᴆὺ ‌ᴆὺ π 

a + 3a  = 0 y a  + 3a  = 0
 a Ґ ҍоa  , a  Ґ ҍоa .

Los vectores Ö, Ö, Ö son linealmente dependientes

π υ ρυ
σ ς ρυ
σ ς σ

ᴼ
ρ π σ
π ρ σ
π π π

Icono

Descripción generada automáticamente
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.
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Ejemplo 7. ¿Es el siguiente conjunto de vectores linealmente independiente?
υ
υ
ς

, 
υ
ρ
τ

, 
ς
ς
ς
Ȣ

Icono

Descripción generada automáticamente

A=[5 5 -2; 0 6 0; 0 0 -4/5]
rank(A)
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.
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Ejemplo. Dados ᴆὺ=(1,1), ᴆὺ=(0,3) y ᴆὺ=(2,5), {ᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺ  forman un 
conjunto linealmente dependiente.
Å Podemos expresar ᴆὺ combinación lineal de ᴆὺ y ᴆὺȡ ᴆὺ=2ᴆὺ+ ᴆὺ

Å Podemos expresar π como C.L. del conjunto de vectores sin ser todos 

los coeficientes nulos: π =2ᴆὺ+ ᴆὺ- ᴆὺ

Observación 1. Si el vector nulo pertenece a un conjunto de vectores, el conjunto es 
linealmente dependiente.
Observación 2. Si un conjunto solo tiene un vector, el conjunto es linealmente 
dependiente si y sólo si se trata del vector nulo.
Observación 3. Dos vectores {ό, ᴆὺ son linealmente dependientes si y solo si uno es 
múltiplo de otro,ό= ‌ᴆὺ.

Observación 4. Un conjunto con vectores repetidos es un conjunto linealmente 
dependiente.

Observación 5. Un conjunto que contiene un vector múltiplo de otro es linealmente 
dependiente.

Observación 6. Si un conjunto de vectores es linealmente independiente, entonces 
cualquier subconjunto de él también será linealmente independiente.

16

A continuación, se recogen algunas observaciones básicas sobre la dependencia e 
independencia lineal:

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.
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Definición. El rango de un conjunto de vectores es el máximo número de vectores 
linealmente independientes dentro de ese conjunto. 

Propiedades. 

ÅEl rango de un conjunto de vectores es el rango de la matriz que forman. 
Trabajaremos habitualmente con los vectores por columnas.

ÅDados Ὧ vectores, si su rango es Ὧ son linealmente independientes. 

ÅSi al añadir un vector a un conjunto se conserva el rango, entonces el nuevo vector 
es C.L. de los restantes. Si por el contrario el rango aumenta, entonces el nuevo 
vector no es C.L. del resto. 

ÅSi al eliminar uno de los vectores se conserva el rango del conjunto, dicho vector es 
C.L. de los restantes. Si por el contrario disminuye el rango del conjunto, dicho 
vector no es C.L. del resto.

vector depende linealmente de los restantes. Si por el contrario 
el rango aumenta, entonces el nuevo vector es linealmente 
independiente del resto.

17

RANGO.
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Ejemplo 8. Dado el conjunto:

π ‌ᴆὺ+ ‌ᴆὺ ‌ᴆὺ ‌ᴆὺ    SCI

ὶὫὋ ς indica que el número máximo de vectores libres que podemos obtener de 
dicho conjunto es ς. Existen distintas elecciones posibles de subconjuntos libres, pero no 
todos los subconjuntos de 2 vectores lo son:
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Ejemplo. Dado el conjunto:  ᴆὺȟᴆὺ, ᴆὺ, ᴆὺ}={
ρ
υ
χ

, 
ς
ρπ
ρτ
ȟ
ρ
π
ρ
ȟ
σ
ρυ
ςρ

}.

RANGO.
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Obtención de conjunto l.i. a partir de un conjunto l.d.: Los vectores correspondientes a 
las columnas pivotales forman un conjunto libre. 

Al aplicar operaciones elementales por filas a una matriz, las relaciones de dependencia 
entre sus vectores columna no se modifican. 

La matriz escalonada reducida equivalente permite identificar fácilmente los vectores de 
columnas no pivotales como C.L. de las columnas no pivotales:

19

Además, las columnas pivotales determinarán siempre un subconjunto l.i:  

RANGO: RELACIONES DE DEPENDENCIA.
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Ejemplo 9. Obtén un subconjunto libre y determina las relaciones de dependencia de 
los vectores ρȟψȟτȟρȟςȟςȟ τȟψȟςȟςȟφȟσȟ ρȟρȟς Ȣ

v1=[1 8 4]';v2=[1 2 -2]';v3=[-4 8 2]';v4=[2 6 3]';v5=[-м м нϐΩΤ
G=[ v1 v2 v3 v4 v5]
rref(G)

20

RANGO.
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Dado un conjunto de vectores ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ᴆὺ} de ᴙ , el conjunto de todas las posibles 
combinaciones lineales de estos vectores, denotado ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ȟᴆὺ>, es un subespacio 
vectorial de ᴙ . A este subespacio se le denomina espacio generado por los vectores, y el 
conjunto ᴆὺȟᴆὺ, ȣ, ᴆὺ} se denomina sistema generador del subespacio.

Ejemplo 9.

21

Definición. Un sistema generador de un espacio (o subespacio) vectorial ὠ es un 
conjunto de vectores ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ᴆὺ} de ὠ tal que cualquier vector de ὠ se puede 
expresar como combinación lineal de los vectores de este conjunto. 

El espacio vectorial formado como combinación lineal de un conjunto de vectores 
ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ᴆὺ}, recibe el nombre de espacio generado o engendrado, y lo 

denotaremos como ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ᴆὺ>.

Definición. Un sistema generador de un espacio (o subespacio) vectorial ὠ es un conjunto de 
vectores ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ᴆὺ} pertenecientes a ὠ tal que cualquier vector de ὠ se puede expresar 
como combinación lineal de los vectores del conjunto.

Ejemplo 7.
Los vectores {όȟᴆὺ} = {ρȟπȟπȟπȟρȟπ  son sistema generador del plano XY.
Es decir, podemos generar cualquier vector del plano XY como C.L de ό ώ ᴆὺ

Plano XY= ρȟπȟπȟπȟρȟπ>=‌ό ‍ᴆὺ= ‌ρȟπȟπ  ‍πȟρȟπ= ‌ȟ‍ȟπҦ 
{ ‌ȟ‍ȟπȿ‌ȟ‍ᶰᴙ}  forma paramétrica del plano XY

Pregunta. ¿Es el conjunto de vectores {
ρ
π
π
ȟ
π
ρ
π
ȟ
ρ
ρ
ρ
 sistema generador del plano XY? 

SISTEMA GENERADOR.
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Ejercicio 9. ¿Son los vectores (1,1) y (2,2) un sistema generador de ᴙ ? En caso negativo, 
¿qué subespacio generan?

Ejercicio 10. En ᴙ , ¿pertenece ό=(1,2,3) al espacio generado por ᴆὺȟᴆὺ
τ
υ
φ
ȟ
χ
ψ
ω

?

Para determinar si un conjunto de vectores 5 ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ᴆὺ} es sistema generador 
del espacio vectorial V analizamos la compatibilidad del sistema 

 ό= ‌ᴆὺ ‌ᴆὺ Ễ ‌ᴆὺ

para que 5 sea sistema generador, el sistema debe ser compatible όᶅ ɴ V 

Ejemplo 10.  Los conjuntos {ρȟπȟπȟρ  y {ςȟπȟρȟσȟςȟρ  son sistemas generadores de ᴙ . 
Puesto que podemos expresar cualquier vector de ᴙ como combinación lineal de los vectores 
de dichos conjuntos:
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u=[1 2 3]'; v1=[ 4 5 6]'; v2=[7 8 9] ';
A=[v1 v2]; Aamp=[A u]
[rank(A) rank(Aamp)]%SCD
A\u

SISTEMA GENERADOR.
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Definición. Se llama base de un espacio vectorial a un sistema generador de dicho 
espacio en el que todos los vectores son linealmente independientes.

ÅUn espacio (o subespacio) vectorial Ὓ tiene infinitas bases, todas con el mismo 
número de vectores.

ÅUna base de Ὓ es un sistema generador lo más pequeño posible (con el mínimo 
número de vectores necesario).

ÅUna base de Ὓ es un conjunto de vectores libres lo más grande posible en Ὓ. Por 
ejemplo, si una base de Ὓ tiene ς vectores el máximo número de vectores libres 
pertenecientes a Ὓ es ς.

Ejemplo 11. El conjunto de vectores { ρȟπȟπȟπȟρȟπȟπȟπȟρ  es una base de ᴙ  a la 
que se le denomina base canónica. Es una base de ᴙ  ya que es un sistema 
generador formado por vectores libres.

Ejemplo. En ᴙ , { ρȟπȟπȟπȟρȟπȟπȟρȟρ  y { ρȟπȟπȟπȟρȟπȟπȟςȟσ  son bases de ᴙ .

Ejemplo 12. ρȟὼȟὼ} es la base canónica de ᴖ ὥ  ὥὼ ὥὼ|ὥ ,ὥȟὥ ᶰᴙ}. 
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BASE.
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Definición. La dimensión de un espacio vectorial ὠ es igual al número de vectores de 
cualquier base de ὠ.

El espacio vectorial ᴙ  tiene dimensión 3, todas sus posibles bases son conjuntos de 3 
vectores libres. Generalizando, el espacio vectorial ᴙ  tiene dimensión ὲ, y todas sus bases 
son conjuntos de ὲ vectores libres.

forma paramétrica

Propiedades.
Å SiὛesun subespaciovectorialdeὠentoncesὨὭάὛҖὨὭάὠ.

Å Dadoun sistemagenerador ᴆὺȟᴆὺȟȣȟᴆὺ  de un subespaciovectorialὛ, la dimensión 
de Ὓ es igual al rangodel conjunto de vectoresὨὭάὛ ὶὫᴆὺȟᴆὺȟȣȟᴆὺ}). Encasode
queel conjuntosealibre (basedeὛ), el rangocoincidiráconel númerode vectores.

Å Ladimensiónde un espaciovectorialcoincidecon el número de parámetroslibres en su
formaparamétrica.

Pregunta. El siguiente conjunto de vectores forma una base del subespacio Ὓ de ᴙ , ¿Cuál es 
la dimensión de Ὓ? ὄ ϑόмΣнΣоΣпύΣόмΣлΣлΣмύΣόмΣнΣмΣмύ}
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DIMENSIÓN.
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Ejercicio 13. Dados los siguientes subespacios de ᴙ , ¿Son dichos sistemas generadores 
bases? ¿Cuál su dimensión? ¿A qué lugar geométrico corresponde cada subespacio?

En ᴙ o ᴙ , dado un subespacio vectorial Ὓȡ
Å si ὨὭάὛ π  el subespacio es solo el vector nulo (un punto).
Å si ὨὭάὛ ρ  el subespacio es una recta que pasa por el origen.
Å si ὨὭάὛ ς  el subespacio es plano que pasa por el origen.

Ὓ ρȟρȟρ> , Ὓ ρȟπȟπȟπȟρȟπ >, Ὓ πȟπȟπ >, 
Ὓ ρȟπȟπȟπȟρȟπ ȟρȟςȟπ > 

Icono

Descripción generada automáticamente
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EJERCICIO.
























