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INTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES.

Definicion. Un vector es un elemento de un espacio vectorial.

Antes de ver la definicion de espacio vectorial, veamos un ejemplo ya conocido.

(Ejemplo de espacio vectorial: R2. Sea %, 3, W € R?y a, p € R.

—>v1
—>V2
—>v1+v2
—>2v2

Propiedades de la suma de vectores: i

1) v+uceE R? 3 -
2) v+u=u+v conmutativa 2| o
3) (u+v)+w=1u+ (v+Ww) asociativa ;

4) 0+id=1 elemento neutro de la suma a1

5 u+(—u) = 0 elemento opuesto o simétrico 2
Propiedades de la multiplicacion vector por un escalar: j

6) au € R? AR
7) (af)u = a(fu) asociativa R
8) lu=1u elemento neutro 1 € R

9) a(u+v)= au+ av, distributiva del producto respecto a la suma de vectores
\10) (a + B)u =au + fu  distributiva del producto respecto a la suma de escalares
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DEFINICION DE LOS ESPACIOS VECTORIALES.

Definicion. Cualquier conjunto IV que posea unas operaciones suma y producto por escalares a€l,
cumpliendo todas las propiedades listadas a continuacion es un K-espacio vectorial.

Si K = R diremos que V es un espacio vectorial sobre R, mientras que si K = C, diremos que V es un
espacio vectorial sobre C.

Notacidn: u,v,weV para vectores, mientras que las letras griegas a, feK designardn escalares.
Propiedades de la suma de vectores:

1) u+vev la suma de dos vectores es un vector

2) v+u=u+v conmutativa

3) (W+v)+w=u+ (v+w) asociativa

-

4) 0 €V tal que 0 +u=1u existencia elemento neutro de la suma

5) u+ (-u)= 0 existencia elemento opuesto o simétrico de la suma

Propiedades del producto de un vector por un escalar:

6) au€evlV el producto de un escalar por un vector es un vector

7) (aB)u = a(Bu) asociativa

8) 1lu=u existencia elemento neutro de la multiplicacion por un escalar 1e K

9) a(U+7v)= au+ av

10) (a + B)U = au + Bu distributivas
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NTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES.

r

.

Ejemplo 1. El conjunto de polinomios de grado menor o igual a 2 dado por
P, = {ag + a;x + a,x?%| ay ,a1,a, € R} es un espacio vectorial sobre R.

Definicion de la suma de polinomios:
(ag + a;x + a,x?) + (bg+ byx + b,x?) = (ag + by) + (a; + by)x + (a, + by)x?
La suma de polinomios cumple las propiedades 1),2),3),4) y 5).

Definicion sobre el producto por un escalar aelR :
a(ay + a;x + ayx?)=aay + aa;x +aa,x*
El producto de un polinomio por un escalar cumple las propiedades 6), 7), 8), 9) y 10).

Ejercicio 1. Razona si el conjunto de polinomios de grado (estrictamente) 2 con coeficientes

reales es 0 no un espacio vectorial.
Ejercicio 2. Razona si el conjunto Mi,,, de matrices reales cuadradas de orden 2 es un

espacio vectorial real.

Nota: En adelante nos centraremos en el R-espacio vectorial R".

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.




INTRODUCCION A LOS ESPACIOS VECTORIALES.

(Ejercicio 3. Determinar si I/; es un espacio vectorial. \
Ejercicio 4. Determinar si I/, es un espacio vectorial.
_ 21r, —
V, = {(x,y) € R°|y = 2x} V,={(x,y) € R?|ly = 2x — 1}
5r 5.
Jl
ol
N
5|
)|
ol
| =] 1 U3 € Vo
0 0
A1k
A+
2F
— 2
sl U2 €WV
4l St e Vs
4 F
-5-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 -5_
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SUBESPACIOS VECTORIALES.

Definicion. Un subespacio S de un espacio vectorial V' es un espacio vectorial que es un
subconjunto de V.

dPara determinar si S es subespacio de V bastarda con comprobar si se cumplen las
propiedades 1), 6) y 4):
* Siu,V € S entonces U+ 7V E S Espacio vectorial V
e Siu€ES,a € Rentonces al € S

Subespacio
vectorial S
q
e 0€ES

De manera equivalente a U+ v € Sy au € S podemos comprobar que la combinacion
lineal de vectores pertenece al subconjunto, es decir, o+ ,817 € S.

Nota: No hace falta comprobar el resto de las propiedades (asociativa, conmutativa, etc.)
porque al cumplirse estas en I/ (por ser espacio vectorial), también se cumplirdan en
cualquier subconjunto S.

Definicion. Si S ={6}, entonces S se denomina subespacio trivial de V.
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EJERCICIOS.

@jercicio 5. Determinar si S es un subespacio vectorial de R3. )
Ejercicio 6. Determinar si T es un subespacio vectorial de R3.

S={(x7v,2z) ER3x+y+z =0} T={(x,y,2) ER}|x+y+2z=1}
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COMBINACION LINEAL.

A continuacion, veremos los conceptos de combinacion lineal, dependencia lineal y rango
de conjuntos de vectores, necesarios para definir los sistemas generadores de espacios

vectoriales.

Definicion. Dado un vector U € V se dice que es combinacion lineal (C.L.) de un conjunto
de vectores {Vy, Uy, Vs, ..., Uy} Si existen escalares aq,a,, as,..., a; € R tales que:

U= a1V + ayU, + azV3 + -+ + a, Uy

donde a4,a5, a5..., a; se denominan coeficientes de la combinacion lineal.

Ejemplo 2. Dados los vectores {v,, V,, V3} donde v,=(1,0,0), v,=(0,2,0), v3=(0,0,4).
El vector u=(3,2,0) es una combinacion lineal con coeficientes a;=3, a,=1, a3=0.

Observacion 1. La C.L. de vectores de un espacio vectorial I/ estaen V.
Observacion 2. La C.L. de vectores de un subespacio vectorial S esta en S.

Observacién 3. El vector 0 es siempre C.L. de cualquier conjunto de vectores.
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COMBINACION LINEAL.

@jemplo 3. Dado v;=(2,1) y ¥, = (—1,1). Determinar si u = (5,1) se puede\
expresar como C.L., y de ser asi obtén los coeficientes de |la combinacion lineal.

e ()= (5 () .

2 1|5\ Ra-1/2 (2 —1] 5 4 )
1 1 |1 "\ 0o 3/2|-3/2 AN Y
b
2000 — a9 = 5 S.C.D 0
3/2a0 = —3/2 (a1, 02) = (2,-1) 4l

(‘?)=2<§)—1(_11)\/ “2 4 0 1 2 3 4 5 &
Ejercicio 7. Determinar si v,=(-1,1) puede expresarse como C.L.de v; = (2,1) y

\7s = (4,2). J
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COMBINACION LINEAL.

Gjemplo 4. Dado v,=(2,1) y v, = (—1,1), v3 = (2,—2). Determinar si u = (5,1)
se puede expresar como C.L. de {v;, U,, U3}, y de ser asi obtén los coeficientes.

(o33 om(2)-(3 7 2)(3)

~

=) () (5) v
. :

Q3 3-
2 —1 2 H F2,1(_1/2)\ 2 -1 2 5% 2+
1 1 2|1 "\ 0 3/2 —-3|-3/2 | v U1 0
2000 — a9 + 2003 = 5 S.C.I 0
3/200 —3az = —3/2 (enaza3)=(22t—11) |
5 2 -1 2 U3
=2 —1 +0 _ | | .
(1) (1> (1) (—2)‘/ 2 4 0o 1 2 3 4 5
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

[ Un conjunto de vectores {vy, Uy, ..., U} es linealmente independiente o libre si ninguno de
ellos puede expresarse como combinacion lineal del resto.

iR
O equivalentemente, si la Unica C.L. de 0 es aquella que tiene todos los coeficientes nulos.
Es decir, el siguiente sistema homogéneo es compatible determinado:

—

A1V + AV, + a3V + -+ v, =0 a;=a,= ..=a, =0 (SCD)
El rango de la matriz de coeficientes (vectores en columnas) es igual al numero de vectores.
@ Un conjunto de vectores {vV;, Uy, ..., Ui} €s linealmente dependiente o ligado si alguno de ellos
es combinacion lineal del resto.

q
O equivalentemente, si existe alguna C.L. de 0 en la que no todos los coeficientes son nulos.
Es decir, el siguiente sistema homogéneo es compatible indeterminado:

—

A1V, + Ay V5 + a3V3 + -+ apv, = 0 con ay, ay,..., @ no todos nulos (SCI)
El rango de la matriz de coeficientes es menor que el niumero de vectores.

Ejercicio 8. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes.

=) 6) 6 ()
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

Ejemplo 5. {v,, 1,, U3} forman un conjunto linealmente dependiente.

U5 es combinacion lineal de v, y vy U3 = 20, + 7, o[
4
0(1171+ 0(2172 + CX37_7>3 — 6 SCI, 3/
una de las soluciones es (a4, 05, a3) = (2,1, —1) ?
1 L
0 |
1 3
1 2 1 2
Ejercicio 9. Determinar si {1, V5, U3, Uy} ={| 3 |,| 3 |.,| 1 ],|2 |} es un conjunto libre.
—/ — —1 2

Teorema. Si un conjunto contiene mas vectores que componentes tiene cada vector,
entonces el conjunto es linealmente dependiente.
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

ﬁemplo 6. Determinar si el siguiente conjunto de vectores de R3 es ligado: {¥;, ¥, U3} = \
{(0,-3,3),(5,-2,-2),(15,-15,3)}. En caso de afirmativo, hallar una relacién de dependencia.

0 5 15 0 0 5 15 o 0
al(_g)w(_g)ms(_lg,):(o)@ B (S I
3 —2 3 0 3 -2 3 o 0
0 5 15 |0 ~3 -2 —15
3 2 —15|0 | €3 o 5 15
0 0 0 0

3 -2 3
Resolvemos: | —3a1 —2as = —15 . o\ —3\
az | = —3A
ooy = 15 o \

)\ =1 — (041,052,0&3) = (—3, —3, 1) — —3’81 — 3’62 + '83 — 6

) (E)-E)

O L]
0 | r9(A)=2<k=3—-85CI — conjunto
0 linealmente dependiente
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

@emplo 7. ¢Es el siguiente conjunto de vectores linealmente independiente? \

5 5 —2
()
2 4/ \=2 A —

— |13

>

0\ . s 5 5 -2 |0
0 s 1 0 6 0 |0
0 00 —6/5|0

A=[55-2;060;00-4/5]
\_ /

Solucion sist. homogeneo: (o, as,as) = (0,0,0)

El conjunto {v7, 3,73} es linealmente independiente rank(A)

UC | Lnigsided G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.

A continuacidon, se recogen algunas observaciones basicas sobre la dependencia e
independencia lineal:

Observacion 1. Si el vector nulo pertenece a un conjunto de vectores, el conjunto es
linealmente dependiente.

Observacion 2. Si un conjunto solo tiene un vector, el conjunto es linealmente
dependiente si y sélo si se trata del vector nulo.

Observacién 3. Dos vectores {u, v} son linealmente dependientes si y solo si uno es
multiplo de otro, u= av.

Observacion 4. Un conjunto con vectores repetidos es un conjunto linealmente
dependiente.

Observacion 5. Un conjunto que contiene un vector multiplo de otro es linealmente
dependiente.

Observacion 6. Si un conjunto de vectores es linealmente independiente, entonces
cualquier subconjunto de él también sera linealmente independiente.

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 16 < } ﬂ‘
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RANGO.

Definicion. El rango de un conjunto de vectores es el maximo numero de vectores
linealmente independientes dentro de ese conjunto.

Propiedades.

* El rango de un conjunto de vectores es el rango de la matriz que forman.
Trabajaremos habitualmente con los vectores por columnas.

 Dados k vectores, si su rango es k son linealmente independientes.

* Sial anadir un vector a un conjunto se conserva el rango, entonces el nuevo vector
es C.L. de los restantes. Si por el contrario el rango aumenta, entonces el nuevo
vector no es C.L. del resto.

e Sial eliminar uno de los vectores se conserva el rango del conjunto, dicho vector es
C.L. de los restantes. Si por el contrario disminuye el rango del conjunto, dicho

vector no es C.L. del resto.

UC | g G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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RANGO.

0 2 1 3
Ejemplo 8. Dado el conjunto: {#1, va, U3, U4} ={| 5|, (10,10, | 15]}.
7 14 1 21

1—)’1 172 ’173 174

0 2 1 3 rg(G) = 2 < 4—los vectores {U,1s,03,7U4 } son linealmente dependientes
G=(5 10015}

7 14 1 921 | @1U1 + Uz + azvz + oty =0 SCI

rg(G) = 2 indica que el nUmero maximo de vectores libres que podemos obtener de
dicho conjunto es 2. Existen distintas elecciones posibles de subconjuntos libres, pero no
todos los subconjuntos de 2 vectores lo son:

— — — —

U1 U3 Uy U3 U3 Uy U1 U3 Uy Uy U1 U4
0 1 2 1 1 3 0 2 2 3 0 3
rgl 5 0 |=rg|l 10 0 |=rg| 0 15 | =2 rgl 5 10 | =rg| 10 15 |=rg| 5 15 | =1
71 14 1 I 21 7 14 14 21 7 21
{v'1,v3} 1i.  {¥s, U3} 1.1 {v3, s} Li. {vy, 75} Ld. {vy, U4} Ld. {v1,v,} 1d.

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 18 & Il 2 ﬂ‘



RANGO: RELACIONES DE DEPENDENCIA.

Al aplicar operaciones elementales por filas a una matriz, las relaciones de dependencia

entre sus vectores columna no se modifican.
Uy Us Uz Uy

0 2 1 3 . 5 10 0 15y _ o (1 20 3\F(_7) 1 2 0 3
5 10 0 15 |—=2—|0 2 1 3 ——[0 2 1 3 =" 0 2 1 3
7_»14 1 921 OE tipo I 7»14 1 21 OE tipo II 7_» 14 1 21 }OE tipo III O 0 1 0
X2 X3 X2 X3 X2 X3 ><2 X3

Obtencidn de conjunto l.i. a partir de un conjunto l.d.: Los vectores correspondientes a

las columnas pivotales forman un conjunto libre. 0 2 1
(o1, 5,5y ={| 5 |, 10 |,[ 0 |}1i
7 14 1

La matriz escalonada reducida equivalente permite identificar facilmente los vectores de

columnas no pivotales como C.L. de las columnas no pivotales:
U1 Us U3 Uy

L2 1 3\ o 1 2 0 3 Ty = 20,
5 10 0 15 | ——=—= 0 0 1 0 B
7 14 1 21 00 0 0 Uy = 301

UC | Dgsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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RANGO.

@jemplo 9. Obtén un subconjunto libre y determina las relaciones de dependencia de )
los vectores {(1,8,4), (1,2,—2),(—4,8,2),(2,6,3),(—1,1,2) }.
Uy U U3 Us Us
1 1 -4 2 -1 1 1 -4 2 -1
G=|8 2 8 6 1 Causs s 0o -6 40 —10 9
4 —9 2 3 2 Fy 1(—8)—F3 1(—4)—F32(—1) 0 0 _929 5 _3
rg(G) = 3 — el conjunto de vectores {vy, Uia, U3, Uy, U5} es linealmente dependiente
{71, ¥, U3} es un conjunto libre
1 0 0 31/33 3/22 Uy = 31/330, + 5/330, — 5/220;
TS 001 00 5/33 —13/22 ¥s = 3/225, — 13/227, + 3/227
0 0 1 —5/22 3/22 o ! 2 ?
vl=[1 8 4]";v2=[1 2 -2]';v3=[-4 8 2]";v4=[2 6 3]';v5=[-11 2]’;
G=[ vl v2 v3 v4 v5]
rref(G)
\_ 1/

UC | Lnigsided G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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SISTEMA GENERADOR.

Dado un conjunto de vectores {vU;,V,, ... Uy} de R™, el conjunto de todas las posibles
combinaciones lineales de estos vectores, denotado < v;,7,, ... ,V;>, €s un subespacio
vectorial de R". A este subespacio se le denomina espacio generado por los vectores, v el
conjunto {V;, U,, ..., Uy} se denomina sistema generador del subespacio.

Definicion. Un sistema generador de un espacio (o subespacio) vectorial I/ es un conjunto de
vectores {V;, V,, ... Uy} pertenecientes a V tal que cualquier vector de V se puede expresar
como combinacion lineal de los vectores del conjunto.

Ejemplo 9. Los vectores {u, ¥} forman un sistema generador del plano XY. Es decir, podemos
generar cualquier vector del plano XY como combinacion lineal de u y v

1 0 1 0 «
{a, 7y ={1 0 |, 1 |} plano XY = (U, v) =au+pv=a| 0 | +8| 1 | =] B
0 0 0 0 0

De esta manera el subespacio vectorial (plano XY) queda expresado a partir del sistema generador {u, v'}.

1 0 1
Pregunta. ¢Es el conjunto de vectores {(0) ) <1) ) (1)} sistema generador del plano XY?
0 0 1

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 21 § Il ¢ ﬂ‘
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SISTEMA GENERADOR.

Ejemplo 10. Los conjuntos {(1,0), (0,1)}y {(2,0), (1,3), (2,1)} son sistemas generadores de R?.
Puesto que podemos expresar cualquier vector de R? como combinacidn lineal de los vectores

de dichos conjuntos:

( Z ) — a( (1) ) + 5( (1) ) — ( (1) (1) )( g ) sistema compatible para cualquier (x.y)

()= (8) 2 () ()0 55

o
)( B ) sistema compatible para cualquier (x,y)
B

(Ejercicio 9. ¢Son los vectores (1,1) y (2,2) un sistema generador de R?? En caso negativo, A
équeé subespacio generan?
4 7
Ejercicio 10. En R3, ¢ pertenece 1=(1,2,3) al espacio generado por {¥;, V,} = {(5) ) (8)}?
6 9
. y

UC | Lnigsided G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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BASE.

Definicion. Se llama base de un espacio vectorial a un sistema generador de dicho
espacio en el que todos los vectores son linealmente independientes.

 Un espacio (o subespacio) vectorial S tiene infinitas bases, todas con el mismo
numero de vectores.

* Una base de S es un sistema generador lo mas pequefio posible (con el minimo
numero de vectores necesario).

 Una base de S es un conjunto de vectores libres lo mas grande posible en S. Por
ejemplo, si una base de S tiene 2 vectores el maximo numero de vectores libres
pertenecientes a S es 2.

Ejemplo 11. El conjunto de vectores {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es una base de R> a la
que se le denomina base candnica. Es una base de R3 ya que es un sistema
generador formado por vectores libres.

Uc ‘ ggiggiggﬁa G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 23 < } ﬂ‘




DIMENSION.

Definicion. La dimension de un espacio vectorial V' es igual al nUmero de vectores de
cualquier base de I/.

Pregunta. El siguiente conjunto de vectores forma una base del subespacio S de R*, ¢Cudl es
la dimension de S? B = {(1,2,3,4),(1,0,0,1),(1,2,1,1)}

El espacio vectorial R3 tiene dimensién 3, todas sus posibles bases son conjuntos de 3
vectores libres. Generalizando, el espacio vectorial R" tiene dimensidon n, y todas sus bases
son conjuntos de n vectores libres.

Propiedades.
* Si S es un subespacio vectorial de V entonces dim(S)<dim (V).

« Dado un sistema generador < Uy, U,, ..., U}, > de un subespacio vectorial S, la dimensién
de S es igual al rango del conjunto de vectores dim(S) = rg({V4, Uy, ..., Uy }). En caso de
que el conjunto sea libre (base de §), el rango coincidira con el nimero de vectores.

* La dimension de un espacio vectorial coincide con el numero de parametros libres en su
forma parameétrica.

UC | \Digsded, G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 24 S Il ¢ ﬂ‘



EJERCICIO.

En R? o R3, dado un subespacio vectorial S:

*si dim(S) = 0 = el subespacio es solo el vector nulo (un punto).

*sidim(S) =1 = el subespacio es una recta que pasa por el origen.

*si dim(S) = 2 = el subespacio es plano que pasa por el origen.

(Ejercicio 13. Dados los siguientes subespacios de R3, éSon dichos sistemas generadores\
bases? ¢Cual su dimension? éA qué lugar geométrico corresponde cada subespacio?

OO

UC | i&sc,
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SISTEMA GENERADOR — BASE

¢Como obtener una base de un subespacio S a partir de un sistema generador de S?

Dado un sistema generador de un espacio vectorial podemos eliminar vectores hasta
guedarnos con una base, pero con cuidado de que el rango no disminuya. Un método para
escoger un subconjunto libre es formar una matriz cuyas columnas sean los vectores del
sistema generador y escalonarla mediante el método de Gauss o Gauss-Jordan. Las columnas
de la matriz original que corresponden a las columnas pivotales de |la matriz escalonada forman
un conjunto linealmente independiente y constituyen una base del subespacio generado.

1 —1 —1 4
Ejemplo 13. Determinar una base de S= <vy, Uy, U3, U,> = < 0 ) 0 ) 0 , _% >
1 -1 -1 4 1 3 ! By
0 0 0 _1 2 4 1 0
9l 1 3 1 g | =3 dim(§)=3 G=[1012;-1034;-1011;4-1-20]
2 4 1 0 [Ge,p]=rref(G) %Gauss-Jordan
T Ty Ua Uy B=G(:,p) %base de S
B 0 0 0 —1 Gauss — o 0 0 1
¢ 1 3 1 -2 0 0 0 -1 | B={d@bi=4 ¢ (.| 3 [+ o |}
2 4 1 0 O 0 0 0 2 4 0
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BASE.

Teorema. Un conjunto de vectores {v;, Uy, ..., Uy} de un espacio vectorial V es una
base de V, siy solo si, cada vector de V' se expresa de forma Unica como combinacion
lineal de {v, Uy, ..., Ug}-
4 1 0 0 2\ )
Ejercicio 14. En R3, consideramos los vectores: ;= 0 |, U,=( 1|, ¥3=(0],v, = 3
0 0 1 5
¢Forman los siguientes conjuntos de vectores un sistema generador de R3? éy una base?
a) {v1,Vz,V3} b) {vq,v,} c) {V1, V2, U3, U4}
\_ J
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COORDENADAS.

Definicién. Dada una base B = {¥;, U,, ..., Uy} de un (sub)espacio vectorial S, denominamos
coordenadas de u respecto a la base B a los coeficientes aq, a5..., aj que permiten expresar

el vector 1 como C.L. de los vectores de la base. Es decir: U = a; U1+ ayUy + - + ap Uy
aq

. . a
Usaremos la siguiente notacién i = [~

akB

Nota: si no se indica base se supondra la base candnica.
Ejemplo 15. El vector ¥ expresado en la base candnica de R3:

5 1 0 0 1 0 0
=1 6 =5 0 |4+6| 1 |+71 O coordenadas de ¥ respecto a BC = O),11],160
7T ) 5 o 0 0 1 0 0 1

3 -2
5 0

G 0)=20 o) 26 )+ o) ol %) pe=1(o 0)-( o) (o) (0 1)

coordenadas de A respecto a BC

Ejemplo 16. El vector A = ( ) € M., expresado en la base candnica de M,,.»:
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COORDENADAS.

Un mismo vector expresado en distintas bases tendra distintas coordenadas.
@jemplo 17.

UC | i&sc,
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CAMBIO DE BASE.

Un vector puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de distintas bases.
lgualar esas expresiones permite relacionar sus coordenadas en cada base.

Ejemplo 18. En este ejemplo trabajaremos con el vector ¥ vy las siguientes tres bases de R3.

) 2 1N\ /0\ /0 0\ /1\ /-1 1\ /1\ /-1
V= 1 BC:{ 0 , 1 ) 0 },Blz{l , 0 , 2 },BQZ{I ) 1 , 0 }
-1/, 0 0 1 1 1 0 0 1 1

= O

Caso 1. De la base no candénica B; a la base candénica BC.
1 -1 2 iy
0 2 1 = 0%
1o J\ -1/, \as /g

0 1 1 0 0
2 1 + 1 0 = 0 + Qo 1 + Qg 0 S

1 1 0 0 1

0 1 o 2 Esta es una matriz de cambio de base B; —» BC
2 1 |+1[ 0 =| an | 23=1| 0

1 1 3 BC

—1
—1 2
0

—1

—1 2
0 3
0

1 1 1 0 0
Comprobacién: 2| 1 |+1[ o |-1[ 2 |=2(0 |+0o|l 1 |+3[ 0o | V
1 1 0 0 0 1
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CAMBIO DE BASE.

Caso 2. De la base candénica B(C' a la base no candénica B;. ) 2 L i
1 0 0 0 1 1 Ll N R
ol o +ol 1 ]+3lo)=ar| 1 )+as| 0] tas| 2 3/ Be B
0 0 1 1 1 0
0 1 —1 a 2 a 01 -1\ /2 a -2 -1 2 2
1 0 2 as |= 0| =] a |=| 1 0 2 0 |~ o = 2 1 -1 0
11 0 o3 3 a3 L1 0 3 as Jp, \ 1 1 =1/ \3 /g

W

Esta es una matriz de cambio de base BC — B,

Caso 3. De base no candnica B; a base no canodnica B>. 9 _5
1 1 -1 0 1 -1 v=1 1 ¥ =] 5
a1 ) +as| 1 ) +as| 0 =21 |+1lo0o |1 2 —1 /g, 2 /g,
0 1 1 1 1 0
11 -1 a1 0 1 -1 2 i 11 -1\ /0 1 -1 2
1 1 0 ay | = 1 0 2 1 — Qa9 = 1 1 0 1 0 2 1
0 1 1 3 1 1 0 —1 as /g, 0 1 1 1 1 0 —1 B,
11 -1 a 9 Esta es una matriz de cambio de base B;— B,
1 1 0 o%) = 0 — 1 = —D, g =D, ag = 2
0 1 1 3 3
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CAMBIO DE BASE.

Definicion. Dadas dos bases de un mismo (sub)espacio vectorial, B; = {v;, V5,..., Uy}
vy B, = {uy, Uy,..., U}, la matriz de cambio de base de B; a B, nos permite obtener
las coordenadas del vector en la base B, a partir de sus coordenadas en la base B;:

- -
Vg, = MB1—>Bz U,

Esta matriz contiene en sus columnas las coordenadas de los vectores de la base de
partida B; expresados en funcion de la base de llegada B5:

My, 5, = (B0, B, - (Buds,)

* Toda matriz de cambio de base es cuadrada n x n, siendo n la dimension del
espacio/subespacio al que se refieren las bases.

e Toda matriz de cambio de base es invertible.

(MBl_)Bz)_lz MBZ_)Bl
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CAMBIO DE BASE.

(Ejemplo 19. B,

i) ={( o ) ( 5 )1 Be=tma =

0
1

)

1
1

)

Obtencion Mp__,p,: necesito las coordenadas de los vectores de B; en la base B;:

()=n (2o ),
(1)) en (1)~ 421w (2),

Obtencion Mg, _,p. : necesito las coordenadas de los vectores de la base B; en la base Bj:

a; = —1 . —1
1 _>(v]')82 — ( 1

()= () (3) = 0 -0 =(5),
( Yoo (5)+m(3)= B2 Ly, 2 )Bl Moo, = (@), @2)5)= (7 1)

Universidad
de Cantabria
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CAMBIO DE BASE.

Gjemplo 19 (continuacién). Bi1 = {v1,v2}, Ba = {u1,1z}}

— 2
c) Obtener las coordenadas del vector w = ( ) en la base B,:

B, 4
(7 )(0),-(5)
\ 1 1, 1 B, 3 5, A
Mg, B,
1 1y 0 1 _
Comprobacmn.Q(O)+1(3)_0(1>+3<1)\/ 2
d) Obtener las coordenadas de w en la base candnica: 1}
1 1 3 1 1 2 3

(o) 1(5)=(3)=(05)(7),-(3),. -

! ’ ; 0 3 1 B, 3 BC

A >y
"

Mp, 5BC

\Comprobacién: 2(3)4—1(;’):3((1))-#3((1)) v
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CAMBIO DE BASE.

/Ejemplozo. By :{51,62}:{( 3 ),( —11 )}, BC:{ﬁl,ﬁz}:{(

a) Obtener Mg _,pc

(D)) ez )

1

(7)=5(0) (V) A

b) Obtener Mp._,p, 0

(1) -n (3] o)+ &% _+1
(4 (3)n () B (2 12)

L (1 . 3/4
c) Obtener el vector v = (2) en la base B;: V=
B

\_ 1/2

1 0
o )-(1)
v U
U
A
Uy
-
o 1 2

UC | i&sc,
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FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA DE UN SUBESPACIO.

Todo conjunto solucion de un sistema lineal homogéneo es un subespacio vectorial
de R"™. Es decir, S = {x¥ € R"|Ax = 0} es subespacio vectorial de R".

Demostracion. Dadas dos soluciones X, y X, del sistema homogéneo Ax = 0.
1. Six;, X, € S entonces xX; + X, € S. Cerrado bajo la suma:

ARy + %)) =A%, + A%, =0+ 0=0

2. Six; € S entonces ax; € S. Cerrado bajo la multiplicacién por un escalar:
A(a®,) = aAZ; = a0=0

* Las soluciones de los sistemas no homogéneos no son un subespacio vectorial de R".

4 N
Pregunta. ¢ Cual de los siguientes subconjuntos de R3 forman un subespacio vectorial de R3?

=
+
Ny
+
0
I
o O
—

r+y+z = 0 —
a){(a;,y,z)ERS\ 20 —y+z2 = —1} b){(m,y,z)€R3| 2r —y+z =

\,
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FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA DE UN SUBESPACIO.

ﬁEjempIo 21. Las soluciones del siguiente sistema homogéneo forman el subespacio S de R3:)

r1+Ts+xr3 = 0 —2 _2/3
201 —x9+x3 = 0 T = —1 €S, ¥y = _1/3
1 — 293'2 = 0 3 1

La suma de dos soluciones particulares es sol. del sistema:

9 —2/3 ~8/3
3 1 4

—2 -3
El producto de un escalar @ € R por una sol. particular es sol. del sistema: 25:’12( ~1 )( —2 )es
3 6
1 1 110 1 1 1
2 -1 1|0 | &5 0 -3 —1
1 =2 010 0 0

o € R} forma paramétrica de S
\_ .
UC | D&siced,
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FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA DE UN SUBESPACIO.

Podemos describir los subespacios vectoriales de R3 mediante:

* Forma implicita: S = {x¥ € R"|Ax = 6}: mediante ecuaciones implicitas (no redundantes)
de la forma aqxq +a,x, + -+ a,x, = 0. Los vectores que verifican estas ecuaciones
(soluciones del sistema homogéneo) son los vectores que pertenecen al subespacio.
forma implicita del plano XY: S = {(x,y,z) € R3|z = 0}

 Forma parameétrica: mediante una expresion con parametros, que al tomar distintos
valores producen todos los vectores del subespacio. El nimero de parametros libres
coincide con la dimension del subespacio.
forma paramétrica del plano XY: S = {(«, 5,0)|a, f € R} = {«(1,0,0) + £(0,1,0)]|a, B € R}

* Sistema generador: mediante un conjunto de vectores cuya combinacion lineal genera
todos los vectores del subespacio. Si estos son libres sera base.

Un sistema generador del plano XY es {(1,0,0),(0,1,0)}

ﬁ
Dado un subespacio S = {x € R"|Ax = 0}, la suma del n? de ecuaciones implicitas mas
la dimensién de S es igual a la dimension del espacio vectorial total R™.

n2 de ecuaciones implicitas (rangode A) + dim(S) = dim (R")

Uc ’ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 38 < } ﬂ‘
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FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA DE UN SUBESPACIO.

ﬁjemplo 22. Subespacio S del espacio vectorial R3.

s )
Forma implicitade S : r+y+z = 0
los vectores de S son aquellos S 2% —y+z = 0
vectores que son solucion del sistema -
resolvemos el
1 1 110 Fa1(—2) 1 1 I {0 sistema X O
(2—11‘0) E(0—3 —1‘0)
_2,
Forma paramétrica de S: i’
Los vectores de S se obtienenaldar =] —za [, a€R A=[111;2-11],
distintos valores a los parametros libres Aamp=[1110;2-110];
P « %opcion 1 -GJ
Sacamos factor comun al p. libre rref(Aamp)
Base de S: 2 eopcion 2
Conjunto de vectores libres de S cuya Bs={| -1 |} baseS=null(A,rational’)
combinacion lineal genera S |
numero de ecuaciones numero parametros libres  _ dimension del espacio
\ implicitas (rango de A) (dimensién del subespacio S) vectorial R3 )
2 1 3

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA DE UN SUBESPACIO.
T )

Gjemplo 23. Subespacio T del espacio vectorial R3.
Forma implicitade T T { r+y+z = 0
los vectores de T son aquellos
vectores que son solucion del sistema
resolvemos el ¥
Forma paramétrica de T: —a—f3 sistema
Los vectores de T se obtienen 7 = o Ca,BER O
dandovaloresaayf 3
sacamos factor comun
Basede T —1 —1 a los p. libres
Los.vectores de T se Bs={| 1 ’ 0o |1
obtienen como C.L de los coefT=[ 11 1];
vectores de la base. 0 1 baseT=null(coefT, 'rational’)
numero de ecuaciones numero parametros libres  _ dimensidn del espacio
implicitas (rango de A) (dimension del subespacio S) vectorial R3
1 2 3 )
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FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA DE UN SUBESPACIO.

* El espacio vectorial R3 tiene 3 parametros libres y 0 ecuaciones implicitas, su forma
paramétrica es R® = {(a, B,y)|a, B,y € R}.

* En RS3, el espacio trivial tiene 3 ecuaciones implicitas {x = 0,y = 0,z = 0} y 0 p. libres.
« Cuantas mas ecuaciones implicitas haya, menor serda el subespacio (menor dimension).

Ejemplo 24. Subespacios vectoriales de R3. A
r+y+z = 0
T:{z+y+z = 0 3;{ zty+z = 0 2c—y+z = 0
2v—y+z = 0 20 —2y = 0

(maya Z) — (—Oé o Baa:ﬁ)

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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EJERCICIOS.

[Ejercicio 13. ¢En qué forma estd expresado el siguiente subespacio de R3? ¢Cual e?
su dimension? ¢ Qué lugar geométrico representa?
{(x,y,z) ER3|x=0;y = 0;z = 0}

<

Ejercicio 14. Dados los subespacios de R?:

S; ={(x,y) € R?|x —y = 0} S, ={(x,y) ER?|x—y=0;x+y =0}

a) Indica en qué forma esta dado (paramétrica/implicita/sist. generador), su dimensién
y lugar geomeétrico.

b) Expresa S; en su forma paramétrica y determina una base.

Ejercicio 15. Obtén la forma implicita del subespacio de R3dado por su forma paramétrica:
\S ={(1,4,31)] 1 € R}.

J

* Para pasar de la forma paramétrica a la implicita nos ayudara a saber cuantas ecuaciones
implicitas necesitamos. A continuacién, veremos el proceso mas formal y general para
hallar las ecuaciones implicitas de un subespacio.

UC | igsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales. 42 & Il ﬁ‘
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OBTENCION DE ECUACIONES IMPLICITAS: METODO 1.

Un vector pertenece al subespacio S € R" si es C.L. de una base de S. Por tanto, imponemos
gue el rango no aumente al anadir un vector genérico de S como vector columna:

_ matriz G: cuyas columnas son vectores de base de S.
rg(G) =rg(G|X) . yas = .
matriz (G|X): matriz G a la que concatenamos un vector genérico de S.

Ejemplo 25. Plano XY.

1 0 1 0 1 0|z
S<{(O),(l)}>, dim(S) =rg(G) =2 rgl 0 1 | =2=rg| 0 1|y | =-2=0
0 0 0 0 0 0]z
Ejemplo 26. 5 = {(a’ a, Ba)l a € R} recordar que las OE por filas no modifican el rango
1 1| 1| -~ 1| =
Fz1(—1) F31(-3) Yy—x = 0
rgl 1 | =1=rg| 1]y = ‘rg| O0|ly—= = ‘rg| 0| y—= —
3 3| 2 3| 2 0|23 z—3z=0

Comprobacion:
y—x=1—1=0 « Comprobamos que los vectores de la base cumplan las ecuaciones
z—3r=3—3-1=0 implicitas (pertenezcan a S) y que el nimero de ecuaciones sea correcto
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OBTENCION DE ECUACIONES IMPLICITAS: METODO 1.

Gjemplo 27. Hallar la forma implicita del subespacio S = {(a, 5,3a — 58)|a, [ € R}.\

Q 1 0 1 0
( o] )a(0)+5(1)—>based68:{(0),(1)}
3a —5p 3 -5 3 ~5

1 1

0 1 o p— 1 F3,1 _3) 1 0 o F3,2(5)
rg 2=rg| 0 Y =gl 01 Y 2

3 =5 3 =5z 0 —5| »— 3¢

1 0 x
rg| 0 1 Yy =2 = -3x+5y+z=0

0 O0|dby—3zx+=2

!/ S:{(x,y,z)€R3‘3x+5y—l—z:0}

Comprobacion: v

2 pardmetros libres — dim(S) =2, dim(R%)=3 = 1 ecuacién implicita B
cualquier vector ¥ € S debe cumplir sus ecuaciones implicitas: —3-1+45-0+3=0

~3.045-1-5=0 v
- /
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OBTENCION DE ECUACIONES IMPLICITAS: METODO 1.

(Ejercicio 16. Hallar la forma implicita del subespacio S € R*con base: (1) 0 \
t 0
2

UC | Jhigsdad G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.



OBTENCION DE ECUACIONES IMPLICITAS: METODO 2 (MATLAB).

VIATLAB no trabaja bien con variables simbdlicas con las funciones rank, ni rref. Veamos un
método alternativo para hallar las ecuaciones implicitas. Este se basa en que cualquier vector
de la base de un subespacio debe cumplir sus ecuaciones implicitas.

(Ejemplo 26: S = {(1, 1,31)| 1€ R} (44, 31)=A(1,1,3) )
1) Obtenemos una base de S: Bs = {(1,1,3)}

2) Buscamos ecuaciones implicitas en R3, luego seran del tipo:ax + by +cz =0, a,b,c € R

3) Imponemos que los vectores de la base lascumplan: a-1+b-1+¢-3=0

4) Resolvemos el sistema cuyas incégnitas son los coeficientes de las ecuaciones implicitas
a —1 -3 a —1
b | =al| 1 + 81 0 a=1,=0=|b |=| 1 | =>—2+y=0
c 0 1 c 0

a -3
baseS=[11 3]’ a—0,6—1—>(b)—( 0 )—>3a:+z—0

coeflmp=null(baseS’,'rational’)’ Y

UC | i&sc,



OBTENCION DE ECUACIONES IMPLICITAS: METODO 2 (MATLAB).

ﬁEjempIo 27. Expresar en forma implicita el subespacio T = {(a, 5,3a — 58)|a, B € R} \
1) Obtenemos una basede T: («, 8,3a — 58) = «(1,0,3) + B(0,1, —5)
2) Buscamos ecuaciones implicitas en R3, seran del tipo: az +by +c2 =0, a,b,ceR
a-14+b-04+c-3=0

a-1+b-1+c¢-(=5)=0
4) Resolvemos el sistema para hallar los coeficientes de la ecuacién implicita:

(0 sl (E)-(8)

3) Imponemos que los vectores de la base las cumplan: {

a+3¢c = 0 a _3q baseT=[103;01-5]'
b—5¢ = 0 =1 b | = 50 coeflmpT=null(baseT','rational")’
cC = (8 C o

a=1—-3x+5y+z=0

\_
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RESUMEN: FORMAS PARAMETRICA E IMPLICITA.

Ejemplo 27. T C R?

T:{ —3r+o5y+2=0

paso de implicitas a una base
(resolvemos sistema homogéneo)

|

coeflmpT=[-35 1]
baseT=null(coeflmpT,'rational')

paso a ecuaciones implicitas

|

baseT=[103;01-5]
coeflmpT =null(baseT','rational')’

Br=1{

1 0
o |.| 1
3 -5

forma paramétrica:

( ;
3a— bp

B

Ejemplo 26. S C R3

‘|

|
-

-3z + 2

|
-

paso de implicitas a una base

|

coeflmpS=[-110;-301]
baseS=null(coeflmpS,'rational’)

paso a ecuaciones implicitas

|

baseS=[11 3]
coeflmpS=null(baseS’,'rational’)’

Bs

forma paramétrica:

1
={{ 1 |}
3
Qo
Qo =«
3o

1
1
3

Nota: para evitar confusiones, evitar usar S, T o nombres genéricos para matrices. Distingue entre 1) matrices de
coeficientes de las ecuaciones implicitas y 2) matrices de las de vectores generadores en columnas.

UC | i&sc,
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IDENTIFICAR UN SISTEMA GENERADOR DE UN SUBESPACIO.

Recordemos que un sistema generador de subespacio S es un conjunto de vectores
{V1,Vs, ..., U} de S tal que cualquier vector de S se puede expresar como combinacidn lineal
de estos. En dicho caso se cumpliran las siguientes dos condiciones:

1) Todos los vectores del conjunto {vy, U5, ... Uy} pertenecen a S (cumplen sus ec. implicitas).
2) El rango de {V4, Uy, ..., Uy } coincide con dim(S)

Ademas, si el sistema generador es base: El rango de {U;,V,, ..., Uy} es igual a k (conjunto
linealmente independiente):

(Ejercicio 17.Dado S = {(x,y,z) € R3| x+ y + z = 0} éforman los siguientes conjuntos de )

vectores un sistema generador de S? En caso afirmativo, éson una base de S?

1 —2 —1 —2 —1 —2 —1 —1
a,){(l),( 1 )} b){( 0 ),( 1 )} c){( 0 ),( 1 ),( 1 )} d){( 0 )} e) base canénica de R3
1 1 1 1 1 1 0 1

UC | DEsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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OPERACIONES CON SUBESPACIOS VECTORIALES.

(Recordatorio. Operaciones entre conjuntos. R
Unidn Interseccion
U N
. J

La unidon de dos subespacios S; U S, son los vectores pertenecientes aS; oa S, (o ambos).
La interseccion de dos subespacios S; N S, son los vectores pertenecientes tanto a S;como a S,.
La union de subespacios no siempre es un subespacio vectorial.

(.
Ejemplo 27. S| =< U >=< ( 1 ) > Sy =< U >=< (( _11 ) >
11 S, = {0}

S1U 82 = {(w,y) € R 2| = [y[}
U, v € S1USy, u+v= ( g ) ¢81USQ

.
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NTERSECCION DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

Definicion. Dados dos subespacios S y T del espacio vectorial R", el subespacio interseccion
S N T se define como:

SNT={VER"|VESYVET)
S N T es un subespacio vectorial que contiene los vectores que pertenecen simultaneamente
aSyarT.

Al pertenecer los vectores de S N T tanto a S como a T, deben satisfacer las ecuaciones de
ambos subespacios. Por tanto, para hallar SN T, la forma mas sencilla es considerar el
sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones implicitas de S y las de T. Este sistema
puede contener ecuaciones linealmente dependientes, por lo que, para obtener las
ecuaciones implicitas de S N T, eliminaremos ecuaciones redundantes.

rEjemplo 28. Determinar el subespacio interseccion de Sy T.
S={(xy,2) €ER}z=0}yT ={(x,,2) € R’|y = 0}

formaimplicitadeSNT = {(x,y,z) € IR3|y

forma paramétricade SNT = {(a,0,0)|a € R}
G
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SUMA DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

Definicion. Dados dos subespacios S y T del espacio vectorial R", el subespacio vectorial

suma S + T se define como
S+T={weR"v=u,+uU,conu; ESyu, €T}

S 4+ T es un subespacio vectorial que contiene aquellos vectores que podemos construir
sumando un vectorde Syunode T.

El subespacio suma S + T contiene todos los vectores que podemos construir como C.L. de
vectores de S y de T. Podemos obtener un sistema generador de S + T uniendo una base de
SyunadeT. A partir del sistema generador de S + T podremos obtener una base.

T i

‘Ejemplo 29. S = {(x,y,2) E R3|z =0}y T = {(x,y,2) € R3|y = 0}
Obtenemos bases de S y de T

e
0

1

S+T=<| 0
0

B

){

|

0
1
0

t
)

)> y T—{(O
B

Obtenemos un sistema generador de S + 1" uniendo las bases:

)

1
0
0

)

0
0
1

«

-

-

1 0
o || 1
0 0

1
0
0

)

0
1

— o O

)
)>R3
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SUMA DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

La union de las bases de dos subespacios vectoriales constituye un sistema generador del
subespacio suma; sin embargo, no necesariamente forma una base (conjunto libre).

(Ejemplo 30. En R*, dados los subespacios Sy T con bases Bg y By hallar el subespacio S +?!

1 1 1 2 1 0
0 0 1 3 3 0
B — ) ) B — ) )
s ={ 7 7 3 }yBr ={ 4 4 1 }
4 3 4 6 7 2
1) Hallamos sistema generador de S + T
1 0 1 2 1 0
0 1 1 2 2 0
STT=<t o {1 s ] |al|s]]|1]
3 1 4 6 7 2

2) Hallamos una base de S + 1" a partir del sist. generador obtenido:

1 012 10 1 01 2 1 0 1 0 9 1
011220 Gauss 011220 BS—|—T_{O 1 2 2}
2 1 3 4 5 1 0 0 0 -2 1 1 2 | 1 [l 4]]| 5

\314672 0O 0 0 0 1 1 3 1 6 TJ

UC | Lnigsided G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.
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EJERCICIO.

éjemplo 31. En R3, obtén subespacio suma e interseccion: S { T —
1-
<

|
-

1) S;1 N'Sa: consideramos conjuntamente las ecuaciones de Sy y Sa:

(z—y = 0 x—y = 0 -
S, NSy : ! r+y = 0 . 2y = 0 — S NSy={0}
z = 0 z = 0
\ z = 0 ecuaciones implicitas

2) S1 + Sa: hallamos su sistema generador juntando las bases de ambos subespacios:

Qv 1 Qv 1
S;=4{|l a |=al 1 | aeR}), S={] —a | =a| -1 | aeR}
0 0 0 0 2

|
-]
N
b
—N
)
_|_
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~ORMULA DE GRASSMAN Y SUMA DIRECTA.

Teorema. El teorema conocido como la formula de Grassmann relaciona la dimension

del subespacio suma e interseccion de dos subespacios vectoriales S y T de R™:
dim(S +T) = dim(S) + dim(T) —dim(SNT)

Definicion. Se dice que S + T es una suma directa,ysedenotaS @ T,si SNT = {6},
luegodim(SNT)=0.

Cuando S + T es suma directa:
* Laférmula de Grassman se simplifica: dim(S @ T) = dim(S) + dim(T)

 Aluniruna base de SyunabasedeT, los vectores del sistema generador resultante
son linealmente independientes y por tanto forman una basede S + T.

rEjercicio 18. Determina si los subespacios de los
ejemplos 28 y 31 estan en suma directa vy
comprueba que se verifica la formula de
Grassmann.

\

UC | D&side,




SUBESPACIOS COMPLEMENTARIOS.

Definicion. Se dice que dos subespacios vectoriales S y T son subespacios
complementariosen R"siS @ T = R", es decir:

SNT={0} y S+T=R"

Si S + T son subespacios complementarios la formula de Grassman se simplifica:
dim(S +T) = dim(S) + dim(T) = dim(R")

(EjempI027. 1,9y CR? Bs, :{( } )}352 :{( _11 )} k

S1M Sy :{( 8 )}%514—52 es suma directa

_ 1 1 _ T2
siesie< (1) (1)

S1 v Sy son espacios complementarios en R?
dlm(Sl -+ 82) = dZTTL(Sl) + dzm(Sg) — dzm(Rz) = 2

eregunta. ¢Es S, el Unico subespacio complementario de S; en R??

UC | igsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.



SUBESPACIOS COMPLEMENTARIOS.

¢Como podemos hallar un subespacio complementario de un subespacio S en R"?

Procedimiento: Dada una base del subespacio S, la extendemos anadiendo vectores
(linealmente independientes de los anteriores) hasta formar una base del espacio total R".
Para ello podemos elegir cualquier vector, por ejemplo, los de la base candnica de R". Los
vectores afiadidos forman una base de un suplementario de S en R".

(Ejemplo 32. Hallar el subespacio complementario de S en R*.

o o W

S =< v,V >=<

o N O =

0

Para hallar el complementario de S en R*, necesitamos hallar 2 vectores < 3, 74 > tales
que {9, Ua, U3, U4 } sea base de R*. Podemos probar con vectores de la base canénica en R?

rg =4 — base de un subespacio complementario de S en R*: < @3, vy >= {

o O = O
— O O O

~N

UC | igsced G414. Algebra y Geometria: Espacios Vectoriales.




EJEMPLOS EN RS,

(Ejemplo 33.ENR3 S; =< #; > =< (2,1,0) >y 5, =< i, > =< (—2,1,0) > )

S1 NSy ={(0,0,0)} — S1 + S es suma directa

;Son S; v Sy subespacios complementarios en R3?

UC | i&sc,
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EJEMPLOS EN RS,

[Ejemplo 34. En R3 dos planos S; =< ¥, 7, >y S, =< U3, U, > que se cortan en )
una recta (que pasa por el origen).

So
- 9 )
1 Sl—<(2),(2)>—{($,y,z)ER3|:ﬁy—0}

S1 NSy #4{(0,0,0)} — S; + S2 no es suma directa
S1 4+ Sy =< 01, U, U3, Uy >=< Uy, U, Uz >= R3
\_ ;Son Sy v S5 subespacios complementarios en R3? @

UC | i&sc,
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EJEMPLOS EN RS,

[Ejemplo 35. En R3, un plano S; =< v, ¥, >y unarecta S, =< ¥5 > contenida en Sl.\

S1 NSy =85 # {(0,0,0)} — S1 + 52 no es suma directa
S1+ S5 =51 # R3

\_ ;Son Sy y Sy subespacios complementarios en R*? @

UC | i&sc,
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EJEMPLOS EN RS,

@jemplo 36. En R3, un plano §; =< 9,7, > =< (2,-2,0),(1,-3,0) >y una recta’)
S, =< v3 >=<(—1,—1,1) > no contenida en S;.

Z

S1 NSy ={(0,0,0)} — S1 + S2 es suma directa

;Son Sy v S5 subespacios complementarios en R3?

\_ S1 @Sy =R?—= S, v 95 son complementarios en R? @

UC | i&sc,
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