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PRODUCTO ESCALAR: DEFINICION Y PROPIEDADES.

Definicién. El producto escalar usual de dos vectores L y ¥ en R™ se define como:

-

UV = (U, Uy, e, Upy) - (U1, Vg, e, Uy) = UgU1+ Uy Uptot Uy Uy

El resultado de un producto escalar (o producto punto) es siempre un escalar.

Dados dos vectores columna en R" el producto escalar usual coincide con el producto
— =t

matricial de una matriz fila por una matriz columna: u - v = u'v

Ejemplo 1. Obtener el producto escalarusualu - vy v - u: 24 B 3
u = — LU =
1 1
i-v=uv=(2 -4 1)| 2 |=2x3+(-4)x24+1x1=-1 u=[2-41J
1 v=[321]'
%opcion 1
2 u'*v
veau=vi=(3 2 1) -4 | =3x242x(-4)+1x1=-1 %0pcion 2
1 dot(u,v)
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PRODUCTO ESCALAR: DEFINICION Y PROPIEDADES.

En realidad, cualquier operacion definida en un espacio vectorial que opere sobre
dos vectores devolviendo un escalar y cumpla las siguientes propiedades es un
producto escalar:

Uq, Up) * (V1,V3) = Uq V1 + U,

. - - - -
e Conmutativa: u-v=v-u
V1, V2) » (U, Up) = V1 Uq + VU,

(
(
 Distributiva U:-(W+W)=u-v+u-w

U-(W+w)=(upuy) - (v +wy, v, +wy) =uv; + U wy + Uy v, + Uywy

U-V+U-W=(uy,uy) - (v, v0) + (U, uy) - (W, wy) = U0y + UpVy + Ugwy + Uy
« Reubicacion del escalar: a(u - v) = (au) - v = u - (av)

a(u-v) =a(u; v; + u,v,) = auy vy + au,v,

(au) - v = (auq, ouy) « (v, vy) = auyvy + U, vy,

u- (av) = (ug,uy) - (avy, av,) = auyvy + au,v,

S S

* Definida positiva: v-v >0, yv-v =0 siysolosiv =20

%

—

V- U = y,vy) (v, ) =v,2 + 1,2 >0 eigual 0 Gnicamente si ¥ =0
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ESPACIO EUCLIDEO.

Definicion. Un espacio euclideo es un espacio vectorial real V dotado de un producto
escalar, que es una funcién que asigna a cada par de vectores u, V€ V un escalar, de
tal manera que cumpla las propiedades vistas anteriormente.

* En M, el producto matricial no es un producto escalar (el resultado ni siquiera es
un escalar). Un producto escalar en M, es el siguiente A - B = tr(A'B)

* El producto escalar usual en R3 se define como:
o =4 _ _
UV = (Uy, Uz, Uz) - (D1, V2, V3) = UV + UV, + U3

 Otro producto escalar en R3 que cumple con las propiedades es el siguiente:

—

UV = Uy, Uy Us) - (V1,V0,V3) = UV + 2UyVy + SU3V3

Nota: Como veremos, el producto escalar usual en R™ ofrece ventajas geométricas
gue justifican su eleccion. En adelante trabajaremos con el espacio euclideo formado
por el espacio vectorial R™ dotado del producto escalar usual.
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NORMA DE UN VECTOR.

Definicidn. La norma ||v|| de un vector ¥ es un escalar no negativo definido por:

1ol =Vv-v , |[9[°P=v-v
En R"™, con el producto escalar usual, la norma coincide con la longitud del vector.

1D = V- D =/ (01, Vg s V) * (U1, Vg, ey V) = \/vlz +vi+ -+ vf
Ejemplo 2.

5

] w=(3,4,5)
19]| = VT -7 =1+/(3,4)- (3,4) = V32 +42 =5 U=(3,4) . .
4t . |

E o]
@] = VG -6 = /(3,4,5) - (3,4,5) R Bl ;
_\/32+42+52 \/_~7 .| =AYy
| |
norm([3 4]) " | |
norm([3 4 5]) ; o x=3 0
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NORMA DE UN VECTOR.

Propiedades:
1. |IV||=0, y||[¥]|=0siysolosiv=0
19]l = V112 +v52 + -+ 1,22 0 0| = 0
2. Lanorma de un vector es la misma que la de su opuesto ||—V|| = ||V||

3. La norma de un vector por un escalar a es igual al valor absoluto del escalar
multiplicado por la norma del vector ||av|| = |a|||V]|

lavll = {(avy)? + (avz)? + -+ (avp)?= a2 (vs? + vy2 + = + v, 2) = |a|||7]
4. [V = I[P+ VN2 + 249V y [[=vI2 = ([l IVI2 — 246 v

[P =W+V)-W+V)=d-U+u-v +u-v+v-v=||ull* +||vl|* +2d-v

Uu-v|IP=@W-v) - U-v) =u-u—-u-v—u-v+v-v=|ull*+||v|I* -2u -

5. Desigualdad triangular [[u+?|| < ||ull + ||7]|

6. Desigualdad de Cauchy-Schwarz |u - v| < ||ul|||?7]|
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NORMALIZACION.

Definicion. Un vector ¥ cuya norma o longitud es 1 se denomina vector unitario.
Normalizar un vector ¥ es obtener el vector unitario que resulta de dividirlo por su

—

norma: ~ v
V==
V]|
Graficamente, normalizar corresponde a obtener el vector de norma o longitud uno en Ia
misma direccion y con el mismo sentido que el original.

Ejemplo 3. En R3, determinar los vectores unitarios con la misma direccién que el vector
v=(3,3,3) 3

|7]] = V7 -0 =V32+32+32=3V3

normalizamos U:

(3 3 3):(1 1 1)
3v37 337 3V3 V371 V37 V3

su opuesto tiene misma direccion y norma 1:
_ & _(_ 1 _1 _ 1
==

U
V1 = =7
L= 4
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DISTANCIA ENTRE DOS VECTORES.

Distancia entre los nUmeros reales ey g

j 3 2 41 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ay b es el numero real |a — b| 28— |—6/ =6 8—2/ =16/ =6

Definicion. La distancia entre dos vectores cualesquiera de un espacio vectorial
euclideo es la norma del vector diferencia entre ambos:
dist(u,v) = |[u — V|| = ||[v — il

En R™, dado u=(uq, Uy ..., uy) y v=(v1, V5 ..., Vy):

dist(@, D) = U = Dl = |(ug — v, uz = Vg, o, Un — V) ll=/ (ug — 1) 24+ + (up — )2
Ejemplo 4.

dZSt(ﬂ: 'U) —_ | , 17/ 27-17
li =] = [|(1.2) = (4,2)[ = [|(-=3,0)[ =3, | >
|7 —ull = [|(4,2) = (1.2)[ = [|(3,0) =3 o
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES.

Definicidn. El coseno del dngulo @ entre dos vectores no nulos Uy ¥ de un espacio
euclideo viene determinado por: I

f) = ———
cos(O) = 1@

O€|0, ]

En R? y R3, con el producto escalar usual, el angulo entre dos vectores no nulos es un
angulo trigonométrico real, definido como el menor angulo que forman al colocarlos
con origen comun, medido en el plano que determinan.

Considerando la ley del coseno:

c? =a’+ b? —2abcos(9)
1d-v]1> = llull* + ||I* — 2|[2ill||¥]|cos (8)
Y la propiedad de la norma:

li-v)1% = [[ull* + 1D||* — 24 - v

—

— - — - u-
Obtenemos, u-v = ||[ul|||v||cos(8) — cos(0) = e

<!
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES.

c0s(0) = == > @ - ¥ = ||i@[l|Bllcos ()
lulll|v]]
6 =0° 6 = 30° 6 =90° 6 = 150° 6 = 180°
U D=2 U-v=v3%~173 U-v=0 U -v=—3~-173 U -v=-2

ﬂ-ﬁ>0<—>9€[0,§) i-9=0<6=090° i-9<0 > 0€e

r ° e o V4 - i d w
Ejercicio 1. Calcula el angulo entre los vectores u = (7,1) yv = (4, —3).

L Repaso angulos notables aqui )
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VECTORES ORTOGONALES.

Definicidn. Se dice que dos vectores U y ¥ son vectores ortogonales entre si si y solo
. = - — -
siu-v=0ysedenotau L v

— -

Uulv eu-v=20

Observacion. En R", el vector nulo 0 es ortogonal a cualquier vector.

(Ejercicio 2. A
a) Determinarsiu=(1,1) y w = (—1,1) son ortogonales y el dngulo entre ambos.
b) Determinar siu =(1,1) y v = (0,1) son ortogonales y el dngulo entre ambos.

g J
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VECTORES ORTOGONALES.

Observacion. De manera general tenemos (propiedad numero 4 de la norma):

[+3112 = [+ I19)1* + 24 - ¥ =1 = lZll*+ 1911 — 24 - v

A

<l
+
<

<l

Siu L U puesto que U - ¥ = 0 obtenemos el Teorema de Pitdgoras:

1+311% = |21 *+ || 5] =917 = [lE]l*+ I19]]°
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CONJUNTOS DE VECTORES ORTOGONALES.

Definicién. Se dice que un conjunto de vectores {u;, Uy, ..., U, } en R™ es un conjunto
ortogonal si cada par de vectores distintos del conjunto es ortogonal, es decir, si
ﬁi . ﬁ] — O Vi :ﬁj

Definicién. Se dice que un conjunto de vectores {ti;, U, ..., U} en R™es un conjunto
ortonormal si es un conjunto ortonormal de vectores unitarios.
Esdecir,siu; u; =0Vi#j yllull =1 Vi

Teorema. Todo conjunto de vectores ortogonal que no incluya al vector nulo es un
conjunto linealmente independiente.

.

rEjercicio 3. Determinar si los siguientes conjuntos son ortogonales, ortonormales vy
libres:

a) La base candnica en R5. b) {(1,2,0), (4,—2,0)}

C) {(1,2,0), (4,—2,0),(0,0,0)}
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BASE ORTOGONAL.

Definicion. Una base de un subespacio de R" es una base ortogonal si los vectores
qgue la componen forman un conjunto ortogonal. Si ademas son unitarios es una base
ortonormal.

Como veremos, las bases ortogonales son muy ventajosas, al permitir calcular de
manera eficiente las coordenadas de los vectores.

(Ejercicio 4. Hallar una base ortonormal del subespacio S: {(x,y,z) € R3 |z = 0}. A
Ejercicio 5. Determinar si el siguiente conjunto es una base ortonormal de R3:
V2 V2 V2 V2
{ul) Uy, u3} — {(_ 0 _) ) (0)1;0); (_ o O _)}
. Y,
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MATRIZ ORTOGONAL.

Definicion. Las siguientes afirmaciones sobre matrices ortogonales son equivalentes
para una matriz cuadrada de orden n.

« Un matriz es ortogonal si y solo si su inversa es igual a su traspuesta. AAt = I

* Una matriz es ortogonal si y solo si sus columnas forman una base ortonormal de
R"™, considerando el producto escalar usual de R™.

Ejemplo 5. Considerando la siguiente base ortonormal de R?:
B={oi, 55} = {(*2,F), (5. 7))

gL\ (F L\ (nen nen)_ (10

_Q V2 V2 Q Uo U1 Uo -+ U 0 1
2 2 2 2 g
At A !

A es una matriz ortogonal (y A’ también)
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SUBESPACIOS VECTORIALES ORTOGONALES.

Definicion. Un vector U es ortogonal a un subespacio S si es ortogonal a todos los
vectores de S. Es decir: u-v = 0Vv €S
Bastara comprobar que U sea ortogonal a una base de S.

Ejemplo 6. EI R3, el vector u = (0,0,1) es ortogonal al plano XY.

Demostracion. Sea V €Sy Bg ={V,, V,,..., V,,} una base S entonces.

-

U-V=u-(aVy + oV, + ... +0t, V) = aqU - Vi + opU -V + .+ api -V,
Si U es ortogonal a todos los vectores de la base, entoncesu-v =0 Vv € S

Definicion. Un subespacio S es ortogonal a otro subespacio T (5 L 7)) si todo vector de
S es ortogonal a todo vectorde T, esdecir:u - v =0 YU ES, VET

Bastara comprobar que los vectores de una base de S sean ortogonales a los de una
base de T.

Propiedad. Si dos subespacios son ortogonales, entonces estan en suma directa.
S1T->S5SNT ={0}
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EJERCICIOS.

@jercicio 6. En R3determina si el plano XY y el plano XZ son subespacios ortogonales. \

Ejercicio 7. éSon los siguientes subespacios de R> ortogonales? ¢Estdn en suma
directa? éson espacios suplementarios en R3?

base S {(0,1,0),(1,1,—1)} base S {(0,1,0),(1,1,—1)}
base T {(1,1,1)} base W {(1,0,1)}
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PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE OTRO.

Definicidn. El vector proyeccién ortogonal de u sobre v:

0V, v
proyv(u)—% _”1—5”217

, . i - 9
Siendo su norma: ||proyz(u)|| =

17l

v
proys (i) proy; (i)

Demostracion. Sea 8 el angulo entre los vectores U y v, y 8’ y el dngulo agudo
formado al proyectar u sobre v:

U - v ICOS(H)l = cos(0") - il ”pmyj(u)” ||p7”0yv(u)||— - U
cos(0) = || IIII I oAl 1]
[V
lproysz ()|
cos(0") = —
) llull >
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PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO.

Definicion. Dado un subespacio vectorial S € R™ y un vector v € R", la proyeccién
ortogonal de U sobre el subespacio S es el vector de S que se encuentra a minima

distancia de v: b eR®
I Minima distancia

IV —proysMl < llv —ull vu € S

Para calcular la proyeccidn de v sobre el subespacio S de R" necesitamos una base
ortogonal de S: By = {uy, Uy, ..., Up}:

proys(v) = proyy, (V) +proyy,(v) + proyy,(v) + -+ proyy (v)
Es decir, obtenemos proys(v) como suma de las proyecciones de v sobre cada uno de
los vectores de una base ortogonal de S.

Nota. Sino disponemos de una base no ortogonal de S podemos utilizar el método de
Gram-Schmidt o la matriz de proyeccidn que veremos mas adelante.
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PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO.

XY considerando la base {1, u,} = {(1,0,0), (0,1,0)}.
Se trata de una base ortogonal de S. Luego:

proys(7) = (£5-) @ + (22 ) i — () + (7 )

base ortonormal ; - @; = |G || =1 Vi
= 3ty + bz = (3,0,0) 4+ (0,5,0) = (3,5,0)
—_—— N —

proyg, (V)  proyg, (v)

comprobacion: proys(v) € S

Ejemplo 7. En R3 determinar la proyeccién del vector ¥ = (3,5,1) sobre el plano )

\ proys(v): vector en S més cercano a '5'/

UC | Snetsa G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo.
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COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTOGONAL.

Observacion. Siv € S entonces proys(v) = v. Esto nos proporciona un método
alternativo para calcular las coordenadas de ¥ respecto a una base ortogonal de S.

Teorema. Sea B = {1, Uy, ..., U, } una base ortogonal del subespacio S en R™. Entonces las

VUi
coordenadas a; de v € R" son a; = =—

i =1,...,p. Es decir,

i"Uj
- v.ul — v.uz — U'U3 — v’“p —
V=l | t|sc U+ |5 |uzg +- -+ ——— | Up
U * U4 Uy * Uy Uz * Us up'up
\ J \ J ( J (
Y \ ! Y
v =proyg, (V) + proyy,(v) + proyy,(v) +-- + proyg (V)

Nétese que v queda expresado como suma de las proyecciones de este sobre los vectores
de una base ortogonal.

Demostracion.
vV = alﬁl+a2ﬁ2 + a3ﬁ’3 4+ .. 4+ apﬁp multiplicamos escalarmente por i,

VU

ﬂ’)l ¢ 7 — 0(1171 '1_1)1+(X2171 ’1_1)2 + 0(32_1)1 ’1_1)3 + + O(pﬁl ¢ l_l)p: 0(1271 ‘1_1)19“1 — ﬁ —

y lo mismo para el resto de coordenadas q;.

Uc ‘ g0 Cantaeia G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 22 b 2 i)



COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTONORMAL.

@jemplo 8. En R3 determina las coordenadas para un vector ¥ = (3,5,1) en la base \
BC = {uy,u,, u3} = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

Al tratarse de una base ortonormal, el calculo de las coordenadas se simplifica:

F= (28 )@+ (£% ) @ + (ZL ) @s = (7 @) + (5 T)ida + (7 G)Ts

Uy U1 Ug U2 Us U3

base ortonormal ; - i; — 17112 — 1

al—ﬁ-ﬁl:(3,5,1)-(1,0,0):3, >

C}fg—’ﬁ'”{zg:(3,5,1)-(0,1,0):5, 2
as = v -3 = (3,5,1)-(0,0,1) =1 v )
| B

0.
v = 3y + by + iz = (3,0,0) + (0,5,0) + (0,0,1) zﬁ«,ﬁ
N—— N—— N—— 4 0 1 5 3 4 5

proyg, (V) proyg,(¥)  proyg,(v)
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COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTOGONAL.

(jemplo 9. Determinar las coordenadas del vector v=(2,3) en Ia base ortogonal )

= {uy, U} = {(1, 1, (-1,1)}

opcion 1 (estudiada en el tema anterior y valida siempre):
2\ LY 1\ (1 -1 ar )
3 )" ML) )71 a

opcién 2 (vélida para bases ortogonales):

0= (F9) @+ (£2) @ = proya,(¥) + proya @) = (

v (23)-(L) 5 Fed (2,3 (-
YUaa (L)LY 2 TP @i (—1,1) - (—
comprobacion:

2\ 5/ 1 L[ -1

3 )] 2\ 1 +3 1 v

\_
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COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTOGONAL.

@jemplo 9 (continuacion). El procedimiento anterior Unicamente es valido para bases\
ortogonales. Dado una base no ortogonal como: B2 = {wy,w,} = {(1,0), (2,2)}.

opcion 1 (estudiada en el tema anterior y valida siempre): 3

(3)=a(0)r=(3)=(02)(a)" a
@n=(7), ;

Puesto que B2 no es base ortogonal, la opciéon 2 no es valida.

DN | —

(Nl [Jb] |
N

D

Podemos comprobar que la suma de las proyecciones de v
sobre los vectores de la base By no coincide con v.

proya, (V) + proya,(v) = (2,0) + (§ §) = (2 5) # U |

\ 2
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RESUMEN.

Recapitulando hemos visto como calcular proys(v) dada una base ortogonal

BS — {171, ﬁz, ...,ﬁp} .
—

—> V.ﬁ)l — 7°ﬁ>2 — ‘_;.ﬁ)?) — V.ﬁ)p —
proys(v) =\l 1U + | >—— U- + | 5—— Uj + o+ | — up
Uuq - Uq Us Uy Uz * Uj up'up

Y si vV € S entonces proys(v) =V, lo cual proporciona una manera sencilla de calcular
las coordenadas de v respecto a B, especialmente si Bg es ortonormal.

Para calcular la proyeccién de un vector v € R"sobre un subespacio S€ R", sino
disponemos de una base ortogonal de S tenemos dos opciones:
e (Calcular primero una base ortogonal mediante el método de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt y luego calcular la proyeccion ortogonal como:
proys(v) = proyg, (V) +proyg, (V) + -+ proyg, (V)
* Hallar la matriz de proyeccion y calcular el vector proyeccion como:
proys(v) = Ps v
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METODO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT.

— = — Gram-Schmidt (- .
{U7,Ua,...,Up} > {U, U,y ..., Uy}
base de S base ortogonal de S

(Algoritmo Gram-Schmidt. Partimos de una base del subespacio S de R™:
1. El primer vector de la base ortogonal de S es:

U, = U4
2. Obtenemos a partir de U5, un vector u, tal que U, L Uy:

2 = VU2 — proy<,a;1>(vg) = V2 — |\ =007/ = Uq
Uy - Uy

3. Obtenemos a partir de U3 un vector U5 tal que 3 L Uy, U3 L U, :

Us = U3 — pf0Y<a1,ag>(’l73) = U3 — pProy;, (773) — Proy g, ("73)

Obtenemos a partir de v, un vector v, tal que U, L iy, Uy, L Uy ,..., Uy L Up_g:

@p :ﬁp—pr0y<gljg%_,,gp >(’Up) :Up—l — Prqu?u(ﬁp) _PTOYIIQ(’UP)- : -_Proygp_l(gp) y
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EJERCICIOS.

~

[Ejemplo 10. w

1
Gram-Schmidt L
1 - - > 1 - .
0 . - — 1 0' S T

S0 ~_— 0
-1

{7717 7727 773} — {(19 1? 0)1 (09 17 1)7 (17 07 1)} {ﬁla ﬁ27 63} — {(17 17 0)7 (_%
base no ortogonal de R? base ortogonal
Gram-Schmidth:
i =1 = (1,1,0)

) %n ]-)a (%1 _ga %)}
de R3

— — — — UQ-
2 = U2 —p'r‘oyal(’vz) = Uy — (q

\_

231
Comprobacion:
Uy -Uy=0, U -Us=0, Uy -tU3=0WV baseS=[110;011;101]
% base ortonormal (diferente)
baseS_ortog=orth(baseS)
Base Ortonormal NCERNG, V6 V6 VG V3 -v3 V3 % comprobacion base ortonormal
{”ul”a ||u2||7 ||u3||} — (_ 770)7 ( 6 ° 6 ° 3 )7 ( 37 3 3 )} baseS_ortog’* baseS_ortog% |

v
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MATRIZ DE PROYECCION ORTOGONAL.

Definicion. La matriz de proyeccion ortogonal Ps permite obtener |la proyeccion de un
vector v € R" sobre un subespacio S ¢ R"como:

proys(¥) = Ps¥  con Ps= A(ATA) 1At

donde A es una matriz que contiene una base de S en sus columnas.

Observacion. La matriz de proyeccion nos permite obtener la proyeccién de un vector
sobre un subespacio sin necesidad de hallar una base ortogonal.

Propiedades.

* P; es cuadraday de tamafio n (dimensién del espacio vectorial R™).
* P; esunicayno depende de la base de S escogida.

* La matriz P es simétrica.

* Si escogemos una base ortonormal de S, Ps=AA".

* Ps essingular
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MATRIZ DE PROYECCION ORTOGONAL.

@jemplo 11 (ejemplo 7). En R3 determinar la proyeccién del vector ¥ = (3,5,1)\
sobre el plano XY mediante |la matriz de proyeccion considerando la base

{(1,0,0),(0,1,0)}.

-1
( \
1 0 1 0 1 0 0
Pg=A(AtA) At = 0 1 (é [1’ 8) 0 1 ((1) [1] 8): 01 0
0 0 0 0 00 0
\ T /
1 0 0 3 3
proys(v)=Pst=1[ 0 1 0 5 | =1 5
0 0 O 1 0

\Ejercicio 8. Determina la matriz de proyeccion sobre S utilizando otra base diferentej
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COMPLEMENTO ORTOGONAL DE UN SUBESPACIO.

Definicion. El complemento ortogonal de un subespacio S de R™ (denotado S+) est3
formado por todos los vectores de R" ortogonales a S:

SL={DEeERYv-Uu=0 Vu €S}
Propiedad. El complemento ortogonal de un subespacio S de R™ es un espacio
complementario de S en R™.

dim(S + St) =dim(R") y dim(SnSt) =0
Ademads, S+ es el Unico subespacio complementario que es ortogonal.
Ejemplo 12. En R3, el subespacio S:{(x,y,z) € R® | z = 0} (plano XY) tiene infinitos
espacios suplementarios, pero Unicamente S1:{(x,y,z) € R? |x = 0,y = 0} (eje z)
es ortogonal a S.

Ejemplo 13 (ejercicio 7). Tanto W como T son espacios complementarios a S en R3.

Sin embargo, Unicamente W es ortogonal, S* = W. Por supuesto, W+ = S. O
Bs ={(0,1,0),(1,1,-1)} Br={(1,1,1)} Bw ={(1,0,1)}
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COMPLEMENTO ORTOGONAL DE UN SUBESPACIO.

Dado un subespacio S € R™ y considerando el producto escalar usual, los vectores
cuyas coordenadas son los coeficientes de las ecuaciones implicitas de S constituyen
una base de su complemento ortogonal S+.

Ejemplo 14.

x1+x90+x3—24 = 0
5. { S Bgr = {(1,1,1,-1),(2,-1,2,1)}
201 — w2 + 223+ x4 = 0 coef S=[111-1;2-121]

Efoct; Lo L g la Bo, - baseScomp=coef_S'
ectivamente cualquier vector = (x1, z2,x3,24) €S es ortogonal a Bg.: %compr. ortogonalidad:

(1,1,1,-1) - (21,22, 23,74) =21 + T2 + 23 — 24 = 0 baseS=null(coef S,'r")
(2, —1,2, 1) : (5171, Z2,T3, 5174) =211 — 22+ 223+ x4 =0 baseS'*baseScomp
%compr. complementarios

1 .
Podemos calcular Bg y comprobar como S y S— son complementarios: rank([baseS baseScomp])

—1 0
. r1+axo+ax3—24 = 0 S 0 1 i
S{ 2$1—$2+2$3+$4 — 0 — T = 1 +B 0 :>BS_{( 1703170)7(071v071)}
0 1

S+ S5t =<(1,1,1,-1),(2,-1,2,1),(-1,0,1,0),(0,1,0,1) >— dim(S + S+) = 4
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION ORTOGONAL.

Teorema. Sea S un subespacio de R", cualquier vector v € R"™ puede
descomponerse de manera unica como:

v = proys(v) + proy..(v) proys: (%)
Donde:
« proyg(v) €S
* proygi(V) € S+

Ejemplo 15. Ejemplo 16.
v=(-2,3)=(-2,0) + (0,3) 7= (3,5,1) = (3,5,0)+ (0,0,1)
4 . A/—: \/-’_’ —— N —
A proys(®)  provs1 (@) % proys(s)  proyqy (7)
| | N S {ep 0 eR)
| _ L :
S {(a,0),|a € R} U, Py 0)jas D

0 - SJ‘:{(O,/B)WER} SJ‘:{(O,O,’}/)WER}
-1 s :

2 0 2

UC ‘ do Cantaoria G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 33 < » )




EJERCICIO RESUELTO.

@jemplo 17. a) Hallar una base ortogonal del subespacio S.
S={(z,y,2) ER®20 —y + 32 =0}

Hallamos una base de S:

(:anaz) - (05/2 o %670576) — O{(%, 190) + /8(_%709 1)

Gram-Schmidt:
i =7 = (3,1,0)

PRI o o Gram-Schmidt - =
— - 5 5 Uy Uq \ By = {Ula'U2} e » By = {ul,UQ}

9 = Uz — Proyg, (UZ) = Uy — (ﬁ = )ul base de S base ortogonal de S

1 Uy
3 1
9 07 L)- 99 17 0 1 - .
— (_ §,0, 1) _ ( 12 ) (12 ) (_, 1,0) — (—6, §, 1) % bases ortonormales (diferentes)
2 (E: 1,0) - (Er 1,0) \2 D D coefS=[2 -1 3]

Comprobacién: %opcion 1: funcidn orth

baseS=null(coefS,"rational")
baseS_ortog=orth(baseS)
iy, Uy € S — By es base de S v/ %opcion 2: null sin “rational”

i, - s = 0 — By es conjunto ortogonal Vv

K baseS_ortog =null(coefS)
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EJERCICIO RESUELTO.

Ejemplo 17 (continuacion). 20—y +32=0 )
b) Hallar las coordenadas de v = (—5,5,5) en la base obtenida. ves
7 7 [
U = proyg, (V) + proyg, (V) = (_, j ) U1 + (_, _? ) Uy = 2Uq + Dils
Ui - U uz - U2
(a1 C;;

—5 1 _6
2 5

comprobacién:( 3 )2( 1 )+5( 2 ) v
3) 0 1

c) Halla la proyeccidon ortogonal sobre S del vector w = (1,1,1).

- @iy \ - Gy » _ 6~ , 1o
proys(w) = ( 1-{511) uy + (@-5 ) Uz = 5UL + 7U2

()
9/7
1/7

Comprobacién: 2% — % + 3% =0 — proys(w) € S V4

O == 2
\_____/

_|_

D=
~
p—t 0 |

o

\___/

Il

proys () = 3 (
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EJERCICIO RESUELTO.

(Ejemplo 17 (continuacién). d) Obtén proys(w) utilizando la matriz de proyeccién\
sobre S y comprueba que obtienes el mismo resultado.

1 L2 —6/5 1/2 1 0 /2 —6/5\\ " /2 1 0
Ps=A(A'A) A= 1 3/5 1 3/5
s = Al ( 0 )(( —6/5 3/5 1) 0 (—6/5 3/5 1)

1/2 —6/5 s 0 \'/ 12 1 0 5/7 17T =3/7
1 3/5 = 1/7 13/14 3/14
( 0 1 )< ! 14/5) (_6/5 3/5 1) -3/7 3/14 5/14

baseS=[1/2 10; -6/5 3/5 1]'
A=DbaseS;

5/7 17 =37 1 3/7 oases;
proys (W) = ( 1/7 13/14 3/14 ) ( 1 ) — ( 9/7 ) \I:/S;S 1m1V]('A A)*A
1

—3/7 3/14 5/14 1/7

N N proy S w=Ps*w
%comprobacion

coef S=[2 -1 3]

\ coef S*proy S w ))

Ps
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EJERCICIO RESUELTO.

@jemplo 17 (continuacién). e) Descompén el vector w = (1,1,1) como suma de un )
vector perteneciente a S y otro vector perteneciente a S+.

W = proyg(w) + proy g (&)

| 3/7 4/7
1 | =1 9/7 | +proyg. (@) — proyge (W) = | —2/7
1 1/7 6/7

1 3/7 4/7
1= o7 |+ | —2/7 \/
1 1/7 6,7

N—— —— N ~

N—— v
w

proys(w)eS  proyg (w)eSt

Qota: comprueba que al obtener S+ y calcular la proyeccién de W sobre este obtienes el mismo resultadOJ
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PROPIEDADES: MATRIZ DE PROYECCION ORTOGONAL.

Propiedad. Sea P la matriz de proyeccion ortogonal sobre el subespacio S de R" y
P¢. la matriz de proyeccion ortogonal sobre el complemento ortogonal de S:

Demostracion.
¥ = proys(¥) + proygi(¥)= Ps¥ + Ps1 ¥ = (Ps + Pg1)¥ > P+ Pg1 = [

(Ejemplo 17 (continuacion). f) Comprueba que las matrices de proyeccion sobre
S del ejemplo anterior verifican dicha propiedad.

coef S=[2-1 3]
S={(x,y,2) e R22 —y +32 =0} = Bgr = {(2,-1,3)} baseScomp=coef_S’

A= baseScomp;

5/7  1/1  =3)7 2/7  —1/7 3T 1 00 Pscomp=A*inv(A™A)*A'
1/7 13/14 3/14 |+ | —-1/7 1/14 -3/14 | =| 0 1 0
-3/7 3/14 5/14 3/7 —3/14 9/14 0 0 1

Ps Poy

A

.
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PROPIEDADES: MATRIZ DE PROYECCION ORTOGONAL.

Propiedad. Las columnas de toda matriz de proyeccién P sobre un subespacio S de
R"™ forman un sistema generador de S.

Observacion. El rango de una matriz de proyeccion Ps es igual a la dimension de S.

(Ejemplo 17 (continuacion). g) Comprueba la propiedad para la matriz P5 obtenida )
para proyectar un vector de R3 sobre S = {(x,y,2) € R3|2x — y + 3z = 0}.
5/7 1)1 =3/7 o213
Ps=| 1/1 13/14 3/14 coet>=le -2 3l
> _?{/7 3//14 5§14 TQ(PS) =2 %comprobamos rango
rank(Ps) %dim(S)=2
% opcion 1: comprobacidon uno a uno
Comprobamos que los vectores columnas de Pg € S coefS*Ps(:,1)
2(5/7) = (T) +3(=3/T) =0 coefS*Ps(:,2)
2(1/7) — (13/14) + 3(3/14) = 0 coefS*Ps(:,3)
2(=3/7) = (3/14) +3(5/14) = 0 % opcion 2: comprobacion de una vez
coefS*Ps
\Nota: comprueba tu mismo dicha propiedad para P )
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EJEMPLO DE USO: MINIMOS CUADRADOS

Ejemplo 18. Motivacion.
Dos clases de suplementos, a los que denominaremos Ay B,

presentan las cantidades de vitamina C, calcio y magnesio T ‘1\ 1;’
dadas en la tabla (mg por unidad de alimento). V1t§$$§ £ 9
Combinando las dos clases de suplementos queremos Magnesio 3 1
obtener el siguiente aporte exacto: 17 mg de vitamina C, 54
mg de calcio y 31 mg de magnesio.
rty = 17 I 1117 I 1 17
Gauss
{ 5x+2y = 54 5 214 | —— | 0 =3 |-31
. 3z+y = 31 3 1|31 0 0 |2/3

El sistema no tiene solucion que cumpla las ecuaciones impuestas, ¢Por qué no
encontrar una aproximacion que minimice el error cometido?
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EJEMPLO DE USO: MINIMOS CUADRADOS

Introduccion.
Podemos analizar la compatibilidad de un sistema analizando si el vector de términos
independientes es combinacion lineal o no de los vectores columna de |la matriz de

coeficientes del sistema.

1 1 17 1 1 17
x Sistema incompatible _
o 2 = H4 Zam X 5 + 2 = H4
( 3 1 ) ( Y ) ( 31 ) 3 ' 1 31
Rouché Frobenius b no es combinacién lineal de
rg(A) # rg(A*) los vectores columna de A

—
Para que el sistema sea compatible el vector b debe pertenecer al espacio vectorial
generado por los vectores columna de la matriz de coeficientes A (denominado

espacio columna ColA). La idea de minimos cuadrados es sustituir b por otro b tal que

:) - . [ 4 :) . .
AX = b sea compatible con solucidon x y el error cometido sea el menor posible.
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EJEMPLO DE USO: MINIMOS CUADRADOS

"Método. Aproximacion de un sistema incompatible por minimos cuadrados. )

1. Dado un sistema lineal incompatible AX = b , podemos obtener un vector b tal

- T . . T . . . 7 g
que AX = b sea un sistema compatible tal que b minimice el error cuadratico

- 52 _
Hb —b H . Dicho vector es la proyecciéon de b sobre el espacio columna:

N
-

b = pTOyCOIA(B) — Db es el vector € ColA lo més cercano posible a b.

Ademas, si las columnas de A son l.i., estas forman una base de ColA:
proycoia(b) = A(A'A)~1A'b

2. Resolvemos el sistema AX= b, el cual es compatible. La solucidn obtenida X es
la mejor aproximacion posible para el sistema incompatible AX = b.

\_ J
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EJEMPLO DE USO: MINIMOS CUADRADOS

[Ejemplo 18. vty = 17 sist. incompatible )
br+2y = 54
3r+y = 31 Tg(A) < Tg(Alb)
Paso 1: Calculamos b = proycoia (b)
Beora = {1717 172} — {(17 9, 3)7 (17 2, 1)}
Gram—SChmidt: 17:1 = ”(71, ﬁz = 172 — pProyg, (”(72) = (%, 0, —1/5)
b=proycoa(b) = ( by )ﬁ1+ ( ;lfu)fa:z — (118/7,380/7, 214/7) ~ (16.85, 54.29, 30.57)
conseguiremos 16.85 mg de vitamina C, 54.29 mg de calcio y 30.57 mg de magnesio.
error cuadratico=|b — bH2 = 1](0.14, —0.28, 0. 43)H2 = (.28 mg?
A=[11;52;31]
Paso 2Jr Resolv;eg;); sistema compatible Ax = b b=[17 54 31]
LTy = _
5r -2y = 380/7 SCD )~ (655,10 E:at-_AA}kbh
\ 3r4+y = 214/7 rg(A) =rg(Alb) Y = AD-09; at=A"xnat Y
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EJEMPLO DE APLICACION: MINIMOS CUADRADOS

@jemplo 15. Queremos ajustar con los siguientes 3 puntos mediante unarecta y = mx +%

X VEB 5/ °
2= Im-+n qI 1 2 4
3= 2m4n o4y < rg(Alb) 2 3 | .
0= 3m-+n 3 c

1 2 3

El sistema es incompatible, no exite ninguna recta que pase por los 3 puntos.
Vamos a obtener la recta que mejor se ajuste.

11 Ly g TN N 5/6 1/3 —1/6 A=[1 1F2|1J31]
Peora=| 2 1 (1 | 1) 2 1 (1 1 1): /3 1/3 1/3 b=[2 3 5]
3 1 3 1 -1/6 1/3  5/6 P=A*inv(A'*A)*A'
bhat=P*b
. . B ( 5/6  1/3 —1/6 ) ( 2 ) ( 11/6 ) xhat=A\bhat
b=proycoia(b) = Pecoab= | 1/3 1/3 1/3 3 1= 10/3 %alternativa
~1/6 1/3 5/6 5 29/6

_ A —
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EJEMPLO DE APLICACION: MINIMOS CUADRADOS

@jemplo 15 (continuacion). )
{ 3= 2m+n (A) <SIT (Alb) §m+n B ;8/2 rg(A) = rg(A|b)
5= 3mean g m+n = 29/

Solucién:(m,n) = (3/2,1/3)
X |vy=b|b |bb 6 | |
3 1
y=2x+ =
5t ’ a ’ (375) °
1 2 11/6 |-1/6 5 29
4t ( ) F)
2 3 10/3 | -1/3
3 5 29/6 |1/6 31
2 A
IS 1
error cuadrdtico=[|b — b||? = ||(— 5, —3, 5)||* = 37.833 1 7 3

\_ )
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