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PRODUCTO ESCALAR: DEFINICION Y PROPIEDADES.

Definicion.Elproducto escalausualde dos vectore® y wens se define como:
Ggp OMMBM))gOM M) 60+60bXbU

Elresultadode un productoescalarno productopunto) essiempreun escalar

Dadosdosvectorescolumnaensa el productoescalamusualcoincideconel producto
matricialde unamatrizfila por unamatrizcolumnad gc &%

Ejemplo 1Obtener el producto escalar usugiby dgdd, ( 2 ) L ( J )

175’-17:2?17:(2 —4 1)(2)2><3+(4)><2+1><11 u=[2-4 1]’
v=[3 2 1]

%opcion 1
u™v

v-d=vi=(3 2 1)(4)3><2+2><(4)+1><11 %opcion 2

1

dot(u,v)
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PRODUCTO ESCALAR: DEFINICION Y PROPIEDADES.

Enrealidad, cualquier operaciondefinida en un espaciovectorial que opere sobre
dos vectores devolviendo un escalary cumpla las siguientes propiedadeses un
producto escalar

A Conmutativa: G éb B¢ Ggw=(0 M )gLL) o60L O
wego=0L M )éo) 0O ULO

A Distributiva 6¢® 0O Ge¢b 6 ¢0

Ggd U =O0M)L O 0V) 00 60 6L 060

Ggb Cdo=(0Oh)éLh) (MH)YXLM) 60 60 060 060

A Reubicacion del escalar(Géw) ( 0) ¢ O¢|
1O 4, 00 O006uv 1606 1060
1O ¢ (OhO)gO) 100 10O
O¢ 1O (Om)¢uodNO) 4100 100
A Definida positivabgd T ybgd T Siysolosd T
e O )LL) U 0 T e igualtinicamente siv Tt
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ESPACIO EUCLIDEO.

Definicion Unespacio euclideesun espacio vectoriakal wdotado de un productc
escalar, que es una funcién que asigna a cada par de veoéiapeso un escalar, de
tal manera que cumpla las propiedades vistas anteriormente.

A En4 el producto matricial no es un producto escalar(el resultadoni siquieraes
un escalar)Unproductoescalareny eselsiguienteo ¢0 0 i0 0

A Elproductoescalamusualens sedefinecoma

oédd (Ohhhm)dovhmhm) 60 o660 060U

A Otroproductoescalarens que cumpleconlaspropiedadesesel siguiente
oédd (OChhh)dvomh) 60 ¢cOUL 0oL

Nota: Comoveremos,el producto escalarusualen 1 ofrece ventajasgeomeétricas
guejustificansueleccion Enadelantetrabajaremoscon el espacioeuclideoformado
por el espaciovectoriala dotadodel productoescalamusual
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NORMA DE UN VECTOR.

Definicion Lanormal||| de un vectorwesun escalamo negativodefinido por:

el vegn , (B B

Ena , conel productoescalamusual,lanormacoincideconlalongituddel vector

o] Jogp O OB )ED DB ) Jo o B b

Ejemplo 2.

T T 0°=(3,4,5)
10| = VU7 =+/(3,4)-(3,4) = V3> +42 =5 | B=(3,4) . :
16| = V- @ = /(3,4,5) - (3,4,5) N S
:\/32_|_42_|_52:\/%%7 2| i ] sz

norm([3 4]) " | 0;
norm([3 4 5]) ; X 0 | 0
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NORMA DE UN VECTOR.

Propiedades:

1.

5. Desigualdad trianguldioti|| ||6]] |||
6. Desigualdad de CaueBghwarzs ¢y ||6]] || wl]

| [og

—

I8 mhy|&=msiysolosd

~

<

@l Yo o E 0 mw || m

Lanormade un vectoreslamismaquelade suopuesto|| J| ||Qf

La norma de un vector por un escalar| es igual al valor absoluto del escalar
multiplicadopor lanormadelvector||] 4| =3 d|0

| & 10 B E j0 =/, @ 0 E 0 ) sdu
G N0+ OO y I8 18+ ¢ OgO
B © g O 0Ogd 0gd Dgd VgS=[T 1Tl ¢ OgO

Obil| (Cbb) ¢(Gb) G¢go O¢gb O¢b begp=|6ll @ ¢o¢b

Universidad
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NORMALIZACION.

Definicion Un vector @ cuya nhorma o longitud es 1 se denomina vector unitario.
Normalizarun vector ¥ es obtener el vector unitario que resulta de dividirlo por su
norma . 9

1]
Graficamentenormalizarcorrespondea obtenerel vectorde normao longitudunoenla

mismadirecciony conel mismosentidoque el original

Ejemplo 3. Ena , determinar los vectoresunitarios con la mismadireccionque el vector
©0=(3,3,3)

|7]] = V7 -0 =V32+32+32=3V3

normalizamos U:

-

@_L_(S 3 3)_(1 1 1)
L7081 — '3v373v323v3) — W32 VB V3

su opuesto tiene misma direccion y norma 1:
il 1 1

N _ 1
2= = (-5~ )
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DISTANCIA ENTRE DOS VECTORES.

Distancia entre los numeros reales ey g

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 EIB
Gy wes el nimero red® 28/ =|— 66 8— 2/ =6 = 6

Definicion La distanciaentre dos vectores cualesquierade un espaciovectorial
euclideoesla normadel vectordiferenciaentre ambos

Q0@ I8 @ (b 3

Ena ,dadod=(0 o 8 )yd=0h 8 :
QO I8 w o v VMR U0 =y6 O E o U

Ejemplo4.

dist(u,v) =

li =2l = I(1,2) = (4,2)[[ = [(=3,0)[| = 3,
17—l = I(4,2) — (1,2

H=1G0)[=3 -
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES.

Definicion Elcosenodel angulo—entre dos vectoresno nulos 6 y wde un espacia
euclideovienedeterminadopor: 5 4
1)

~ O o
w £(4 — N T
e

Ena y4a ,conelproductoescalarusual,el anguloentre dosvectoresno nulosesun
angulotrigonométricoreal, definido como el menor anguloque forman al colocarlos

conorigencomun,medidoen el planogue determinan
Considerando la ley del coseno:

0 » A CcOWAT & N
Bhall (181 el clBIIEAT & of @ llobel
Y la propiedad de la norma:

[Bball 18] bl ¢3¢ >

Obtenemos, S¢ ||B|ll®IAT(Q © Hé i ”ﬁ”ﬁq”
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ANGULO ENTRE DOS VECTORES.

ve@ 2 s e IEleloE |
wE = . (0] )] O WEeE +—
II0IIIIHDII
— 1 o1 — P LJr — P Y
Géb C C¢bd Vo pixo 0 ¢ G¢gb Vo plxo OT¢b
G gb>0 —N T+ Cgb T — wt 6 gbb<0 — — ]

Ejerciciol. Calcula el angulo entre los vectoiés (xfp) y® (th o).

Repaso angulos notablagui )
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VECTORES ORTOGONALES.

Definicion Sedice que dosvectoreso y  sonvectoresortogonalesentre sisiy solo
Sio ¢ Ty sedenotad U w

OUw O TI

ObservacionEns hel vector nulortes ortogonal a cualquier vector.

(Ejercicio 2. )
a)Determinarsio=(1,1)y0" ( pip) sonortogonalesy el anguloentre ambos
b) Determinarsio =(1,1) y® (1ip) sonortogonalesy el anguloentre ambos

g /
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VECTORES ORTOGONALES.

ObservacionDe manera general tenemos (propiedad nimero 4 de la norma):

|obdl| (S]] +]|®ll O ¢ 15 CO¢d

7 ObD

Ot

Si6 U bpuesto qued ¢  1tobtenemos el Teorema de Pitagoras:

[obdl|  [I5]] + ||l |obal|  [[G]] + @il

UC ‘ do Cantaoria G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo.
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CONJUNTOS DE VECTORES ORTOGONALES.

Definicion Sedice que un conjuntode vectores 6 5 B 5  ensa  esun conjunto

ortogonal si cada par de vectoresdistintos del conjunto es ortogonal, es decir, si
g m QQ

Definicion Sedice que un conjuntode vectores 6 5 B 8 ensa esun conjunto

ortonormalsiesun conjuntoortonormalde vectoresunitarios
Esdecir,sio ¢06 1 Q Qo] p! Q

Teorema Todo conjunto de vectoresortogonal gue no incluyaal vector nulo es un
conjuntolinealmenteindependiente

rEjerc:ic:i03. Determinarsi los siguientesconjuntosson ortogonales,ortonormalesyw
libres

a) Labasecanonicaens 8 A (pkmhth ¢
<) (pRfmAth ¢mh min

Uc ‘ a0 Cantandia G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 14 < ’ 3



BASE ORTOGONAL.

Definicion Unabasede un subespaciale 1 esunabaseortogonal silos vectore
gue la componenformanun conjuntoortogonal Siademassonunitariosesunabase
ortonormal.

Como veremos, las bases ortogonales son muy ventajosas, al permitir calcular de
manera eficiente las coordenadas de los vectores.

‘Ejercicio 4Hallar una base ortonormal del subespa®ip(@d i) v a sU @8 )
Ejercicio 5Determinar si el siguiente conjunto es una base ortonormad dg

O (“FR-)RripR( - )
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MATRIZ ORTOGONAL.

Definicion Lassiguientesafirmacionessobre matricesortogonalessonequivalentes
paraunamatrizcuadradade orden¢ 8

A Unmatrizesortogonalsiy solosisuinversaesigualasutraspuestad 6 O

A Unamatriz es ortogonalsiy solo si suscolumnasforman unabaseortonormal de
A , considerandal productoescalamusualde s

Ejemplo 5.Considerando la siguiente base ortonormalsde

B = {vi, 5} = {(¥2, %), (— %, L)}

2 g\ (F L\ (aen a1 0

V2 V2 V2 V2 Us ’171 Us + U9 0 1
2 2 2 2 - -,
At A !

A es una matriz ortogonal (y A’ también)

UC ‘ do Cantaoria G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 16 < ’ )



SUBESPACIOS VECTORIALES ORTOGONALES.

Definicion Un vector & es ortogonal a un subespacioS si es ortogonal a todos los
vectoresde "YEsdecir. 6 ¢ 11} ®N S

Bastar&comprobarque 6 seaortogonala unabasede Y
Ejemplo6. Ela , el vectord  timdp es ortogonal al planXY
Demostracion SeaON Sy {OMO X, O unabase"Yentonces

OO0 Og 1 O 41 O X 1 © 100 | 0Og0 X | Og0

SiOesortogonalatodoslosvectoresde la baséentoncesOgO 0} oM {

Definicion Un subespacidSesortogonal a otro subespacio” ("YU 'Y sitodo vectorde
“Yesortogonalatodo vectorde“Yesdeciro gl 1! ON {Z®N Y
Bastaracomprobarqgue los vectoresde una basede “Yseanortogonalesa los de una

basedeY

Propiedad Si dos subespacioson ortogonales,entonces estan en suma directa
YUY Y T

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 17 sl gfms)
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EJERCICIOS.

@jercicio 6Ena determina si el plano XY y el plano XZ son subespacios ortogona\as.

Ejercicio 7. ¢Sonlos siguientessubespaciosde a4 ortogonales?¢ Estanen suma
directa?¢ sonespaciosuplementarioenga ?

base S {(0,1,0),(1,1,—1)} base S {(0,1,0),(1,1,—1)}
base T {(1,1,1)} base W {(1,0,1)}

UC ‘ do Cantaoria G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 18 < » ﬁ
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PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE OTRO.

Definicion Elvector proyeccion ortogonal d& sobrew:

\ \ r  r=y _>¢_) \ _>¢_) \
| eA="—7—B=""—7T"!
d g 27

Siendo su normajlf 1 &a ||

v
proys (i) proy; (i)

Demostracion Sea—el angulo entre los vectoresd y b, y —sgy el angulo agudo
formadoal proyectar 6 sobretwd,

v, v, "¢ | -0 P o
: 5 ¢ WeMI WelPR® mE= Nt ea]l==;
weH = u
16| |] @l
., Ini &al||
e N Tl >
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PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO.

Definicion Dadoun subespaciovectorial YO s y un vector® ™ s , la proyecci(')ri
ortogonal de @ sobre el subespacioYes el vector de “Ygue se encuentraa minima

distanciade w: 5 e R"

I Minima distancia
| -
:devaS

@ ni €@l [@& o&|!dn"Y

0 Provs (v)

Paracalcularla proyecciénde @ sobre el subespacioYde a8 necesitamosuna base
ortogonalde™ & o B H

nNi cd nNi eawpbNi cad Ni e E NI & wb
Esdecir,obtenemosn i € (&) comosumade las proyeccionesle wsobre cadauno de
losvectoresde unabaseortogonalde Y

Nota. Sinodisponemosde una baseno ortogonal de “Ypodemosutilizar el método de
GramSchmidto la matrizde proyeccionque veremosmasadelante

Uc ‘ Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 20 ol gfrs)
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PROYECCION ORTOGONAL DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO.

XYconsiderandda base{6 h5 }

17'?1,1

proyg, (V)

comprobacion: proys(v) € S

\_

@jemplo?. Ena determinarla proyecciondel vector®d (otvlp) sobreel plano )

Se trata de una base ortogonal de S. Luego:
proys (V) = (ﬁl-ﬁl) Uy + (521;32) o j (U ty)ty + (U - Ua) Us
base ortonormal wu; - u;

31 + bils = (3,0,0) + (0,5,0)
N—— N——

{ (i) (ripn)}8

|u;||* =1 Vi

= (3,5,0)

proya, (V)

proys(v): vector en S més cercano a '5'/

Universidad
de Cantabria
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COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTOGONAL.

Observacion SEbN “Yentoncesn i £(é)
alternativoparacalculadascoordenadasie wrespectoa unabaseortogonalde Y

. Esto nos proporciona un meétodo

TeoremaSea" 8 IS B 5 unabase ortogonaldel subespacidYens . Entonces las
coordenadas de®N s son| f; ‘Q pMB . Es decir,

‘ DEd |\ DEd |\ BES \ L - DEs |\ _

> (%) (=) Fw) ¢ o)

( J \ J ( J

D Nl tad NiE@ Nlé@ E Al &b

Noéteseque w quedaexpresadocomo sumade las proyeccionesle este sobrelos vectore
de unabaseortogonal 5‘

Demostracion.
O 1040 10 E

6 g0 | 8 gO+ 8 gO | 8 ¢O

y lo mismo para el resto de coordenadas

~
=

] @ multiplicamos escalarmente por

1] 8 g0=4 8 O

Universidad
de Cantabria
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COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTONORMAL.

@jemplo& Ens determinalascoordenadagparaunvector® (olulp) enla base )
"4 BB (phtnR(rdpih i
Al tratarse de una base ortonormal, el calculo de las coordenadas se simplifica:

0= (20 ) @+ (Z% ) i+ (Z% ) s = (5 @) + (5 @)z + (5 @)

base ortonormal ; - i; — 17112 — 1

proyﬂfl (6)

Proya, (V)

pProygs (V)

al—ﬁ-ﬁl:(3,5,1)-(1,0,0):3, >
C}fg—’ﬁ'”{zg:(3,5,1)-(0,1,0):5, 2
as = v -3 = (3,5,1)-(0,0,1) =1 v )
| B
0.
§ = 301 + 51> + 105 = (3,0,0) + (0,5,0) + (0,0,1)  °o~_
N—— N—— N—— 4

UC | i&sc,
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COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTOGONAL.

@JempIOQ Determinarlas coordenadagiel vector &=(2,3) en Ia baseortogonat )

" {6} (pph pip

opcion 1 (estudiada en el tema anterior y valida siempre):
2\ LY 1\ (1 -1 ar )
3 )" ML) )71 a

opcién 2 (vélida para bases ortogonales):
2 [ U Ui — —
v (ﬁl ) U (u2 ug) Uz = proyg, (V) + proya,

7o (2,3)-(1,1) 5 vody o (2,3) - (—1
- (L,1)- (L) 2 Uy -ty (—1,1)-(—

comprobacion:

(3)=1(1) () v

\_

UC | i&sc,




COORDENADAS RELATIVAS A UNA BASE ORTOGONAL.

[Ejemplog (continuacion) El procedimientoanterior unicamentees valido para bases )
ortogonales Dadounabaseno ortogonalcoma. "¢ {0 '}  (phoh¢lt

opcion 1 (estudiada en el tema anterior y valida siempre): 3

(5) = (8)+e(2)=(02)(0)~ a=t™  »
95=( 7 ),

Puesto que B2 no es base ortogonal, la opciéon 2 no es valida.

DN | —

D

Podemos comprobar que la suma de las proyecciones de v
sobre los vectores de la base By no coincide con v.

proya, (V) + proya,(v) = (2,0) + (§ §) = (2 5) # U |

\ 2
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RESUMEN.

Recapitulandchemosvistocomocalcular® O T © dadaunabaseortogonal
6 6B

ot (35)0 ()0 (§%)0 ¢ ()"

YsiO~ 3entoncesb O1 (@  Ohlo cualproporcionaunamanerasencillade calcular
lascoordenadagle wrespectoa o , especialmentesio esortonormal

Paracalcularla proyecciénde un vector ®N s sobre un subespacio s hsino

disponemogle unabaseortogonalde Stenemosdosopciones
A Calculamprimero una baseortogonal mediante el método de ortogonalizaciérde

GramSchmidty luegocalcularia proyeccionortogonalcoma
nNi ¢ N1 éabi é&ad E Qi &b

A Hallarla matriz de proyecciony calcularel vector proyecciéncoma
ni € 0

Uc | Universidad G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 26 & Il din)
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METODO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT.

Gram-Schmidt

{U7,Ua,...,Up} > {U, U,y ..., Uy}
base de S base ortogonal de S

/Algoritmo GramSchmidt.Partimos de una base del subespacio 9 de )
1. El primer vectode la base ortogonal de S es:

U = U
2. Obtenemos a partir d@ hun vectord tal qued UG

_ q _, Ug - Uy \
Uy = Uy — Proy oz, ~ (U2) = Uz — U1
Uy - Uy

3. Obtenemos a partir d® un vectordo talqueé U6 ,0 UD :

N

Uy = U3 — Proy g, i, (U3) = U3 — proyy, (Us) — proyg, (vs)

Obtenemos a partir d@ un vectorty talqued U6 ,0 Ud > X0XUO

Pa

@p:ﬁp‘PT0Y<11’1,a’z,...,ﬁp>("7p):ﬁp—l_proyw( Up) —Proy ,(Up). - —proyﬂp_l(’ﬁ’p) )

UC ‘ do Cantaoria G414. Algebra y Geometria: Espacio Euclideo. 27 < > ﬂ










































