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APLICACIONES.

Definición. Una aplicación 𝑓 entre dos conjuntos 𝐴 y 𝐵 es una regla que asigna a cada 
elemento del conjunto 𝐴, un único elemento de 𝐵. Se denota de cualquiera de las dos 
siguientes maneras:

𝑓: 𝐴 → 𝐵                          𝐴 𝐵
Asigna (o mapea) a cada elemento 𝑎 ∈ 𝐴, llamado antecedente, un elemento 𝑏 ∈ 𝐵 llamado 
imagen. Se dice que 𝑏 es la imagen de 𝑎 y se escribe 𝑓 𝑎 = 𝑏
El conjunto 𝐴 se denomina dominio y el conjunto B, codominio de f .

𝑓
→

𝑓: ℝ → ℝ
𝑓 𝑥 = 𝑥2 

 
dominio: ℝ
codominio: ℝ  
imagen f: [0, ∞)

𝑔: ℝ → ℝ
𝑔 𝑥 = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)

 

dominio: ℝ
codominio: ℝ  
imagen 𝑔 : [−1,1]

En este tema trabajaremos con aplicaciones entre espacios 
vectoriales. En concreto con aplicaciones lineales.

𝑉 → 𝑊
𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) → (𝑥′1,  𝑥′2, … , 𝑥′𝑚)

Ejemplo 1. Ejemplo 2. 

Nota. La palabra “imagen” puede referirse al valor f 𝑎  de un elemento 𝑎 ∈ 𝐴, o al conjunto de las imágenes de 
todos los elementos del dominio, también llamado conjunto imagen o recorrido.

3
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APLICACIONES LINEALES.

Definición. Una aplicación lineal 𝑓: 𝑉 → W entre dos espacios vectoriales reales es 
una función que cumple las siguientes propiedades con 𝑢, Ԧ𝑣 ∈ 𝑉 𝑦 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ:

1) 𝑓 𝑢 + Ԧ𝑣 = 𝑓 𝑢 + 𝑓 Ԧ𝑣

2) 𝑓 𝛼𝑢 = 𝛼𝑓 𝑢

O equivalentemente: 𝑓 𝛼𝑢 + 𝛽 Ԧ𝑣 = 𝛼𝑓 𝑢 + 𝛽𝑓 Ԧ𝑣

Observación. En una aplicación lineal la imagen del vector cero en ℝ𝑛 es el vector cero 

en ℝ𝑚. Es decir, 𝑓(0𝑉) = 0𝑊.  Demostración: 𝑓 0𝑉 = 𝑓 0𝑢 = 0𝑓 𝑢 = 0𝑊

Nota: En lo que sigue, trabajaremos con aplicaciones lineales de ℝ𝑛 a ℝ𝑚.

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) → (𝑥′1,  𝑥′2, … , 𝑥′𝑚)

𝑉 → 𝑊
𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) → (𝑥′1,  𝑥′2, … , 𝑥′𝑚)

𝑉 𝑊

dominio: V      codominio: 𝑊

Ejercicio 1. ¿Son aplicaciones lineales las aplicaciones de los ejemplos 1 y 2?.

4

ℝ𝑛 ℝ𝑚

dominio:ℝ𝑛   codominio: ℝ𝑚

Las aplicaciones lineales reciben también el nombre de homomorfismo, y si el 
dominio y codominio coinciden endomorfismos.
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APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 3. Analicemos si la aplicación 𝑓 es de tipo lineal.

(𝑥1, 𝑥2) → (2𝑥1, 𝑥2)

Dados 𝑢 = 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ2 y Ԧ𝑣 = (𝑥1
′ , 𝑥2

′ ) ∈ ℝ2

𝑓 𝑢 + Ԧ𝑣  = 𝑓 𝑥1 + 𝑥1
′ , 𝑥2 + 𝑥2

′ = (2 𝑥1 + 𝑥1
′ , 𝑥2 + 𝑥2

′ )
𝑓 𝑢 + 𝑓 Ԧ𝑣 = 2𝑥1, 𝑥2 + 2𝑥1

′ , 𝑥2
′ = (2 𝑥1 + 𝑥1

′ , 𝑥2 + 𝑥2
′ )

𝑓: ℝ2 → ℝ2

𝑓 es una aplicación lineal

conserva la suma, la imagen de la suma de dos vectores 
es la suma de las imágenes de los dos vectores

𝑓 𝛼𝑢 = 𝑓 𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2 = 2𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2

𝛼𝑓 𝑢 = 𝛼 2𝑥1, 𝑥2 = 2𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2

conserva la multiplicación por escalar, la imagen de un escalar 
por un vector es el producto del escalar por la imagen del vector

5
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APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 4. Analicemos si la aplicación 𝑔 es lineal.

𝑔 𝑢 + Ԧ𝑣 = 𝑔 𝑥1 + 𝑥1
′ , 𝑥2 + 𝑥2

′ = (𝑥1 + 𝑥1
′ , 𝑥2 + 𝑥2

′ + 2)
𝑔 𝑢 + 𝑔 Ԧ𝑣 = 𝑥1, 𝑥2 + 2 + 𝑥1

′ , 𝑥2
′ + 2 = (𝑥1 + 𝑥1

′ , 𝑥2 + 𝑥2
′ + 4)

(𝑥1, 𝑥2) → (𝑥1, 𝑥2 + 2)

𝑔: ℝ2 → ℝ2

Dados 𝑢= 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ2 y Ԧ𝑣 = (𝑥1
′ , 𝑥2

′ ) ∈ ℝ2

𝑔 no es una aplicación lineal

No conserva la suma

Nota: Es muy rápido comprobar también que 𝑔 0 = (0,2) ≠ (0,0) 

6
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APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 5. Analicemos si la aplicación ℎ es lineal.

(𝑥1, 𝑥2) → (𝑥2, 𝑥1, 𝑥1 + 𝑥2)

ℎ: ℝ2 → ℝ3

Dados 𝑢= 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ2 y Ԧ𝑣 = (𝑥1
′ , 𝑥2

′ ) ∈ ℝ2

ℎ 𝑢 + Ԧ𝑣 = ℎ 𝑥1 + 𝑥1
′ , 𝑥2 + 𝑥′2 = 𝑥2 + 𝑥′2, 𝑥1 + 𝑥1

′ , 𝑥1 + 𝑥1
′ + 𝑥2 + 𝑥2

′

ℎ 𝑢 + ℎ Ԧ𝑣 = 𝑥2, 𝑥1, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥2
′ , 𝑥′1, 𝑥′1 + 𝑥2

′ = (𝑥2 + 𝑥2
′ , 𝑥1 + 𝑥1

′ , 𝑥1 + 𝑥1
′ + 𝑥2 + 𝑥2

′ )

ℎ 𝛼𝑢 = ℎ 𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2 = 𝛼𝑥2, 𝛼𝑥1, 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2

𝛼𝑓 𝑢 = 𝛼 𝑥2, 𝑥1, 𝑥 + 𝑥2 = 𝛼𝑥2, 𝛼𝑥1, 𝛼𝑥1 + 𝛼𝑥2
ℎ es una aplicación lineal

7
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MATRIZ ESTÁNDAR DE UNA APLICACIÓN.

Toda aplicación lineal 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 se puede identificar con una matriz 𝐴𝑚𝑥𝑛, y toda 
matriz representa una aplicación lineal.

Ejemplo 7. 

𝐴 Ԧ𝑥 = f x𝑓: ℝ𝑛 → ℝm

(con 𝑓 lineal) A: matriz estándar de tamaño m × n de la aplicación lineal 𝑓

Ejemplo 6. 

Ejercicio 2. Escribe la matriz estándar de la aplicación 𝑓. 

8
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MATRIZ ESTÁNDAR DE UNA APLICACIÓN.

(𝑥1, 𝑥2) → (2𝑥1, 𝑥2)

𝑓: ℝ2 → ℝ2

Demostración. 

(i)  𝐴 Ԧ𝑥 → en una transformación lineal
𝐴( Ԧ𝑥1 + Ԧ𝑥2) =  𝐴 Ԧ𝑥1 + 𝐴 Ԧ𝑥2 
𝐴(𝛼 Ԧ𝑥1) = 𝛼(𝐴 Ԧ𝑥1)

(ii) Sea 𝑓 una transformación lineal → existe una matriz asociada 𝐴 que representa 𝑓

𝑓( Ԧ𝑥)=𝑓(𝑥1 Ԧ𝑒1 + 𝑥2 Ԧ𝑒2 + ⋯ + 𝑥𝑛 Ԧ𝑒𝑛) = 𝑓(𝑥1 Ԧ𝑒1) + f(𝑥2 Ԧ𝑒2) + ⋯ + 𝑓(𝑥𝑛 Ԧ𝑒𝑛) 

= 𝑥1𝑓( Ԧ𝑒1) + 𝑥2f( Ԧ𝑒2) + ⋯ + 𝑥𝑛𝑓( Ԧ𝑒𝑛) =  [𝑓 Ԧ𝑒1 , 𝑓 Ԧ𝑒2 , … , 𝑓( Ԧ𝑒𝑛)] Ԧ𝑥 = 𝐴 Ԧ𝑥  

A: matriz estándar de la aplicación lineal 𝑓

siendo  e1, e2,…,e𝑛 los vectores de la base canónica de ℝ𝑛   

f(x)=f
𝑥
𝑦
𝑧

= 𝑓 𝑥
1
0
0

+ 𝑦
0
1
0

+ 𝑧
0
0
1

= 𝑓 𝑥
1
0
0

+ 𝑓 𝑦
0
1
0

+ 𝑓 𝑧
0
0
1

=

x𝑓
1
0
0

+ y𝑓
0
1
0

+ z𝑓
0
0
1

= 𝑓
1
0
0

 𝑓
0
1
0

 𝑓
0
0
1

𝑥
𝑦
𝑧

La i-ésima columna de la matriz estándar es la imagen del i-ésimo vector de la base 
canónica de ℝ𝑛

9
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ECUACIONES DE UNA APLICACIÓN LINEAL.

Sea la aplicación lineal 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚, con matriz asociada 𝐴 tal que A Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦 = 𝑓( Ԧ𝑥). También 
puede escribirse mediante las ecuaciones de la aplicación 𝑓.

 

Ejemplo 8. 

Al igual que un espacio vectorial puede definirse mediante un sistema generador, ecuaciones implícitas 
o forma paramétrica. Una aplicación lineal puede definirse mediante la definición de la aplicación 
lineal, su matriz estándar o las ecuaciones de la aplicación. 

10
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EJERCICIOS.

Ejercicio 2. Determina la matriz y ecuaciones de la aplicación lineal 𝑓.

°

°

°

°

°

Ejemplo 9. A la matriz asociada a la transformación lineal que gira un vector un ángulo en 
sentido antihorario se le denomina matriz de giro o matriz de Givens.

Ejercicio 3. Aplica la transformación 𝑓: ℝ2 → ℝ2 de giro de 90° antihorario a Ԧ𝑣 =(2,2).

11
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NÚCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACIÓN LINEAL.

Observación 1. La imagen de una aplicación lineal es un subespacio vectorial del codominio, 

𝐼𝑚 𝑓 ⊂ ℝ𝑚. Luego, 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑚 .

Observación 2. La imagen de 𝑓 coincide con el espacio vectorial generado por la C.L. de los 
vectores columna de su matriz estándar 𝐴, es decir, el espacio columna de A denominado ColA.
𝑰𝒎 𝒇 =< 𝒇 𝒆𝟏 , 𝒇 𝒆𝟐 , … , 𝒇 𝒆𝒏 > siendo { Ԧ𝑒1, Ԧ𝑒2, … , Ԧ𝑒𝑛} la base canónica de ℝ𝑛.

 Al formar las columnas de 𝑨 un sistema generador de Im 𝑓 , 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 = 𝑟𝑔(𝐴)

Observación 3. Puesto que las columnas de la matriz estándar de una aplicación 
forman un sistema generador del espacio imagen,  los vectores correspondientes a 
las columnas pivotales de 𝐴 forman una base de 
𝐼𝑚 𝑓  ¿ claro así o debería ser escalonada?

Definición. Sea 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 una aplicación lineal, llamamos imagen o 
espacio imagen de la aplicación lineal al conjunto de las imágenes de 
los vectores de ℝ𝑛. 
𝐼𝑚 𝑓 = {𝑓 Ԧ𝑥  | Ԧ𝑥 ∈ ℝ𝑛} 

𝑰𝒎(𝒇)

ℝ𝑛 ℝ𝒎

𝑓

13

Ejemplo 10. 

Observación 3. 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 .

Observación 3. Dado que 𝐼𝑚 𝑓 =< 𝑓 Ԧ𝑒1 , 𝑓 Ԧ𝑒2 , … , 𝑓 Ԧ𝑒𝑛 > , 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓  será como 

mucho 𝑛. Es decir, 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 .
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Ejemplo 11. 

Ejemplo 12. 

14

EJERCICIOS.

Ejemplo 11. 
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Observación 2. El núcleo es el conjunto solución de 𝐴 Ԧ𝑥 = 0 siendo 𝐴 la matriz estándar de 𝑓.

NÚCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACIÓN LINEAL.

Definición. Sea 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 una aplicación lineal, llamamos núcleo, kernel o espacio nulo de 
la aplicación lineal al conjunto de vectores en ℝ𝑛cuya imagen es el vector nulo en ℝ𝑚.

𝑘𝑒𝑟 𝑓 = { Ԧ𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑓 Ԧ𝑥 = 0} = { Ԧ𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝐴 Ԧ𝑥 = 0} 

Observación 1. El núcleo de una aplicación es un subespacio vectorial del dominio; 

ker(𝑓) ⊂ ℝ𝑛. Luego, 𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 .

k𝒆𝒓 𝒇 𝟎

𝑰𝒎(𝒇)

ℝ𝑛 ℝ𝒎

Ejemplo 13. 

15

𝑓

ℝ𝑛
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EJERCICIOS.

Ejemplo 14. Determinar las ecuaciones implícitas del kernel de 𝑓. 

A=[1 -1; 0 2; 1 1]
null(A) %vacío-> dim(kerf)=0
%2 ecuaciones l.i.
rref(A)
%eliminamos ecuación redundante
coefImpkerf=A(1:2,:)

16

A=[1 -1; 0 2; 1 1]
null(A) %vacío-> dim(kerf)=0
%2 ecuaciones l.i.
rank(A)
%ecuaciones implícitas
coefImpkerf =rref(A)
coefImpkerf= coefImpkerf(1:2,:)
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EJERCICIOS.

Ejemplo 15. Encontrar una base del kernel y de la imagen de la aplicación.

17

A=[1 2 0 0 ; 0 0 1 3; 0 0 0 0]
rref(A)%2 columnas pivotales
baseImf=A(:,[1 3])
basekerf=null(A,'rational')
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Teorema. El Teorema de la Dimensión para aplicaciones lineales 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 establece que 
la dimensión del dominio es igual a la suma de la dimensión de la imagen más la dimensión 
del núcleo de la aplicación. 

TEOREMA DE LA DIMENSIÓN.

Ejemplo 2. 

𝑑𝑖𝑚 𝑉 = 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 + 𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟 𝑓  

    2                           1                        1

Ejemplo 16. 

𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 = 𝑑𝑖𝑚 Im 𝑓 + 𝑑𝑖𝑚 ker 𝑓  

    3                           2                        1
2 columnas pivotales

rg 𝐴 = 𝑑𝑖𝑚 Im 𝑓

1 columna no pivotal

𝑑𝑖𝑚 ker 𝑓  = 𝑛 − 𝑟𝑔(𝐴)

Observación. La dimensión de la imagen de la aplicación será siempre menor o igual que la 

dimensión del espacio de partida: 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 ≤ 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 .

𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 = 𝑑𝑖𝑚 Im 𝑓 + 𝑑𝑖𝑚 ker 𝑓

18

2 columnas pivotales

𝑟𝑔 𝐴 = 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓

1 columna no pivotal

𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟 𝑓  = 𝑛 − 𝑟𝑔(𝐴)
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ALGUNAS APLICACIONES LINEALES RELEVANTES.

• Identidad

• Nula 

• Giros

• Reflexiones o simetría

• Homotecias 

• Proyecciones

12
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TRANSFORMACIÓN DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

𝑺

𝑰𝒎(𝒇)

ℝ𝑛 ℝ𝒎

𝒇(𝑺)

Definición. La imagen de un subespacio vectorial 𝑆 de ℝ𝑛 bajo una aplicación lineal 
𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚, es el conjunto de las imágenes de todos los vectores pertenecientes a 𝑆.

Dado el subespacio 𝑆 de ℝ𝑛: 𝐼𝑚 𝑆 = 𝑓 Ԧ𝑣  Ԧ𝑣 ∈ 𝑆}

≥

19

Propiedad 1. La imagen de un subespacio 𝑆 es un espacio vectorial. En concreto, 𝐼𝑚 𝑆  es un 
subespacio vectorial de la imagen de la aplicación, 𝐼𝑚(𝑆) ⊂ 𝐼𝑚 𝑓

Observación. La imagen de un subespacio es un subespacio de la imagen de la 
aplicación 𝑓 𝑆 ⊂ 𝐼𝑚 𝑓 . 

k𝒆𝒓 𝒇 𝟎

𝑰𝒎(𝒇)

ℝ𝑛 ℝ𝒎

𝑓

𝑺

𝑰𝒎(𝒇)

ℝ𝑛 ℝ𝒎

Im(𝑺)

𝑓

Ejemplo 17.
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Propiedad 2. El conjunto de imágenes de los vectores del sistema generador de 𝑆 es un 
sistema generador de la imagen de 𝑆. Es decir, 

𝑆 =< { Ԧ𝑣1, Ԧ𝑣2, … , Ԧ𝑣𝑝} > → 𝐼𝑚 𝑆 =< {𝑓( Ԧ𝑣1), 𝑓( Ԧ𝑣2), …, 𝑓( Ԧ𝑣𝑝)} >

Observación 2. dim 𝐼𝑚(𝑆)  ≤ dim 𝑆 . Por ejemplo, un subespacio de dimensión 2 se podrá 
transformar en un subespacio de dimensión 0, 1 o 2.

≥

Demostración. Podemos expresar la imagen de cualquier vector Ԧ𝑣 ∈ 𝑆 como combinación 
lineal de las imágenes de un sistema generador de S:

 𝑓 Ԧ𝑣 = 𝑓 𝛼1 Ԧ𝑣1 + 𝛼2 Ԧ𝑣2 + ⋯ + 𝛼𝑛 Ԧ𝑣𝑝 = 𝛼1𝑓 Ԧ𝑣1) + 𝛼2𝑓( Ԧ𝑣2) + ⋯ + 𝛼𝑝𝑓( Ԧ𝑣𝑝

Observación 1. La imagen de un base de 𝑆 (conjunto l.i.) será sistema generador (base o no) 
de 𝐼𝑚(𝑆). La imagen de un sistema generador no base de S (conjunto l.d.) siempre será 
sistema generador no base de 𝐼𝑚(𝑆).

20

TRANSFORMACIÓN DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

¿Cómo obtenemos un sistema generador de la imagen de un subespacio?

Base de 𝑆: { Ԧ𝑣1, Ԧ𝑣2} → {𝑓( Ԧ𝑣1), 𝑓( Ԧ𝑣2)} es sistema generador de 𝐼𝑚 𝑆  , luego dim 𝐼𝑚 𝑆 ≤ 2   

❑ Un conjunto de vectores { Ԧ𝑣1, Ԧ𝑣2, … , Ԧ𝑣𝑘} es linealmente independiente o libre si ninguno de 

ellos es combinación lineal del resto. O equivalentemente, si la única C.L. de 0 es aquella 
que tiene todos los coeficientes nulos. Es decir, el siguiente sist. homogéneo es SCD:

𝜶𝟏𝒗𝟏 + 𝜶𝟐𝒗𝟐 + 𝜶𝟑𝒗𝟑 + ⋯ + 𝜶𝒌𝒗𝒌 = 𝟎 ⇒ 𝛼1 = 𝛼2 =  … = 𝛼𝑘 = 0  (SCD)

El rango de la matriz de coeficientes (vectores en columnas) es igual al nº de vectores.

❑ Un conjunto de vectores { Ԧ𝑣1, Ԧ𝑣2, … , Ԧ𝑣𝑘} es linealmente dependiente o ligado si alguno de 

ellos es combinación lineal del resto. O equivalentemente, si existe alguna C.L. de 0 en la 
que no todos los coeficientes son nulos. Es decir, el siguiente sist. homogéneo es SCI:

𝜶𝟏𝒗𝟏 + 𝜶𝟐𝒗𝟐 + 𝜶𝟑𝒗𝟑 + ⋯ + 𝜶𝒌𝒗𝒌 = 𝟎    con 𝛼1, 𝛼2,…, 𝛼𝑘 no todos nulos (SCI)

El rango de la matriz de coeficientes (vectores en columnas) es menor que el nº de vectores.
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EJEMPLOS.

21

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

A=2*eye(3)
rref(A)%3 columnas pivotales
baseImf=A
basekerf=null(A,'rational’)
baseS=[1 0 0;0 1 0]’
genImS=A*baseS
rank(genImS) %l.i.

Ejemplo 18.



G414 Bloque II. Álgebra y Geometría: Espacios Vectoriales.                                                                   Sara Pérez (UC). G414. Álgebra y Geometría: Aplicaciones Lineales.                                                                            22

EJEMPLOS.

22

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

A=[0 0 1; 0 1 0; 1 0 2]
rref(A)%3 columnas pivotales
baseImf=A
basekerf=null(A,'rational’)
baseS=[1 0 0;0 1 0]’
genImS=A*baseS
rref(genImS) %l.i.

Ejemplo 19.



G414 Bloque II. Álgebra y Geometría: Espacios Vectoriales.                                                                   Sara Pérez (UC). G414. Álgebra y Geometría: Aplicaciones Lineales.                                                                            23

EJEMPLOS.

23

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

Ejemplo 20.
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EJEMPLOS.

24

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

Ejemplo 21.
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EJEMPLOS.

25

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

Ejemplo 22.
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TIPOS APLICACIONES.

Observación 2. Si f es inyectiva ⇔ dim(ker 𝑓 )=0 
La inyectividad implica que el antecedente de 0 ∈ ℝ𝑚  es 
único, por tanto el núcleo solo contiene el vector 0 de ℝ𝑛. 
𝑘𝑒𝑟 𝑓 ={0} → dim(𝑘𝑒𝑟 𝑓 )=0

Definición. Una aplicación 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 es inyectiva (o uno-a-uno) si nunca mapea 
dos elementos diferentes del dominio al mismo elemento de la imagen.                      
Es decir, ∀𝑢, Ԧ𝑣 ∈ ℝ𝑛,  𝑓 𝑢 = 𝑓 Ԧ𝑣  ⟹ 𝑢 = Ԧ𝑣

Observación 1. Cada vector del codominio tiene como mucho 
un antecedente (puede tener uno o ninguno). 

Observación 3. Por el teorema de la dimensión, al ser la 
dimensión del núcleo nula: dim(ℝ𝑛) = dim(Im 𝑓 )

𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 = 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 + 𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟 𝑓

A Ԧ𝑥 =0 S. C. D →𝑘𝑒𝑟 𝑓 ={0}
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TIPOS APLICACIONES.

Observación 1. Todos los vectores del codominio tienen al menos 
un antecedente.

Observación 2. La imagen de la aplicación y codominio coinciden,

f es sobreyectiva ⇔  I𝑚 𝑓 = ℝ𝑚, 

Al coincidir ambos espacios vectoriales, 𝑑𝑖𝑚 Im(𝑓) = 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑚  

Definición. Una aplicación 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚 es sobreyectiva o suprayectiva si cada 
elemento del codominio es la imagen de al menos un elemento del dominio.
Es decir, ∀ Ԧ𝑦 ∈ ℝ𝑚, existe al menos un vector 𝑢 ∈ ℝ𝑛 tal que 𝑓 𝑢 = Ԧ𝑦

rg 𝐴 = 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑚 →𝑑𝑖𝑚 Im(𝑓) = 𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑚  → Im 𝑓  = ℝ𝑚 

Ejemplo 24. 
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TIPOS APLICACIONES.

Definición. Una aplicación 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 es biyectiva si es aplicación tanto inyectiva 
como sobreyectiva. 

Observación 1. Todos los vectores del codominio ℝ𝑚 tienen un único antecedente.

𝐴 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦 S.C.D.  para cualquier Ԧ𝑦 ∈ ℝ𝑚

Por ser inyectiva         𝑟𝑔 𝐴 = dim ℝ𝑛 = 𝑛 
                            Por ser sobreyectiva  𝑟𝑔 𝐴 = dim ℝ𝑚 = 𝑚

 m=n 
                 A es cuadrada e invertible

Observación 2.

Ejemplo 25. 
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TIPOS APLICACIONES LINEALES.

biyectivasobreyectivainyectiva

Resumen. Las aplicaciones pueden ser inyectivas o sobreyectivas (o ninguna de las 
dos). A las aplicaciones que son tanto inyectivas como sobreyectivas se les denomina 
biyectivas.

Apuntes Jaime pag 8/25

29

dim(𝑘𝑒𝑟 𝑓 ) = 0
dim(ℝ𝑛)  = dim(𝐼𝑚 𝑓 )

n = rg(A)

dim(𝐼𝑚 𝑓 ) = dim(ℝ𝑚)
 𝐼𝑚 𝑓  = ℝ𝑚 

m = rg(A)

 

inyectiva + sobreyectiva

𝑚 = 𝑛 = 𝑟𝑔(𝐴)

𝐴 invertible

𝑰𝒎(𝒇)
𝑰𝒎(𝒇)

𝑰𝒎(𝒇)



G414 Bloque II. Álgebra y Geometría: Espacios Vectoriales.                                                                   Sara Pérez (UC). G414. Álgebra y Geometría: Aplicaciones Lineales.                                                                            30

EJERCICIOS.

Ejemplo 26. Dada una aplicación lineal 𝑓 tal que las imágenes de los vectores 
Ԧ𝑣1=(1,1), Ԧ𝑣2=(2,1) son respectivamente (3,0,0) y (5,1,0). a) Determinar la matriz 
estándar de la aplicación y sus ecuaciones asociadas. 

30

coef=[1 1 0 0 0 0; 0 0 1 1 0 0; 0 0 0 0 1 1 ;
2 1 0 0 0 0; 0 0 2 1 0 0; 0 0 0 0 2 1]
b=[3 0 0 5 1 0]'
x=coef\b
A=[x(1) x(2); x(3) x(4); x(5) x(6)]

Nota: equivalentemente podemos resolver 3 sistemas de 2 ecuaciones y 2 incógnitas. 
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EJERCICIOS.

Ejemplo 26 (continuación). b) Determinar una base del núcleo e imagen de 𝑓.
 c) Clasificar 𝑓. d) Hallar la imagen S= { 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2|2𝑥 − y = 0} 

31

𝑑𝑖𝑚 ℝ𝑛 = 𝑑𝑖𝑚 𝐼𝑚 𝑓 + 𝑑𝑖𝑚 𝑘𝑒𝑟 𝑓  

    2                          2                        0
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COMPOSICIÓN DE APLICACIONES LINEALES.

Definición. Dadas dos aplicaciones lineales con respectivas matrices estándar 𝐴𝑔 y 𝐴𝑓 .

Sea 𝐴𝑓 la matriz estándar de la aplicación lineal 𝑓 y 𝐴𝑔 la de 𝑔, la matriz estándar de 

la aplicación lineal compuesta 𝑓 ∘ 𝑔 es igual al producto matricial: 𝐴𝑓∘𝑔= 𝐴𝑓𝐴𝑔 

Ejemplo 27. 

Observación. Nótese que la aplicación 𝑓 ∘ 𝑔  no tiene por qué ser igual a la aplicación g ∘ 𝑓.

32

Se define la aplicación compuesta 𝑓 ∘ 𝑔, como la aplicación que primero aplica 𝑔 a 
Ԧ𝑣 ∈ ℝ𝑛, y luego 𝑓 al vector resultante:

Ejemplo. Dadas las aplicaciones lineales 𝑓 y 𝑔, determinar la matriz estándar y las 
ecuaciones asociadas a la aplicación compuesta 𝑓 ∘ 𝑔.
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COMPOSICIÓN DE APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 21. Al componer dos rotaciones antihorarias, con ángulos 𝜃 y 𝜙, obtenemos 
una aplicación correspondiente a una rotación antihoraria de ángulo 𝜃+𝜙. 

𝜙 𝜃

será también una matriz de giro con ángulo 𝜙 + 𝜃.

33

Pregunta 1. ¿Cuál es la aplicación resultante de componer dos rotaciones antihorarias, 
de ángulos 𝜃 y 𝜙, respectivamente?

Por ejemplo, si 𝜃 = 30° y 𝜙 = 60°, la aplicación compuesta 𝑓 ∘ 𝑔 aplica un giro 
antihorario primero de 60° y al vector resultante un giro de 30°:

Pregunta 2. ¿Conmutan dos aplicaciones correspondientes a rotaciones antihorarias 
de ángulos 𝜃 y 𝜙? Es decir, ¿corresponden a la misma aplicación 𝑓 ∘ 𝑔 y 𝑔 ∘ 𝑓?
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COMPOSICIÓN DE APLICACIONES LINEALES. APLICACIÓN INVERSA.

Ejemplo 28.

Otro ejemplo vertical proyection, no tiene inversa
No es one-to-one inyectiva

34

Pregunta 3. ¿Cuál es la aplicación compuesta resultante de aplicar primero un giro 
antihorario de ángulo θ, seguido de un giro horario del mismo ángulo 𝜃?

34
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COMPOSICIÓN DE APLICACIONES LINEALES. APLICACIÓN INVERSA.

Una transformación lineal 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 es invertible si existe una transformación 
lineal 𝑔: ℝ𝑛 → ℝ𝑛 tal que su composición 𝑓 ∘ 𝑔 y 𝑔 ∘ 𝑓 es la aplicación identidad. 
En cuyo caso, 𝐴𝑓𝐴𝑔 = 𝐴𝑔𝐴𝑓 = 𝐼

Otro ejemplo vertical proyection, no tiene inversa
No es one-to-one inyectiva

La aplicación ℎ no es invertible 

Observación. Únicamente las transformaciones lineales biyectivas son invertibles. 
Recordemos que dichas aplicaciones tienen una matriz estándar asociada regular. 

35

Ejemplo 29. 

Ejemplo 30. 
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MATRIZ DE UNA APLICACIÓN EN BASES CUALESQUIERA.

𝑨 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦

Hemos visto como cualquier aplicación lineal 𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚, queda representada por 
su matriz estándar 𝐴. Dicha matriz permite obtener en la base canónica de ℝm la 
imagen de un vector expresado en la base canónica de ℝn.

𝑴(𝒙)𝑩𝟏
= (𝒚)𝑩𝟐

Recordemos que,  Ԧ𝑥 = 𝑀𝐵1→𝐵𝐶( Ԧ𝑥)𝐵1
≡ 𝑃𝐵1

( Ԧ𝑥)𝐵1
   y   Ԧ𝑦 = 𝑀𝐵2→𝐵𝐶( Ԧ𝑦)𝐵2

≡ 𝑃𝐵2
( Ԧ𝑦)𝐵2

𝐴 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦 → 𝐴𝑃𝐵1
( Ԧ𝑥)𝐵1

= 𝑃𝐵2
( Ԧ𝑦)𝐵2

→ (𝑃𝐵2
)−1 𝐴𝑃𝐵1

( Ԧ𝑥)𝐵1
= ( Ԧ𝑦)𝐵2

𝑀 = (𝑃𝐵2
)−1 𝐴𝑃𝐵1

𝑀

𝐴 Ԧ𝑥 = Ԧ𝑦  →  𝐴𝑃𝐵1
( Ԧ𝑥)𝐵1

= 𝑃𝐵2
( Ԧ𝑦)𝐵2

 →  (𝑃𝐵2
)−1 𝐴𝑃𝐵1

( Ԧ𝑥)𝐵1
= ( Ԧ𝑦)𝐵2

sustituimos

Ԧ𝑥 = 𝑀𝐵1→𝐵𝐶( Ԧ𝑥)𝐵1
= 𝑃𝐵1

( Ԧ𝑥)𝐵1
 = [ Ԧ𝑣1, Ԧ𝑣2, … , Ԧ𝑣𝑛]( Ԧ𝑥)𝐵1

 

Ԧ𝑦 = 𝑀𝐵2→𝐵𝐶( Ԧ𝑦)𝐵2
= 𝑃𝐵2

( Ԧ𝑦)𝐵2
= [𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚]( Ԧ𝑦)𝐵2

multiplicamos por (𝑃𝐵2
)−1

𝑀 = (𝑃𝐵2
)−1 𝐴𝑃𝐵1

Uned pag 179 teorema 4.29 más general pero similar que relaciona 2 matrices en distintas bases (no solo de base B1 y B2 con las bases canonicas)

36

¿Y si los vectores Ԧ𝑥 e Ԧ𝑦 están expresados en otras bases distintas a la canónica? 
¿Cómo es la matriz M de una aplicación en las bases 𝐵1 y 𝐵2? 

𝑀( Ԧ𝑥)𝐵1
= ( Ԧ𝑦)𝐵2
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EJERCICIOS.

Ejemplo 31. a) Determinar la matriz de la transformación lineal correspondiente a una 
homotecia con un factor de escala 2 y aplicarla al vector Ԧ𝑣 = 1,2 .  

37

b) Hallar la matriz de la aplicación en las bases B1={(1,1),(0,1)} y B2={(1,1),(−1,1)}, y aplicarla 
al vector Ԧ𝑣 = (1,1)B1

.

A=2*eye(2)
P_B1=[ 1 1; 0 1]'
P_B2=[ 1 1; -1 1]'
M=inv(P_B2)*A*P_B1
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EJERCICIOS.

Ejemplo 32. a) Determinar la matriz de la aplicación proyección ortogonal sobre la recta 

𝑦 = 𝑥 en base 𝐵={(1,1),(-1,1)} y aplicarla al vector Ԧ𝑣 = (2,1) = (
3

2
, −

1

2
)𝐵.

matriz estándar de la proyección 
ortogonal sobre la recta 𝑦 = 𝑥

¡Al escoger una base apropiada la matriz de la aplicación queda más sencilla!

matriz en la base B de la proyección 
ortogonal sobre la recta y=x

38

“La matriz cambia cuando cambiamos de base, pero la aplicación es la 
misma. Entender esto es lo que nos permite que a veces, al cambiar de 
base, la matriz quede en una forma muy sencilla: diagonal.”

baseS=[1 1]'
A=baseS*inv(baseS'*baseS)*baseS'
P_B=[ 1 1; -1 1]'
M=inv(P_B)*A*P_B
fv_B=M*[3/2 -1/2]’
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