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APLICACIONES.

Definición. Una aplicación Ὢ entre dos conjuntos ὃ y ὄ es una regla que asigna a cada 
elemento del conjunto ὃ, un único elemento de ὄ. Se denota de cualquiera de las dos 
siguientes maneras:

Ὢȡὃᴼὄ                          ὃ ὄ
Asigna (o mapea) a cada elemento ὥᶰὃȟ llamado antecedente, un elemento ὦɴ ὄ llamado 
imagen. Se dice que ὦ es la imagen de ὥ y se escribe Ὢὥ ὦ
El conjunto ὃ se denomina dominio y el conjunto B, codominio de f .

Ὢ
ᴼ

Ὢȡᴙᴼᴙ
Ὢὼ ὼ 

 
dominio: ᴙ
codominio: ᴙ  
imagen f: πȟЊ

Ὣȡᴙᴼᴙ
Ὣὼ ίὩὲὼ

 

dominio: ᴙ
codominio: ᴙ  
imagen Ὣ : ρȟρ

En este tema trabajaremos con aplicaciones entre espacios 
vectoriales. En concreto con aplicaciones lineales.

ὠᴼὡ
Ὢȡᴙ ᴼᴙ

ὼȟ ὼȟȣȟὼ ᴼ ὼᴂȟ ὼᴂȟȣȟὼᴂ

Ejemplo 1. Ejemplo 2. 

Nota. La palabra άƛƳŀƎŜƴέ puede referirse al valor Æὥ de un elemento ὥᶰὃ, o al conjunto de las imágenes de 
todos los elementos del dominio, también llamado conjunto imagen o recorrido.

3
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APLICACIONES LINEALES.

Definición. Una aplicación lineal Ὢȡὠᴼ7 entre dos espacios vectoriales reales es 
una función que cumple las siguientes propiedades conό, ᴆὺɴ ὠ ώ ‌ȟ ‍ᶰᴙ:

1) Ὢό ᴆὺ Ὢό Ὢᴆὺ

2) Ὢ‌ό ‌Ὢό

O equivalentemente: Ὢ‌ό ‍ᴆὺ ‌Ὢό ‍Ὢᴆὺ

Observación. En una aplicación lineal la imagen del vector cero en ᴙ  es el vector cero 

en ᴙ . Es decir, Ὢπ π .  Demostración: Ὢπ Ὢπό πὪό π

Nota: En lo que sigue, trabajaremos con aplicaciones lineales de ᴙ  a ᴙ .

Ὢȡᴙ ᴼᴙ
ὼȟ ὼȟȣȟὼ ᴼ ὼᴂȟ ὼᴂȟȣȟὼᴂ

ὠᴼὡ
Ὢȡᴙ ᴼᴙ

ὼȟ ὼȟȣȟὼ ᴼ ὼᴂȟ ὼᴂȟȣȟὼᴂ

ὠ ὡ

dominio: 6      codominio: ὡ

Ejercicio 1. ¿Son aplicaciones lineales las aplicaciones de los ejemplos 1 y 2?.

4

ᴙ  ᴙ

dominio:ᴙ    codominio: ᴙ

Las aplicaciones lineales reciben también el nombre de homomorfismo, y si el 
dominio y codominio coinciden endomorfismos.
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APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 3. Analicemos si la aplicación Ὢ es de tipo lineal.

ὼȟ ὼ ᴼ ςὼȟὼ)

Dados ό ὼȟὼ ᶰᴙ  y ᴆὺ ὼȟὼ ᶰᴙ

Ὢό ᴆὺ  Ὢὼ ὼȟὼ ὼ ςὼ ὼ ȟὼ ὼ
Ὢό Ὢᴆὺ ςὼȟὼ ςὼȟὼ ςὼ ὼ ȟὼ ὼ

Ὢȡᴙ ᴼᴙ

Ὢ es una aplicación lineal

conserva la suma, la imagen de la suma de dos vectores 
es la suma de las imágenes de los dos vectores

Ὢ‌ό= Ὢ‌ὼȟ‌ὼ ς‌ὼȟ‌ὼ
‌Ὢό  ‌ςὼȟὼ ς‌ὼȟ‌ὼ

conserva la multiplicación por escalar, la imagen de un escalar 
por un vector es el producto del escalar por la imagen del vector

5
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APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 4. Analicemos si la aplicación Ὣ es lineal.

Ὣό ᴆὺ= Ὣὼ ὼȟὼ ὼ ὼ ὼȟὼ ὼ ς
Ὣό Ὣᴆὺ ὼȟὼ ς ὼȟὼ ς ὼ ὼȟὼ ὼ τ

ὼȟ ὼ ᴼ ὼȟὼ ς)

Ὣȡᴙ ᴼᴙ

Dados ό= ὼȟὼ ᶰᴙ  y ᴆὺ ὼȟὼ ᶰᴙ

Ὣ no es una aplicación lineal

No conserva la suma

Nota: Es muy rápido comprobar también que Ὣπ πȟς πȟπ 

6
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APLICACIONES LINEALES.

Ejemplo 5. Analicemos si la aplicación Ὤ es lineal.

ὼȟ ὼ ᴼ ὼȟὼȟὼ ὼ

Ὤȡᴙ ᴼᴙ

Dados ό= ὼȟὼ ᶰᴙ  y ᴆὺ ὼȟὼ ᶰᴙ

Ὤό ᴆὺ= Ὤὼ ὼȟὼ ὼᴂ ὼ ὼᴂȟὼ ὼȟὼ ὼ ὼ ὼ
Ὤό Ὤᴆὺ ὼȟὼȟὼ ὼ ὼȟὼᴂȟὼᴂ ὼ ὼ ὼȟὼ ὼȟὼ ὼ ὼ ὼ

Ὤ‌ό Ὤ‌ὼȟ‌ὼ ‌ὼȟ‌ὼȟ‌ὼ ‌ὼ
‌Ὢό  ‌ὼȟὼȟὼ ὼ ‌ὼȟ‌ὼȟ‌ὼ ‌ὼ

Ὤ es una aplicación lineal

7
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MATRIZ ESTÁNDAR DE UNA APLICACIÓN.

Toda aplicación lineal Ὢȡᴙ ᴼᴙ  se puede identificar con una matriz ὃ , y toda 
matriz representa una aplicación lineal.

Ejemplo 7. 

ὃᴆὼ ÆØὪȡᴙ ᴼᴙ
(con Ὢ lineal) A: matriz estándar de tamaño Í Î de la aplicación lineal Ὢ

Ejemplo 6. 

Ejercicio 2. Escribe la matriz estándar de la aplicación Ὢ. 

8
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MATRIZ ESTÁNDAR DE UNA APLICACIÓN.

ὼȟ ὼ ᴼ ςὼȟὼ)

Ὢȡᴙ ᴼᴙ

Demostración. 

(i)  ὃᴆὼO  en una transformación lineal
ὃᴆὼ ᴆὼ   ὃᴆὼ ὃᴆὼ 
ὃ‌ᴆὼ   ‌ὃᴆὼ

(ii) Sea Ὢ una transformación lineal O  existe una matriz asociada ὃ que representa Ὢ

Ὢᴆὼ=ὪὼᴆὩ  ὼᴆὩ Ễ ὼᴆὩ ὪὼᴆὩ ŦόὼᴆὩ Ễ ὪὼᴆὩ  

ὼὪᴆὩ ὼŦόᴆὩ Ễ ὼὪᴆὩ  ὪᴆὩ ȟὪᴆὩ ȟȣȟὪᴆὩ ᴆὼ ὃᴆὼ  

A: matriz estándar de la aplicación lineal Ὢ

siendo  Å, ÅΣΧΣÅ los vectores de la base canónica de ᴙ    

f(Ø)=f
ὼ
ώ
ᾀ

Ὢ ὼ
ρ
π
π

ώ
π
ρ
π

ᾀ
π
π
ρ

Ὢ ὼ
ρ
π
π

+ Ὢ ώ
π
ρ
π

+ Ὢ ᾀ
π
π
ρ

ØὪ
ρ
π
π

+ ÙὪ
π
ρ
π

+ zὪ
π
π
ρ

= Ὢ
ρ
π
π
 Ὢ
π
ρ
π
 Ὢ
π
π
ρ

ὼ
ώ
ᾀ

La i-ésima columna de la matriz estándar es la imagen del i-ésimo vector de la base 
canónica de ᴙ

9
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ECUACIONES DE UNA APLICACIÓN LINEAL.

Sea la aplicación lineal Ὢȡᴙ ᴼᴙ , con matriz asociada ὃ tal que !ᴆὼ ᴆώ Ὢ(ᴆὼ). También 
puede escribirse mediante las ecuaciones de la aplicación Ὢ.

 

Ejemplo 8. 

Al igual que un espacio vectorial puede definirse mediante un sistema generador, ecuaciones implícitas 
o forma paramétrica. Una aplicación lineal puede definirse mediante la definición de la aplicación 
lineal, su matriz estándar o las ecuaciones de la aplicación. 

10
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EJERCICIOS.

Ejercicio 2. Determina la matriz y ecuaciones de la aplicación lineal Ὢ.

°

°

°

°

°

Ejemplo 9. A la matriz asociada a la transformación lineal que gira un vector un ángulo en 
sentido antihorario se le denomina matriz de giro o matriz de Givens.

Ejercicio 3. Aplica la transformación Ὢȡᴙ ᴼᴙ  de giro de ωπЈ antihorario a ᴆὺ (2,2).

11
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NÚCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACIÓN LINEAL.

Observación 1. La imagen de una aplicación lineal es un subespacio vectorial del codominio, 

ὍάὪṒᴙ . Luego, ὨὭάὍάὪ ὨὭάᴙ .

Observación 2. La imagen de Ὢ coincide con el espacio vectorial generado por la C.L. de los 
vectores columna de su matriz estándar ὃ, es decir, el espacio columna de A denominado ColA.
╘□█ █▄ ȟ█▄ ȟȣȟ█▄▪  siendo ᴆὩ, ᴆὩȟȣȟᴆὩ  la base canónica de ᴙ .

 Al formar las columnas de ═ un sistema generador de )ÍὪ, ὨὭάὍάὪ ὶὫὃ

Observación 3. Puesto que las columnas de la matriz estándar de una aplicación 
forman un sistema generador del espacio imagen,  los vectores correspondientes a 
las columnas pivotales de ὃ forman una base de 
ὍάὪ ȪÃÌÁÒÏ ÁÓþ Ï ÄÅÂÅÒþÁ ÓÅÒ ÅÓÃÁÌÏÎÁÄÁȩ

Definición. Sea Ὢȡᴙ ᴼᴙ  una aplicación lineal, llamamos imagen o 
espacio imagen de la aplicación lineal al conjunto de las imágenes de 
los vectores de ᴙ . 
ὍάὪ Ὢᴆὼ ȿ ᴆὼɴ ᴙ  

╘□█

ᴙ ᴙ□
Ὢ

13

Ejemplo 10. 

Observación 3. ὨὭάὍάὪ ὨὭάᴙ .

Observación 3. Dado que ὍάὪ ὪᴆὩ ȟὪᴆὩ ȟȣȟὪᴆὩ  , ὨὭάὍάὪ  será como 

mucho ὲ. Es decir, ὨὭάὍάὪ ὨὭάᴙ .
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Ejemplo 11. 

Ejemplo 12. 

14

EJERCICIOS.

Ejemplo 11. 
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Observación 2. El núcleo es el conjunto solución de ὃᴆὼ π siendo ὃ la matriz estándar de Ὢ.

NÚCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACIÓN LINEAL.

Definición. Sea Ὢȡᴙ ᴼᴙ  una aplicación lineal, llamamos núcleo, kernel o espacio nulo de 
la aplicación lineal al conjunto de vectores en ᴙ cuya imagen es el vector nulo en ᴙ Ȣ

ὯὩὶὪ ᴆὼɴ ᴙȿὪᴆὼ π ᴆὼɴ ᴙȿὃᴆὼ π 

Observación 1. El núcleo de una aplicación es un subespacio vectorial del dominio; 

ËÅÒὪṒᴙ . Luego, ὨὭάὯὩὶὪ ὨὭάᴙ .

k▄►█
╘□█

ᴙ ᴙ□

Ejemplo 13. 

15

Ὢ

ᴙ
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EJERCICIOS.

Ejemplo 14. Determinar las ecuaciones implícitas del kernel de Ὢ. 

A=[1 -1; 0 2; 1 1]
null(A) %vacío-> dim(kerf)=0
%2 ecuaciones l.i.
rref(A)
%eliminamos ecuación redundante
coefImpkerf=A(1:2,:)

16

A=[1 -1; 0 2; 1 1]
null(A) %vacío-> dim(kerf)=0
%2 ecuaciones l.i.
rank(A)
%ecuaciones implícitas
coefImpkerf =rref(A)
coefImpkerf= coefImpkerf(1:2,:)
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EJERCICIOS.

Ejemplo 15. Encontrar una base del kernel y de la imagen de la aplicación.

17

A=[1 2 0 0 ; 0 0 1 3; 0 0 0 0]
rref(A)%2 columnas pivotales
baseImf=A(:,[1 3])
basekerf=null(A,'rational')
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Teorema. El Teorema de la Dimensión para aplicaciones lineales Ὢȡᴙ ᴼᴙ  establece que 
la dimensión del dominio es igual a la suma de la dimensión de la imagen más la dimensión 
del núcleo de la aplicación. 

TEOREMA DE LA DIMENSIÓN.

Ejemplo 2. 

ὨὭάὠ ὨὭάὍάὪ ὨὭάὯὩὶὪ  

    2                           1                        1

Ejemplo 16. 

ὨὭάᴙ ὨὭά)ÍὪ ὨὭάËÅÒὪ  

    3                           2                        1
2 columnas pivotales

ÒÇὃ ὨὭά)ÍὪ

1 columna no pivotal

ὨὭάËÅÒὪ  ὲ ὶὫὃ

Observación. La dimensión de la imagen de la aplicación será siempre menor o igual que la 

dimensión del espacio de partida: ὨὭάὍάὪ ὨὭάᴙ .

ὨὭάᴙ ὨὭά)ÍὪ ὨὭάËÅÒὪ

18

2 columnas pivotales

ὶὫὃ ὨὭάὍάὪ

1 columna no pivotal

ὨὭάὯὩὶὪ  ὲ ὶὫὃ
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ALGUNAS APLICACIONES LINEALES RELEVANTES.

ÅIdentidad

ÅNula 

ÅGiros

ÅReflexiones o simetría

ÅHomotecias 

ÅProyecciones

12
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TRANSFORMACIÓN DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

╢

╘□█

ᴙ ᴙ□

█╢

Definición. La imagen de un subespacio vectorial Ὓ de ᴙ  bajo una aplicación lineal 
Ὢȡᴙ ᴼᴙ , es el conjunto de las imágenes de todos los vectores pertenecientes a Ὓ.

Dado el subespacio Ὓ de ᴙ : ὍάὛ Ὢᴆὺ ᴆὺɴ Ὓ

19

Propiedad 1. La imagen de un subespacio Ὓ es un espacio vectorial. En concreto, ὍάὛ es un 
subespacio vectorial de la imagen de la aplicación, ὍάὛ Ṓ ὍάὪ

Observación. La imagen de un subespacio es un subespacio de la imagen de la 
aplicación ὪὛṒὍάὪ. 

k▄►█
╘□█

ᴙ ᴙ□

Ὢ

╢

╘□█

ᴙ ᴙ□

Im ╢

Ὢ

Ejemplo 17.
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Propiedad 2. El conjunto de imágenes de los vectores del sistema generador de Ὓ es un 
sistema generador de la imagen de Ὓ. Es decir, 

Ὓ ᴆὺȟᴆὺ, ȣ ȟᴆὺ  O ὍάὛ Ὢᴆὺ ȟὪᴆὺ), ȣ, Ὢᴆὺ

Observación 2. ÄÉÍὍάὛ  ÄÉÍὛ. Por ejemplo, un subespacio de dimensión 2 se podrá 
transformar en un subespacio de dimensión 0, 1 o 2.

Demostración. Podemos expresar la imagen de cualquier vector ᴆὺ  ɴὛ como combinación 
lineal de las imágenes de un sistema generador de S:

 Ὢᴆὺ Ὢ‌ᴆὺ ‌ᴆὺ Ễ ‌ᴆὺ ‌Ὢᴆὺ ‌Ὢᴆὺ Ễ ‌Ὢᴆὺ

Observación 1. La imagen de un base de Ὓ (conjunto l.i.) será sistema generador (base o no) 
de ὍάὛ. La imagen de un sistema generador no base de S (conjunto l.d.) siempre será 
sistema generador no base de ὍάὛ).

20

TRANSFORMACIÓN DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

¿Cómo obtenemos un sistema generador de la imagen de un subespacio?

Base de Ὓȡᴆὺ, ᴆὺ  O Ὢᴆὺ , Ὢᴆὺ  es sistema generador de ὍάὛ ȟ luego ÄÉÍὍάὛ ς   

Ç Un conjunto de vectores {ᴆὺȟ ᴆὺȟȣȟᴆὺ} es linealmente independiente o libre si ninguno de 

ellos es combinación lineal del resto. O equivalentemente, si la única C.L. de π es aquella 
que tiene todos los coeficientes nulos. Es decir, el siguiente sist. homogéneo es SCD:

♪○  ♪○ ♪○ Ễ ♪▓○▓ ᵼ‌  ‌  ȣ  ‌  π  (SCD)

El rango de la matriz de coeficientes (vectores en columnas) es igual al nº de vectores.

Ç Un conjunto de vectores {ᴆὺȟ ᴆὺȟȣȟᴆὺ} es linealmente dependiente o ligado si alguno de 

ellos es combinación lineal del resto. O equivalentemente, si existe alguna C.L. de π en la 
que no todos los coeficientes son nulos. Es decir, el siguiente sist. homogéneo es SCI:

♪○  ♪○ ♪○ Ễ ♪▓○▓     con ‌, ‌ΣΧΣ ‌  no todos nulos (SCI)

El rango de la matriz de coeficientes (vectores en columnas) es menor que el nº de vectores.
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EJEMPLOS.

21

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

A=2*eye(3)
rref(A)%3 columnas pivotales
baseImf=A
basekerf=null(A,'rationalΩ)
baseSҐώм л лΤл м лϐΩ
genImS=A*baseS
rank(genImS) %l.i.

Ejemplo 18.
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EJEMPLOS.

22

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

A=[0 0 1; 0 1 0; 1 0 2]
rref(A)%3 columnas pivotales
baseImf=A
basekerf=null(A,'rationalΩ)
baseSҐώм л лΤл м лϐΩ
genImS=A*baseS
rref(genImS) %l.i.

Ejemplo 19.
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EJEMPLOS.

23

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

Ejemplo 20.
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EJEMPLOS.

24

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

Ejemplo 21.
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EJEMPLOS.

25

Un plano podrá transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

Ejemplo 22.
























