D= P’lAP det(D) = H?:zau‘
ALGEBRA Y GEOMETRIA

Tema 5. Aplicaciones Lineales

, - B , e AT
als / ; . .C/'/'r(S(JT) =dim(S) + dim(T)-dim(SNT)

Sara Pérez Carabaza (sara.perezcarabaza@unican.es).
Valvanuz Ferndndez Quirvelas (valvanuz.fernandez@unican.es).
Dpto. Matematica Aplicada y Ciencias de la Computacion. @

Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales. O pe ncourseware

Uc ‘ Universidad
Este material se publica bajo Licencia: Creative Commons BY-NC-SA 4.0 de Cantabria



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.en

INDICE

1. Matrices

2. Sistemas lineales de ecuaciones
3. Espacios vectoriales

4. Espacio vectorial euclideo

5. Aplicaciones lineales - .

6. Diagonalizacidon

Guia de colores
Texto = ejemplo/ejercicio Texto = error comun

= definiciéon/teorema ' | = recordatorio

UC | i&sc,

Introduccidn aplicaciones lineales.

Matriz estdndar y ecuaciones de una aplicacién
lineal.

Imagen y Nucleo. Teorema de la dimensidn.

Imagen de un subespacio del dominio.

Tipos de aplicaciones: inyectivas, sobreyectivas
y biyectivas

Composicidon de aplicaciones. Matriz inversa.

Matriz de una aplicacion en bases cualesquiera.

Texto = hipervinculo Texto / = memorizar

Texto /| |=cdédigo MATLAB

G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. Al P56



APLICACIONES.

Definicion. Una aplicacion f entre dos conjuntos A y B es una regla que asigna a cada
elemento del conjunto A, un Unico elemento de B. Se denota de cualquiera de las dos
siguientes maneras: f

f:A->B A B
Asigna (o mapea) a cada elemento a € A, llamado antecedente, un elemento b € B llamado
imagen. Se dice que b es laimagen de a y se escribe f(a) = b
El conjunto A se denomina dominio y el conjunto B, codominio de f.

Ejemplo 1. Ejemplo 2.
J:R->R : g:R->R
) f(X) — x2 1 g(x) — SQTL(X)
5 dominio: R /\ \/ domlnl.o:.]R
0 codominio: R Fodom|n|o: R
5 imagen f: [0, o) 2 | : imagen g : [—1,1]

-4 -2 0 2 4

Nota. La palabra “imagen” puede referirse al valor f(a) de un elemento a € A4, o al conjunto de las imagenes de
todos los elementos del dominio, también llamado conjunto imagen o recorrido.
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APLICACIONES LINEALES.

Definicion. Una aplicacion lineal f:V — W entre dos espacios vectoriales reales es
. 7 . . . - -
una funcion que cumple las siguientes propiedadesconu, v eV y a, f € R:

1) fu+v)=f@)+f®)
2) f(au) = af (W)
O equivalentemente: f(au + Bv) = af (u) + Bf (V) dominio: V. codominio: W

Las aplicaciones lineales reciben también el nombre de homomorfismo, y si el
dominio y codominio coinciden endomorfismos.

Nota: En lo que sigue, trabajaremos con aplicaciones lineales de R™ a R™.

Observacion. En una aplicacion lineal la imagen del vector cero en R" es el vector cero
en R™. Es decir, f(0y) = 0y,. Demostracién: f(6v) = £(0%) = 0f (@) = 0y

Ejercicio 1. (Son aplicaciones lineales las aplicaciones de los ejemplos 1y 27?.
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APLICACIONES LINEALES.

@jemplo 3. Analicemos si la aplicacion f es de tipo lineal. )
4 5.
. T2 2 J g
fiR? > R L | f@w) |
(%1, x2) = (2x1, x72) 1 U1 1 fv1)

) 1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Dados U = (x,x,) € R?y ¥ = (x1,x5) € R?

f+v)=f( +x1,% +x3) = 2(x1 +x1), % +x3)
f@) + f@) = 2xy,xp) + (2x1,x3) = (2(x1 +x7), %5 + x3)

conserva la suma, la imagen de la suma de dos vectores
es la suma de las imdgenes de los dos vectores

f (C( ﬁ) = f (C{ X 17 ax 2 ) — (2 ax 17 ax 2 ) / conserva la multiplicacion por escalar, la imagen de un escalar
-\ . por un vector es el producto del escalar por la imagen del vector
af(u) — a(le; xZ) — (Zaxl) axZ)

= f es una aplicacion lineal
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APLICACIONES LINEALES.

(Ejemplo 4. Analicemos si la aplicacion g es lineal. . )
| -l g(v1)
g:R? - R? I N I AL
U1

(xl) Xz) - (xler T 2)

Dados U= (xy,x,) € R?y ¥ = (x1,x5) € R?

No conserva la suma
gu+v)=g(c; +x1,x, +x3) = (x +x1, x5, +x5+2) %
g) +g@) = (x1,x, +2) + (x(,x3 +2) = (x; + x1, %, + x5 + 4)

—> g no es una aplicacién lineal

Nota: Es muy rapido comprobar también que g(ﬁ) = (0,2) # (0,0)

\_ v
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APLICACIONES LINEALES.

@jemplo 5. Analicemos si la aplicacién h es lineal. . )
3 = >
2 3 2 UQ 3 —
h:R? > R 1 G h(v1)
)
(X1, X2) = (X2, %1, %1 + X32) ? h(s)

Al .|

2 Py
0 \/’,,/ 0 2

R 0 2 2 0 2 2

y

Dados 1= (x{,x;) € R?y ¥ = (x1,x5) € R?

h(U+v)=h(x; +x1,x5 +x'5) = (x, + x'5, %1 + x1, %1 + x7 + x5 + x3) v
h(ﬁ) + h(ﬁ) — (xZleJ xl + xZ) + (Xé,xll, xll + Xé) — (xz + xé) xl + x:’lrxl + x],_ + x2 + xé)

h(au) = h(axy, axy) = (ax,, axy, ax; + ax,)

. v
af (u) = a(xy, x, x +x,) = (axy, ax,, ax; + ax,)

= h es una aplicacion lineal

\- v

UC ‘ do Cantaoria G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 7 < } )



MATRIZ ESTANDAR DE UNA APLICACION.

Toda aplicacidn lineal f: R"™ — R™ se puede identificar con una matriz A,,,,,,, y toda
matriz representa una aplicacion lineal.

f:R" >R & (X)
(con f Imeal) A: matriz estandar de tamafio m X n de la aplicacién lineal f
Ej . 1
jemplo6. g2 RS o L (331)_ "
= 1
(33173:2) — (I27$17$1+$2) 1 1 2 T1+ T9
Ejemplo 7. Asx2 .
f:R =5 R 130 : 11 + 31,
= 0 1 0 N T
(:131,3;2,:1:3) — (JJ1 + 3582,332) . . O\ 13 2
A2><3
Ejercicio 2. Escribe la matriz estandar de la aplicacion f. f:R' =R
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MATRIZ ESTANDAR DE UNA APLICACION.

Demostracion.

(i) Ax — en una transformacidn lineal
A(fl + .7?2) —_— A.?_él ~+ A.i')z V
A(“fl) —_ C((Afl) \/

(ii) Sea f una transformacion lineal — existe una matriz asociada A que representa f

fO=f(x1€1 + x2€; + - + x,8y) = f(x1€61) + f(x2€3) + -+ + f(xn€p)
siendo €4, €,,...,€, los vectores de la base candnica de R"

— xlf(gl) + xzf(éz) Tt xnf(gn) — [f(gl):f(gz); :f(gn)]f = AX

A: matriz estandar de la aplicacion lineal f

La i-ésima columna de la matriz estandar es la imagen del i-ésimo vector de la base
canonica de R"

UC | Snetsa G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 9 & |l gl



ECUACIONES DE UNA APLICACION LINEAL.

Sea la aplicacion lineal f: R™ — R™, con matriz asociada A tal que Ax = y = f(x). También
puede escribirse mediante las ecuaciones de la aplicacion f.

f

Y1 ai; a2 a3 A1n L1 Yy = 111 + 122 + *** + A1pnTn
Y2 asy  G22 (23 A2n T2 Yo = A21T1 + A22T2 + -+ - + A2, Ty
y Ys = a31T1 + a32T2 + - -+ + A3, Ty
Ym Am1 am2 am3 - *-° Qmn Tn
¥ h M Sy L Ym = Am1d1 T Q22 T '+ T AmnTn
g=f(2) A z

Al igual que un espacio vectorial puede definirse mediante un sistema generador, ecuaciones implicitas
o forma paramétrica. Una aplicacion lineal puede definirse mediante la definicion de la aplicacion
lineal, su matriz estandar o las ecuaciones de la aplicacion.

Ejemplo 8.
J p O ]_ T yl = T
f . R2 — R?) S 1 0 7o — Y2 <~ Yo = X1
(35'17332)—> ($2;331;$1+$2) L1 Y3 Ys = T1+ 22
Aszx2
matriz estandar de la aplicaciéon f ecuaciones de la aplicacién f
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EJERCICIOS.

ﬁjercicio 2. Determina la matriz y ecuaciones de la aplicacion lineal f. \
f:R? 5 R?
(z1,22) = (21,71 + T2, 21 — X2)
Ejemplo 9. A la matriz asociada a |la transformacion lineal que gira un vector un angulo en
sentido antihorario se le denomina matriz de giro o matriz de Givens.

1.2¢
. Av

_ . €9
1 A€2 A

o8- XN ]

=)

06} Aéeq

04r- 0

G () o)

-1 -0.5 0 0.5 1

Ejercicio 3. Aplica la transformacién f: R* - R? de giro de 90 antihorario a v =(2,2).

)
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NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL.

Definicion. Sea f: R™ — R™ una aplicacidn lineal, lamamos imagen o
espacio imagen de la aplicacion lineal al conjunto de las imagenes de
los vectores de R".

Im(f) = {f(x) | x € R"}
Observacion 1. La imagen de una aplicacion lineal es un subespacio vectorial del codominio,
Im(f) € R™. Luego, dim (Im(f)) < dim(R™).

Observacion 2. La imagen de f coincide con el espacio vectorial generado por la C.L. de los
vectores columna de su matriz estandar A, es decir, el espacio columna de A denominado ColA.
Im(f) =< f(eq), f(ey), ..., f(e,) > siendo {€,, &,, ..., €,} la base canbnica de R".

Al formar las columnas de A un sistema generador de Im(f), dim(Im(f)) = rg(A)

Ejemplo 10. f:R3 = R? rg(A) =2 — dim(Im(f)) =2

1 4 5 1 4 5 1 4
A(z 5 7) Im(f)<(2),(5),(7)> Bfm(f){(z)’(g))} x1 —2w9 + a3 =0
3 6 9 3 6 9 6

Observacion 3. dim (Im(f)) < dim(R™).

o

UC | Snetsa G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 12 3 | gk



EJERCICIOS.

ﬂEjempIo 11.

f:R? — R? A ( 11 ) £
(€1, 2) = (€1 4+22,0) ~ \ 0 0 : e
3 172 3
o (1] 1\ 1 1 L " i
m={0o o )\ e )75 o) T2 0 3! ;
{(1,0)} es una base de I'm(f) R

Ejemplo 12.
f:R? 5 R? L =1
A= 0 2

(x1,22) = (21 — 22, 229,21 + 22)

UC | i&sc,



NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL.

Definicion. Sea f: R™ — R™ una aplicacién lineal, llamamos ntcleo, kernel o espacio nulo de
la aplicacion lineal al conjunto de vectores en R"cuya imagen es el vector nulo en R™.

ker(f) = {X € R*"|f(¥) = 0} = {¥ € R"|A% = 0} R
)

Observacion 1. El nucleo de una aplicacion es un subespacio vectorial del dominio;
ker(f) € R™. Luego, dim (ker(f)) < dim(R").
Observacion 2. El nucleo es el conjunto solucion de Ax = 0 siendo 4 la matriz estandar de f.

f
Ejemplo 13. f:R? = R? as ) 7, 74
(581,282) — (5(31 —|—£C2,0) - ( 0 0 ) 2| Vs 7 | 2| f (—>2) -0
1 1 0 -
(3)(2)-(8) it asm -0 |
1 2 L2
k'e?“(f):{( —aa ) ‘QER}j{( _1 )}es base de ker(f) 4 4
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EJERCICIOS.

ﬁijemplo 14. Determinar las ecuaciones implicitas del kernel de f. \
f:R?2 5 R? AN
(w1, 22) — (w1 — 22,272, 71 + T2) 10

Con matriz estandar: A=| 0 2 0 0 |8

I 1

Ya habiamos determinado una base de Im(f): | | —N
{(17071)7(_17271)} -2 0 2 0 5 0

El kernel de f es el conjunto solucién del sistema AZ = 0:

1 —1 X 0 T — 2y = 0 ecuac1one_s 1mplflta§ ker(f):
0 2 ( 1 ): 0 = 23’;2 = 0 = { L1 ro =
1 1 = 0 r1+xo = 0 2'382 = 0 A=[1-1;02;11]

null(A) %vacio-> dim(kerf)=0
%2 ecuaciones l.i.
rank(A)

) } — dzm(ker(f)) — 0 %ecuaciones implicitas

coeflmpkerf =rref(A)

\ coeflmpkerf= coefImpkerf(1:2,:) )
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EJERCICIOS.

(Ejemplo 15. Encontrar una base del kernel y de la imagen de la aplicacion.

fZR4—>R3 1 2 0 0
(21,22, T3, 14) — (@1 + 222, 324 + 23,0) A= 8 8 é 8

Imagen de f: Sabemos que los vectores columna de A forman un sistema generador.

1 2 0 0 1
Im(f)<(0),(0),(1),(3)> — Basede Im(f)={| 0 |,| 1 |}
0 0 0 0 0 0

Nicleo de f: Para hallar el kernel resolvemos A% = 0.

@]

~

—2a —2 0 —2 0
1 0 1 0
ker(f) = —gﬁ =al| o | +8| _5 |7 Baseker(f) ={ o || s }
8 0 1 0 ) A=[1200;0013;0000]

baselmf=A(:,[1 3])

rref(A)%2 columnas pivotales

\ basekerf=null(A,'rational’) J

UC ‘ do Cantabria G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.
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TEOREMA DE LA DIMENSION.

Teorema. El Teorema de la Dimension para aplicaciones lineales f: R™ — R™ establece que
la dimension del dominio es igual a la suma de la dimension de la imagen mas la dimension
del nucleo de la aplicacion. R R™

dim(R™) = dim(Im(f)) + dim(ker(f)) @ / @

Observacion. La dimension de la imagen de la aplicacidon sera siempre menor o igual que la
dimension del espacio de partida: dim (Im(f)) < dim(R").

n=dim(R"™)

Ejemplo 16. 1 ; 0 5

: R3 — R4
/ A= 001 > m = dim(R™)

($,y72)—>($+2y,270,0) 00 0

0 0 0 )
. ny _ g : b

du;’t(IR ) dlm(I;n(f)) T dlm(fer(f)) 2 columnas pivotales 1 columna no pivotal

rg(4) = dim(Im(f)) dim(ker(f)) = n—rg(4)
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ALGUNAS APLICACIONES LINEALES RELEVANTES.

* Identidad f(v) =¥ * Reflexiones o simetria
f:R? - R? f:R> = R3
(331,55'2) — (331,332) ($17$27333) — (58175827_563)
* Nula  Homotecias f(v) = Av
f:R3>— R3 f:R? - R?
(21,22, 23) — (0,0,0) (r1,22) — (221, 222)
* Giros [:R’ =R’ * Proyecciones f:R3 - R3
giro antihorario 10 grados sobre el eje z (1'17 L2, 333) — (3313 L2, 0)
cos(10) —sin(10) O 1 0 0
sin(10)  cos(10) 0 o 0 1 0
0 0 1 0 0 0

Y
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TRANSFORMACION DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

Definicion. La imagen de un subespacio vectorial S de R"™ bajo una aplicacion lineal
f:R™ - R™, es el conjunto de las imdgenes de todos los vectores pertenecientes a S.

Dado el subespacio S de R™: Im(S) = {f(V) |v € S}

Propiedad 1. La imagen de un subespacio S es un espacio vectorial. En concreto, Im(S) es un
subespacio vectorial de la imagen de la aplicacién, /71.(5) € Im(f)

Ejemplo 17. f:R2 - R ( 0 —1 ) £

(:131,:132) — (—582,581) 1 0 —
imagen de la aplicacion: ' | 0 |
0 —1 Im(S5)
Im(f) =< , >=R? 0 0
1 0
imagen del subespacio S = {( Z ) la e R} =< ( 1 ) > I
I’”-"(S) =< ( _11 ) > 2, p 0 : 2 2 1 0 1 2
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TRANSFORMACION DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

¢COmo obtenemos un sistema generador de la imagen de un subespacio?

Propiedad 2. El conjunto de imagenes de los vectores del sistema generador de S es un
sistema generador de la imagen de S. Es decir,

S =<{V1,Vy, ..., Vp} > Im(S) =< {f (1), f(V2), ... f(Vp)} >

Demostracion. Podemos expresar la imagen de cualquier vector v € S como combinacion
lineal de las imagenes de un sistema generador de S:

f) = f(“1771 + ayv; + o0+ anﬁp) = a1 f (V1) + apf(U) + - + apf(ﬁp)

Observacion 1. La imagen de un base de S (conjunto l.i.) sera sistema generador (base o no)
de Im(S). La imagen de un sistema generador no base de S (conjunto l.d.) siempre sera
sistema generador no base de Im(S).

Observacion 2. dim(/m(5)) < dim(S). Por ejemplo, un subespacio de dimensidn 2 se podra
transformar en un subespacio de dimension 0, 1 o 2.

Base de S: {Uy, ¥,} — {f (¥1), f(¥,)} es sistema generador de Im(S) , luego dim(Im(S)) < 2
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

/ Ejemplo 18. f:R3 — R3 (

A:

) )

o O o
O NN O
N OO

(35‘1, xo, 513‘3) — (22131, 2{}5‘2, 2333)
Nicleo e imagen de la aplicacion f:

1 0 0 9 0 0 A=2*eye(3)
Im(f)=<f| O fl 1 fl 0 ]>=<1]0 9 0 | >=R3 rref(A)%3 columnas pivotales
0 , 0 ’ 1 0 ’ 0 , 9 baselmf=A

0 basekerf=null(A,'rational’)
ker(f)={| 0 |} baseS=[1 (10;0 1 0]
0 genlmS=A*baseS

rank(genlmS) %l.i.

Transformacién del subespacio S (plano a plano):

( 1 0 2 0
1 0

= {(z1,72,23) ER3Jz3 =0} =< | 0 |,| 1 > Im(S)=<fl 0 |,fl 1 |>=<|{ 0|, 2 |>
0 0 0 0 0 0

f

e
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

[Ejemplo 19.

1 0 0
0 0 1

Nicleo e imagen de la aplicacion g:

g:R? - R3
(5(;1,392,333) — (07 X2, I1 + 2583)

() ()

0
ker(g) = {| 0 |)
0
Transformacién del subespacio S (plano a plano):
1
= {(x1,22,23) € R?|z3 =0} =< | 0 |,
0

A=

= o O
o = O
N O

A=[001;010;102]
rref(A)%3 columnas pivotales
baselmf=A
basekerf=null(A,'rational’)
baseS=[100;01 0]
genlmS=A*baseS
rref(genlmS) %l.i.
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

@jemplo 20. b R3 s R3
(23'1,372,173) — (5617:6170)

Nicleo e imagen de la aplicacion h:

1 0 0 1 0 0 1 .
Im(h) =< h A1 lrl 0 | s>=<|[ 1], o], ]o0|>=<|1]|>= {(ml,xz,xg) cR3| 1727 }
0 0 1 0 0 0 0 =
0 0 0
ker(h) ={| a ||la,BeR}=<| 1 |,| 0 | >={(21,29,23) € R®|z; =0}
3 0 1

Transformacién del subespacio S (plano a recta):

1 0 1 0
- {(531,5(:2,583) < R3‘$3 — 0} =< 0 ’ 1 > IIII(S)i< h( 0 ) 7h( !
0 0 0 0
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

[Ejemplo 21. t:R3 — R?

Nicleo e imagen de la aplicacion t:
! U 0 1 1 1 1
Im(t) =<t| 0 |[,¢] 1 |,¢[ O >—<(1>,(1),(1)>—<(1)>—{(m1,x2)€R2|5L’1—$2—0}
0 0 1
—a -8 ~1 ~1
ker(t) = { o la, B € R} =< 1 [ 0 >= {(x1,12,73) € R®|z1 + 29 + 23 = 0}
g 0 1

Transformacién del subespacio S (plano a recta):

0
1 0 Im(S)=<tf 0 |, 1 | >=< ! , ! >=< ! >
1 1 1
= {(x1,29,23) ER?|a3 =0} =< O |, 1 | > 0 0

0 0 ’

t 0

— > -1

Im(S):{ r1—x9 = 0}

1 2

\ x y Im(S) C Im(t), en este ejemplo I'm(t) y Im(S) coinciden

1 1 1 \
(21,2, 23) — (1 + o + T3, 71 + T2 + T3) A:( 1)

J

UC | i&sc,

G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.

Za | |



EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

/Ejemplo 22. p:R? - R A:(O 0 O)
(x1,22,23) — (0,0) 0 0 0

Nicleo e imagen de la aplicacion p:

1 0 0

0 0 0 0

Im(p)=<p|l 0 |,p| 1 |,p| 0 | >=< , : >={ }
e o) 1) 0) < (8).(0)-(8) ()

« 1 0 0
ker(p){(B)a,ﬁ,’yeﬂ%}<(O),(1),(0)>

v 0 0 1

Transformacion del subespacio S (plano a punto):

() €= 0)) =< ( é ) | ( Z ) s 2)of D)o (0)(2)=(8)

p " I 0
0 ¢ Im(S): < x2 0

: .
,,-s_..#w‘]’

~N
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TIPOS APLICACIONES.

Definicion. Una aplicaciéon f: R"™ — R™ es inyectiva (o uno-a-uno) si nunca mapea
dos elementos diferentes del dominio al mismo elemento de la imagen.
Esdecir, VU,V ER"™, f(U)=f@W)=>u="7v

Observacion 1. Cada vector del codominio tiene como mucho

. f:R" - R™
un antecedente (puede tener uno o ninguno). i D
Observacion 2. Si f es inyectiva & dim(ker(f))=0 R m(f) ==
La inyectividad implica que el antecedente de 0 € R™ es "“:;': %
Unico, por tanto el nucleo solo contiene el vector 0 de R™. = —>% x
ker(f)={0} — dim(ker(f))=0 inyectiva
Observacion 3. Por el teorema de la dimension, al ser la
dimension del nucleo nula: dim(R™) = dim(Im(f)) f:R" > R™
. n R™
Ejemplo 23. weiimy dim(R™) = dim(Im(f)) + dimfer(f)) K '
m=dim®"){A=| 0 ¢ 2| AZ=0S.C.D — ker(f) = {0 x— ;
0 0 2 £=0S5.C.D — ker(f)=1{0} x/»“ >
00 0/ rg(A) coincide con el niimero de columnas de A no inyectiva
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TIPOS APLICACIONES.

Definicion. Una aplicacion f:R"™ — R™es sobreyectiva o suprayectiva si cada
elemento del codominio es la imagen de al menos un elemento del dominio.
Es decir, Vy € R™, existe al menos un vector 4 € R" tal que f(u) = y

Observacion 1. Todos los vectores del codominio tienen al menos

un antecedente.

Observacion 2. La imagen de la aplicacion y codominio coinciden,
f es sobreyectiva & Im(f) = R™,

Al coincidir ambos espacios vectoriales, dim(Im(f)) = dim(R™)

Ejemplo 24.

Para que f sea sobreyectiva Ax = i/ debe
f:R3 R que / . ’

ser sistema compatible para cualquier y € R"

£
( (1) 8 g ) ( To ) = ( g; ) rg(A) coincide con el nimero de filas de A

x3

rg(A) =2 =m = dim(Im(f)) — sobreyectiva (no inyectiva)

UC | D&side,
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f:R" - R™
R™ R™
%
x—"’_j:lm(f)
g — "

® —> %

sobreyectiva

f:R" - R™
R"™ R™M

%

no sobreyectiva
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TIPOS APLICACIONES.

Definicion. Una aplicacion f: R™ — R" es biyectiva si es aplicacién tanto inyectiva
como sobreyectiva.

Observacion 1. Todos los vectores del codominio R™ tienen un Unico antecedente.

Ax =y S.C.D. para cualquier y € R™ f:R™ > R™
Ejemplo 25. iR -5 R3 R™ R™
(x1,x2,23) — (x1,T2 + x3,223) s 4,3*”
( n:diin(Rn) ®— _p%
, . B

m = dim(R™) < ((1) 2 ?)(i;)(z;) S.C.D ® &

\ 002 e U3 biyectiva
Observacion 2.
Por ser inyectiva rg(4) = dim(R") =n o m=n
Por ser sobreyectiva rg(4) = dim(R™) = m A es cuadrada e invertible

UC ‘ ggi\ggi@gﬁu G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.

28 1 4l



TIPOS APLICACIONES LINEALES.

Resumen. Las aplicaciones pueden ser inyectivas o sobreyectivas (o ninguna de las
dos). A las aplicaciones que son tanto inyectivas como sobreyectivas se les denomina
biyectivas.

R - R™ fiR" - R™ fiR" - R™
R R™ R™ R™ R™ R™
% R >
% — —pi ® % — i;:Im(f) % — 4’:Im(f)
X % > >
) ,,/;,;,:(f) ) . x X ox
inyectiva sobreyectiva biyectiva
dim(ker(f)) =0 dim(Im(f)) = dim(R™) inyectiva + sobreyectiva
dim(R™) = dim(Im(f)) Im(f) =R™ m=n=rg(4)
n = rg(A) m = rg(A) A invertible
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EJERCICIOS.

(Ejemplo 26. Dada una aplicacion lineal f tal que las imagenes de los vectored
v,=(1,1), v,=(2,1) son respectivamente (3,0,0) y (5,1,0). a) Determinar la matriz
estandar de la aplicacidon y sus ecuaciones asociadas.

some\ gy (3 flantles =30 arnny
12
21 Q22 (1): 0 & lagy +1lage =0 0000 11 azn | | 0O
2 1 0 0 0 O 29 - 5t
as1 a3 0 | laz; +1lazz =0 e 002100 - X
\0 00 0 21 a3 0
11 012 2 D ( 2a11 + laz =95 f=[110000;001100;000011
. . coer= ; ; ;
a21  A22 ( 1 ) =1 1 &\ 2eatlagp =1 210000;002100;000021]
as1 aso 0 | 2a31 +lagz =0 b=[300510]'
x=coef\b
A=[x(1) x(2); x(3) x(4); x(5) x(6)]
f:R?* - R3
2 1 (x1,22) = (221 + 22,21 — 22,0) comprobacion:
= A= 1 -1 y1 = 2x1 + X9 Avy = f(vh) V
0 0 Y2 = T — 2 Aty = f(v)
ys = 0
Qota: equivalentemente podemos resolver 3 sistemas de 2 ecuaciones y 2 incégnitas. )
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EJERCICIOS.

(Ejemplo 26 (continuacion). b) Determinar una base del nucleo e imagen de f. R
c) Clasificar f. d) Hallar laimagen S= {(x,y) € R?|2x —y = 0}

b
) f R? — R3 imagen de f : Im(f) =< f(é) ,f(?) >=< (

2 1
0 0 kernel: resolvemos AZ =0 — ker(f) = {( )} dim(R") = dim(im(P) + dim(ker (1)) V'
2 2 0
¢) inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva

Q) 5 ={(z,y) € B2z —y = 0}

pasamos a paramétricas y obtenemos una base de S

1 1 (S) : 1/4z1 + oo 0
s={( ¥ Yner) ~fo( })iner) {

obtenemos sist. generador de Im(.S):

Im(S) :<f( % ) >=< ( %1 ) >

(N

\_
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COMPOSICION DE APLICACIONES LINEALES.

Definicion. Dadas dos aplicaciones lineales con respectivas matrices estandar 4, y Ay.
g:R" — RP f:RP — R™

Se define la aplicacion compuesta f o g, como la aplicacion que primero aplica g a
v € R™, y luego f al vector resultante:

fog:R* Ly Re Ly R
(fog)(¥) = f(g(v) = f(AgV) = ApA,v

Observacion. Notese que la aplicacion f o g no tiene por qué ser igual a la aplicacion go f.

Ejemplo 27.
f:R* - R3 g:R? - R* fog:R? =5 R’
(21,22, 23, 24) = (71,21 — T2, T3 + T4) (z1,22) = (21,72, 71 + 2,71 — T2) (.:El,(L’g) — (:ltl,ml — :172,2:171)
1 0
1 0 0 0 0 1 1 0 Yy = 1
Ay = 1 —1 0 0 Ag: A —A:A = 1 -1 Y2 = 1 — T2
0 0 1 1 1 1 fog f4ig B 9
1 1 2 0 Yys = T
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COMPOSICION DE APLICACIONES LINEALES.

Pregunta 1. { Cual es la aplicacion resultante de componer dos rotaciones antihorarias,
de angulos 0 y @, respectivamente?

_ [ cos(f) —sen(0) . cos(¢) —sen(o)
e R* — R? A = ( sen(0)  cos(0) ) g - R? > R* 4 ( sen(¢p)  cos(¢) )

matriz estandar de f o g:

( cos(f) —sen(0) ) ( cos(¢p) —sen(o) ) _ ( cos(f) cos(¢p) — sin(f) sin(¢p) —(cos()sin(¢p) + sin(f) cos(¢)) )
sen(f)  cos(6) sen(¢)  cos(¢p) sin(6) cos(¢) + cos(0) sin(¢p)  —sin(f) sin(¢p) + cos(f) cos(¢)

7, — sin(6@
- ( Z?I?((gi 2)) C(S)ISIEt(g :(;?) ) rotacion antihoraria de angulo 6 + ¢

Por ejemplo, sif = 30°y ¢ = 60°, la aplicacion compuesta f o g aplica un giro
antihorario primero de 60° y al vector resultante un giro de 30°:

V3o 1 1 V3 0 —1
Afog= i 2 é - = ( 10 ) matriz estandar de la aplicacion lineal f o g
2 2

Pregunta 2. {Conmutan dos aplicaciones correspondientes a rotaciones antihorarias
de angulos 6 y ¢? Es decir, écorresponden a la misma aplicacion f egy go f?
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COMPOSICION DE APLICACIONES LINEALES. APLICACION INVERSA.

Pregunta 3. ¢ Cual es la aplicacion compuesta resultante de aplicar primero un giro
antihorario de angulo 8, seguido de un giro horario del mismo angulo 67

Ejemplo 28. . | . fo o 4 ,
2 2
. 3 ~ 3 ~ ; 1]
g . R _> R ’Ul g(v]_) f(g(’l)l))
5 -y 2 8,2 f 2 .
v ( R ) 1 \/ 1 7 \/ |
2 2
giro antihorario de 45° 0 0 - 0
1 y 1
2 02 2 0 2 2 0 2

f:R2—>]R2

w b

giro horario de 45°

Aoy = AfA, = I
Agop = Agdy =1 T2 0 2 T2 0 2 T

A O A N W N
Q\G
—
1~
A O a2 N W A
.
S~
N
<
i—l
S
_\O_\I\J)/
OQQ
—
~~
N
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COMPOSICION DE APLICACIONES LINEALES. APLICACION INVERSA.

Una transformacion lineal f: R™ — R"™ es invertible si existe una transformacién
lineal g: R™ — R" tal que su composicién f o gy go f es la aplicacion identidad.
En cuyo caso, AfA, = AgAr =1

f 4
Ejemplo 29. T L T
fiR? o R? A —(2 0) G =g(f@) Moy
(ZEl,SCQ) — (225‘1,2332) I 0 2 _0 o _0
2 {— 5
g:R? - R? 1 A Uy = U 2 =
(xlﬂxQ) — (%3319 %332) Ag — ( [2) 8 ) 4 ’ 0 g(:f( 2)2) “ 0 f({U12
2 4
3 h 3
Ejemplo 30. : . -, |
hj-RQPA R A — ( 10 ) 1 v 1 f (@)
’ h — 0 0
(2,y) = (x,0) V0 : ] f(@)
La aplicacién h no es invertible , Us .

-4 -4
1 1 2 1 0 2

Observacién. Unicamente las transformaciones lineales biyectivas son invertibles.
Recordemos que dichas aplicaciones tienen una matriz estandar asociada regular.
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MATRIZ DE UNA APLICACION EN BASES CUALESQUIERA.

Hemos visto como cualquier aplicacion lineal f: R™ — R™, queda representada por

su matriz estandar A. Dicha matriz permite obtener en la base candnica de R™ la

imagen de un vector expresado en la base candnica de R™. 2
R R A: matriz estandar de la aplicacién f.

Ax = y Z: vector del dominio expresado en la base canénica de R".

—

y = f(Z): vector imagen expresado en la base candnica de R™.

(o) (V)

canonica

¢Y silos vectores x e y estan expresados en otras bases distintas a la candnica?
¢Como es la matriz M de una aplicacion en las bases B; y B,?

M: matriz de la aplicacion f en las bases By y Bs.
M(-’_C))Bl = (}7)32 (Z) g, vector del dominio expresado en By = {¥|, Uy, ..., U, }.
(37)32: vector imagen expresado en By = {1, Us, ..., U }-

— 37 - AP31 (9_5)31= PB2 (37)32 - l(PBZ)_1 AP31 ,(9_5)31= ()7)32

sustituimos

]RZ

BZ = {ﬁlaﬁZ}

By = {01, 05, 73}

M(f)m: (37)32

=1

A

multiplicamos por (P,) ™"
X = MBlch(f)m: PBl(f)Bl = [771»772» ---ran](f)Bl M = (PBZ)_l APB1
37 = MBZ—>BC(5;)BZ= PB2 (37)32: [ﬁpﬁz» ---;ﬁm](f’))Bz
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EJERCICIOS.

ﬁjemplo 31. a) Determinar la matriz de la transformacion lineal correspondiente a urﬁ
homotecia con un factor de escala 2 y aplicarla al vector v = (1,2).

f
2.0 f1R2—>R2 4 — 4 : ,
A= 3 | Ay
( 0 2 ) (x17m2) — (22131,21?2) U 3 Y f(U)
A A 1\ [ 2 1 B
== 3)(2)=(7) |
T4 0 1 2 T4 0 1 2

b) Hallar la matriz de la aplicacidn en las bases B;={(1,1),(0, 1)}y Bz {(1,1),(-1 1)} y aplicarla
al vector v = (1,1)p, .

4 ‘ ‘ ‘ %4 ‘ — —>
M =P, APp, = 3 - y= f(0)
(1-1)1(2 0)(1 0)_(2 1)2 d A

1 1 0 2 1 1 0 1 A | U2 111 [ A=2%eye(2)

P B1=[11;01]'

- . 2 1 1 3 ‘ 0 P B2=[11;-11]'

&)Bz = M(2)p, = ( 0 1 ) ( 1 ) - ( 1 ) p p | __| M=inv(P_B2)*A*P_B1
By B> 2 A 0 1 2 3 2 0 1 2 S
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EJERCICIOS.

2

-_—

)

o

1 / 2 1 / 9 matriz estandar de la proyeccién
A= 1/2 1/2 ortogonal sobre la recta y = x
, . 1/2 1/2 2 3
== (s 1 ) (1) = ()
1/2 1/2 1 i
matriz en la base B de la proyeccion
1 ortogonal sobre la recta y = x
M = P;'APg =
1 -1\ /12 1/2\/1 -1\ (1 0
1 1 1/2 1/2 1 1 ) L0 0
= - 1 0 3/2 3/2
oo (3 1) 52), (%)
0 0 —1/2 B 0 B

1
[N

ﬂEjempIo 32. a) Determinar la matriz de |la aplicacion proyeccion ortogonal sobre Ia rectzﬁ
y = x en base B={(1,1),(-1,1)} y aplicarla al vector v = (2,1) = (g, —%)B.

—

U

7
7
7
7
p— 7
1’\\
4 N
/ S
s
7
s
s

=)
I

(

3/2
—1/2

z
s
s
’
7/
s
RN
4B N
’

-1

0

1

QAI escoger una base apropiada la matriz de la aplicacion gueda mas sencilla!

2

baseS=[1 1]’
A=baseS*inv(baseS'*baseS)*baseS'
P B=[11;-11]'
M=inv(P_B)*A*P_B

fv_B=M*[3/2 -1/2]’
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