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APLICACIONES.

Definicion Una aplicacion™Qentre dos conjuntos0 y 0 es una regla que asignaa cada
elemento del conjunto 0, un Unico elemento de 0. Se denota de cualquierade las dos
siguientegnaneras Q

Qo O 0o 0 °0
Asigna(o mapea)a cadaelemento®™ 6 hllamadoantecedente un elemento®™ & llamado
imagen Sediceque weslaimagende @y seescribe' @) ®
Elconjuntoo sedenominadominioy el conjuntoB,codominiodef .

Ejemplo 1. . Ejemplo 2.

@ © o 2 "Qf O 5
m a « at | ne
5 dominio: A /\ v, dominio: 5
° codominia s _(:Odomlploﬂ )
5 imagenf: b Lo imagen' @ pip

-4 -2 0 2 4

Nota. Lapalabrad A Y I Busgeéeferirseal valor A£) de un elemento®N 6, o al conjunto de lasimagenesde
todoslos elementosdel dominio,tambiénllamadoconjuntoimageno recorrido.
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APLICACIONES LINEALES.

Definicion Unaaplicacionlineal "@o© 7 entre dos espaciosvectorialesrealeses
unafunciénque cumplelassiguientesoropiedadescond, ®N ww| H N a:

1) @6 @ 'd6) db)
2) '@ 6) | "@0)
O equivalentementeX® 6 [ ® | "@0) T W) dominio:6  codominia 6

Las aplicacioneslineales reciben también el nombre de homomorfismo, y si el
dominioy codominiocoincidenendomorfismos

Nota: En lo que sigue, trabajaremos con aplicaciones lineal&s des

Observacion Enunaaplicacionlineallaimagendel vectorceroensa esel vectorcero

—

ens .Esdecir,”’Qrm T . Demostracién™@m ) "GS) TAES) T

Ejerciciol. ¢ Somaplicacionesinealeslasaplicacionesle losejemplosly 27.
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APLICACIONES LINEALES.

(Ejemplo 3.Analicemos si la aplicacides de tipo lineal. )

. o ' |
EQJE" 7 5 Uy J(U2)
oo © o) i /(o)

Dadosd (whd)Na yb @ho N o
"W ® T ohh ®) o o) o v
@) @ (whw) (cwhw) @ o) o
conserva la suma, la imagen de la suma de dos vectores
es la suma de las imagenes de los dos vectores

f@ 6): gﬂ W F[I W ) (C |(JL) ﬁl W ) </ conserva la multiplicacion por escalar, la imagen de un escalar

n N R por un vector es el producto del escalar por la imagen del vector
@) | (cwhw) (¢ lwh ®) .
= (s una aplicacion lineal

\- v
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APLICACIONES LINEALES.

(Ejemplo 4 Analicemos si la aplicacidfes lineal. i )
| Ao g(th)
@ O | 9(v2
Uy
whw © whw () O 0
1 1

DadosG=(who)N a yb whod N 4
No conserva la suma
A6 WA o @) o hf o ¢
o) A (whw ¢ (whw ) W oh o T
—> "no es una aplicacion lineal

Nota: Es muy rapido comprobar también dagt) it TIT
\_ J
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APLICACIONES LINEALES.

@jemplo 5.Analicemos si la aplicacidies lineal.

h\
3 7
7, 27 62 3 —
% © A Al 171 h(vl)
~ ~ ~ 2-
B O e B ‘ . )
w hw whohw ° § h(T)
2 . ,\/"J/ 0/2
R 0 2 2 0 2 2

DadosO=(who)N a9 y® who N g
A D=0 o 0P (@ o@ ol o o o) VY
Q8 Woho) (ohohe 160)

@) (o ©) (ohohe | o)

\_

= 'Qes una aplicacion lineal

W) Aw) (bhohd ) (whwdve ) © o o o O ©

v
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MATRIZ ESTANDAR DE UNA APLICACION.

Todaaplicaciénlineal @ © s sepuedeidentificarconunamatrizo ,ytoda
matrizrepresentaunaaplicacionineal

@ O s & o &)

(con"(ineal) A: matriz estandar de tamafio 1 de la aplicacién lineaD
Ejemplo 6. 1
jemplo6. . g2 _, s I (331)_ "
= 1
(33173:2) — (I27$17$1+$2) 1 1 2 T1+ T9
Ejemplo 7. Asxa
f:R3 = R? a (1 3 0) . (:U1+3332)
2 p—
(331,332,333) — (3;1 +3£27£2) N ! }( ! o\ T3 "
A2><3
Ejercicio 2Escribe la matriz estandar de la aplicac¢@n f:R' =R
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MATRIZ ESTANDAR DE UNA APLICACION.

Demostracion.

(|) 0®° en una transformacion lineal
0 @ @ O O
0| @ | 0®

(i) SedQuna transformacion line& existe una matriz asociadaque representaQ

~ ~

MNMH=QwO w® E we QWO Foo'© E Qw8
siendoA , A ¥ R Jos vectores de la base candnicaste
W8 wTd E Qe "TO)RTE B HQ8 @ oo

A:. matriz estandar de la aplicacion lineal

La tésimacolumna de la matriz estandar es la imagen asimovector de la base
canonica deq
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ECUACIONES DE UNA APLICACION LINEAL.

Sea la aplicacion line€&n © g , con matriz asociadatal que! @ @& "(Pw). También
puede escribirse mediante lasuaciones de la aplicacidn

f

Y1 ai; a2 a3 A1n L1 Yy = 111 + 122 + *** + A1pnTn
Y2 asy  G22 (23 A2n T2 Yo = A21T1 + A22T2 + -+ - + A2, Ty
= . . <>
; y Y3 = a31T1 + A32T2 + - + A3pTn
Ym Am1 Am2 am3 - Amn In
¥ h M Sy L Ym = Am1d1 T Q22 T '+ T AmnTn
g=1(Z) A iz

Aligualque un espaciovectorialpuededefinirsemedianteun sistemageneradorecuacionesmplicitas
o forma paramétrica Una aplicacionlineal puede definirse mediante la definicion de la aplicacion
lineal, sumatriz estandaro lasecuacionesle la aplicacion

Ejemplo 8. 0

f . RQ — R?) S 1 0 7o — Y2 <~ Yo = X1
(331:33'2) — ($2;331;$1+582) 11 Y3 Ys = T+ X2
Aszx2
matriz estandar de la aplicaciéon f ecuaciones de la aplicacién f
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EJERCICIOS.

@jercicio 2Determina la matriz y ecuaciones de la aplicacion lifeal )
f:R? 5 R?
(z1,72) = (w1, 21 + 22,21 — T2)
Ejemplo9. Ala matrizasociadaa la transformacionlineal que giraun vectorun anguloen
sentido antihorario sele denominamatriz de giro o matriz de Givens

12,
, A

i AG, A7 N
o8- N =
0.6 Aey
0.4r 0 :
0.2+ 2 cos(0) —sen(0)

9 I A —
0 | | > sen(f)  cos(0)
-1 0.5 0 0.5 1

Ejercicio 3Aplica la transformaciois © s de giro dew ftantihorario ad  (2,2).

)
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Definicion Sed@gd © a8 una aplicacion lineal, llamama@sagen o
espacio imagede la aplicacion lineal al conjunto de las imagenes

NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL.
los vectores dei

[/ Rn
040 ) so

Observacionl. Laimagende una aplicacionlineal es un subespaciovectorial del codominiq
0 QOsa .Luego,Q "Q@’Oc’("g) Q@ ).

Observacion2. Laimagende "Qcoincidecon el espaciovectorial generadopor la CL de los
vectorescolumnade sumatriz estandaro, esdecir,el espaciocolumnade A denominadoColA

ol B ) )8 lm )  siendo '@,'98 @ labasecandnicade s
Alformar lascolumnasde = un sistemageneradorde) I('Q, Q Q(OO(IQ) 1 "©

Ejemplo 10. ¢ . r3 — R3 rg(A) = 2 = dim(Im(f)) =2

1 4 5 1 4 5 1 4
A(257) Im(f)<(2),(5),(7)> BIm(f){(z)’(g))} x1 —2w9 + a3 =0
3 6 9 3 6 9 6

Observacion 3Q QO Q) QQ@ ).

o
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EJERCICIOS.

/"Ejemplo 11.

f:R? - R ( 11 )
A:
(z1,22) = (1 + 22,0) 0 0 4 .4
aPRE
1 1 1 1 = 2
w3 () () (3) R
{(1,0)} es una base de Im(f) A
Ejemplo 12.
f:R? 5 R? 1 -1
(x1,22) = (21 — 22,222,271 + T3) A= ? ?

UC | i&sc,



NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL.

Definicion Sea®@sd © a unaaplicacionlineal,llamamosntcleo,kernelo espacionulo de
la aplicaciorlinealal conjuntode vectoresens cuyaimagenesel vectornuloens 8
R" R™

VA evs s 1 ovs D T
ey

Observacion 1EIl nucleo de una aplicacion es un subespacio vectorial del dominio;
EAOQ Osa .LuegoQQQQIQ) QQ& ).
Observacion 2El nacleo es el conjunto solucién dé nisiendod la matriz estandar déQ

TEE— N

Ejemplo 13. f:R2 — R? A_( |1 ) L

(x1,22) = (21 + 22,0) 0 0 I 4 noo| fl72) =0

—

((1)é)(i;)z(g)jke?“(f)t{er:cg:0 0 0 -

k:er(f):{( e ) |O¢ER}:>{( - )}es base de ker(f)

UC | Snetsa G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 14 & |i gk



EJERCICIOS.

/ Ejemplo 14Determinar las ecuaciones implicitas Ketnelde Q
f:R? - R? A

(w1, 22) — (w1 — 22,272, 71 + T2) 10

Con matriz estandar: A = 0 2 0 0.

I 1

Ya habiamos determinado una base de Im(f): | | |
{(1,0,1), (~1,2,1)} 2 0 2 540

El kernel de f es el conjunto solucién del sistema AZ = 0:

1 —1 X 0 T — 2y = 0 ecuac1011e_s 1mplflta§ ker(f):
0 2 ( 1 ): 0 = 23’;2 = 0 = { L1 ro =
1 2 0 0 200 = 0 |A=[1-1;02;11]

Tyt o2 = null(A) %vacie> dim(kerf)=0
%2 ecuacioneski.

. rank(A)
) } — dzm(ker(f)) — 0 %ecuaciones implicitas

coeflmpkerf=rref(A)

\ coeflmpkerf coeflmpker({1:2,:) )

UC ‘ do Cantabria G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.
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EJERCICIOS.

[Ejemplo 15Encontrar una base dkérnely de la imagen de la aplicacion.

fIR4—>R3 1 2 0 0
(21,22, T3, 14) — (@1 + 222, 324 + 23,0) A= 8 8 é 8

Imagen de f: Sabemos que los vectores columna de A forman un sistema generador.

1 2 0 0 1
Im<f><(o),(o),(1),(g)> %Basedelm(f)_{(o)j(l)}
0 0 0 0 0 0

@]

~

Nucleo de f: Para hallar el kernel resolvemos Az = 0.
—2a —2 0 —2 0
ker(f) = “ —a| ! + 8 — Base ker(f) ={ ! U }
—3p 0 -3 0 " -3
3 0 1 0 1 A=[1200;0013;0000]
rref(AY62 columnagpivotales
baselm£A(:,[1 3])
\ basekerfnull(A,rational)

UC ‘ do Cantabria G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.
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TEOREMA DE LA DIMENSION.

Teorema ElTeoremade la Dimensionparaaplicacionedineales™@s © a estableceque

la dimensiondel dominio esiguala la sumade la dimensionde la imagenmasla dimension
delnucleode laaplicacion

QQO& ) QOO I(Q) QAUEA )

Observacion Ladimensionde la imagende la aplicacionserasiempremenor o igual que la
dimensiéndel espaciode partida: Q ‘QHO(Q) QQ@ ).

n=dim(R")
Ejemplo 16. S .
FRY RS 2o
(z A= > m = dim(R™)
Y, 2) = (T +2y,2,0,0) 0 0 0
0 0 0

Q& ) QA i(Q) QEAQ)
3 2 1

2 columnaspivotales 1 columna naopivotal

0@ Qo i) QUEAQ) ¢ 1 @
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ALGUNAS APLICACIONES LINEALES RELEVANTES.

Aldentidad f(?) =7 A Reflexiones o simetria
f:R? - R? f:R> = R3
(331,562) — (35’1,332) ($17$27$3) — (58175827_3;3)
ANula A Homotecias f(V) = Av
f:R3>— R3 f:R? - R?
(21,22, 23) — (0,0,0) (r1,22) — (221, 222)
AGiros f:R* - R’ A Proyecciones f:R? - R3
giro antihorario 10 grados sobre el eje z (1'17 L2, 373) — (3313 L2, 0)
cos(10) —sin(10) O ; 1 0 0
sin(10)  cos(10) 0 o 0 1 0
0 0 1 0O 0 O

Y
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TRANSFORMACION DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

Definicion Laimagende un subespaciovectorial “Yde 1 bajo una aplicacionlineal
O © a ,eselconjuntodelasimagenesietodoslosvectorespertenecientesa™Y

Dado el subespaciaddes : Oy {dQw) [®N Y

Propiedadl. Laimagende un subespacidYesun espaciovectorial Enconcreto, O™y esun
subespaciwvectorialde laimagende laaplicacion,Oa Y O 'O Q

Ejemplo 17. 39 9
f:R? >R A:(o —1)2 | | K

(331,332) — (—582,581) 1 0
imagen de la aplicacion: " | 1) | |
0 —1 Im(S5)
Im(f) =< , >=R? 0 0
1 0
imagen del subespacio S = {( Z ) o € R} =< ( 1 ) > I
I'm (S) =< ( _11 ) > 2, 1 0 1 2 2, p 0 1 2

UC | Snetsa G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 19 g I giri



TRANSFORMACION DE SUBESPACIOS VECTORIALES.

¢, Como obtenemos un sistema generador de la imagen de un subespacio?

Propiedad 2. El conjunto de imagenesde los vectoresdel sistemageneradorde “Yes un
sistemageneradorde laimagende "Y Esdecir,

Y bhp,8hp O Oy Qb HQw ), 8, Qb

Demostracion Podemosexpresarla imagende cualquiervector ®N “Ycomo combinacion
linealde lasimagenede un sistemageneradorde S

Qp) G b | b E | d) | G | Qb E | Qb)

Observacionl. Laimagende un basede “Y(conjuntol.i.) serasistemagenerador(baseo no)
de 'Oa”Y. Laimagende un sistemageneradorno basede S (conjunto |.d.) siempre sera
sistemageneradomo basede ‘Oa™Y.

Observacior?. A E(Oa"Y) A E(I'Y. Porejemplo,un subespaciale dimensién2 se podra
transformaren un subespaciale dimension0, 1 o 2.

Basede"Y @, O Qb ,"Qib essistemageneradorde O™y huegoA E(fOq"Y) ¢

UC | Snetsa G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 20 o I gii



EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.
ijempIo 18. f:R3 — R3 ,
) _

o O o
O NN O
N OO

(xla an'CCS) — (23317 25827 2333

Nicleo e imagen de la aplicacion f:

1 0 0 2 0 0 A=2%ye(3)
Im(f)=<f| 0 fl 1 fl 0 ]>=<1]20 2 0 | >=R3 rref(AY43 columnagpivotales
0 7 0 ’ 1 0 ’ 0 7 2 baselmfA

0 basekerenull(A, rationakp
ker(f)={| 0 |} base® om 1 nTn neQ
0 genimSA*baseS
rank(genim$ %.1.

Transformacién del subespacio S (plano a plano):

1 0 1 0 2 0
= {(21, 20, 73) € R3|23 = 0} =< ( 0 ) ’ ( 1 ) > Im(S)=<fl 0 |,fl 1 |>=<|{ 0|, 2 |>
0 0 0 0 0 0

f

R
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

[Ejemplo 19. g:R3 — RS

(5(;1,392,333) — (

N O

|

0O O
0, 22,21 + 2x3) A= (1)(1)

Nicleo e imagen de la aplicacion g:

~N

! 0 0 0 0 1 , A=[001:010;10 2]
Im(g) =<g| 0 ) gl 1 |,9 O | >=<{| O |, 1 ], O])>=R rref(AY63 columnagivotales
0 0 1 1 0 2 baselmfA
0 basekerfnull(A, rationakp
ker(g) ={| 0 |} base$ @M n nTn
0

genim$A*baseS
rref(genim$ %.i.

Transformacién del subespacio S (plano a plano):

) - Im(S) =< g(

- {($13$2a$3) € RS‘I’S = 0} =< (

Universidad
de Cantabria
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

(2’}1,372,173) — (1‘171‘170)

Nicleo e imagen de la aplicacion h:

1 0 0 1 0 0 1 0
Im(h) =< h A1 lrl 0 | s>=<|[ 1], o], ]o0|>=<|1]|>= {(ml,xz,xg) cR3| 1727 }
0 0 1 0 0 0 0 =
0 0 0
ker(h) ={| a ||la,BeR}=<| 1 |,| 0 | >={(21,29,23) € R®|z; =0}
3 0 1

Transformacién del subespacio S (plano a recta):

1 0 1 0
- {(28175[:27583) < R3‘$3 — 0} =< 0 ’ 1 > IHI(S)i< h( 0 ) 7h( !
0 0 0 0

[Ejemplo 20. h:R3 s R3 1 0 0 )
A= 1 0 0
0 0 0

UC oo G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.

[Ejemplo 21. t: R — R? 1 1 1
(x1,$2,333)_>($1+$2+$3,3§1—|—$2+x3) A:( 1 1 1 )

Nicleo e imagen de la aplicacion t:

m()()()()()( DGO ESTE) E -
ker(t) {( _aa_ﬂ ) la, B € R} =< ( _11 ) , ( _01 ) >= {(x1, 29, 73) € R3|z1 + 29 + 23 = 0}
g 0 1

Transformacién del subespacio S (plano a recta):

= {(z1, 22, 73) € R3|w3 =0} <( (1) ),( (1) ) > hn(S)<t( é ) ’t( g ) >:<( } )7( 1 )>:<( 1 )>

J

0 0 ?
t ’ Im(S):{ z1—x2 = 0}
A - "
\ l y Im(S) C Im(t), en este ejémf)lo Im(t) y Im(S) coinciden
UC ‘ do Cantabria G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales.
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EJEMPLOS.

Un plano podra transformarse en otro plano, en una recta o en un punto.
/Ejemplo 22. )

UC | D&, G414. Algebra y Geometria: Aplicaciones Lineales. 25 x Il i)




































