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Definición. Un endomorfismo es una aplicación lineal (u homomorfismo) con el 
mismo dominio y codominio: Ὢȡᴙ ᴼᴙ  

ὃᴆὺ=‗ᴆὺ

Observación 1. Un endomorfismo ha de ser tanto inyectivo como sobreyectivo a la vez, 
o bien ninguna de las dos cosas. 

3

Introducción. Ejemplo 1. Autovalores y autovectores de un endomorfismo. 

AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

ὃᴆὺ=‗ᴆὺ ὃᴆὺ ‗ᴆὺҐπ ὃᴆὺ ‗ὍᴆὺҐπ ὃ ‗ὍᴆὺҐπ

Para que tenga más soluciones además de la trivial ὃ ‗ὍҐл

ecuación característica de A 
(sistema homogéneo)

Procedimiento para hallar vectores y valores propios.
1. Hallar las ὲ raíces del polinomio característico de la matriz ὃ (cuadrada y de orden 
ὲȟ obtenido a partir de la ecuación ὃ ‗ὍҐл. Las raíces reales serán los 
autovalores de ὃ.

2. Para cada valor propio ˂ , resolver el sistema compatible indeterminado

       ὃ Ὅ˂ᴆὺҐπ. Los vectores solución no nulos serán los autovectores de ˂ .

Definición. Se dice que ‗ɴ ᴙ es un autovalor de un endomorfismo Ὢ en ᴙ si existe 
un vector no nuloØɴ ᴙ , tal que ὃØ=‗Ø.

polinomio característico ὴ‗
polinomio de grado ὲ con ὲ raíces
(Teorema fundamental del Álgebra)
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Definición. Sea Ὢ un endomorfismo en ᴙȟ aquellos vectores no nulos tales que 
ὃØ=‗Ø son autovectoes o vectores propios de correspondientes al

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

Definición. Se dice que un vector no nulo Øɴ ᴙ , es un autovector de un 
endomorfismo Ὢ en ᴙ  asociado a un autovalor ‗ɴ ᴙ, si ὃᴆὼ=‗ᴆὼȢ
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Ejemplo 1. 

5

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Ejercicio 1. Determina los autovalores y autovectores de las siguientes aplicaciones 
en ᴙ  e intenta comprender geométricamente los resultados obtenidos.
a) Aplicación identidad     b) Giro de 90Ј en sentido antihorario.

Nota: al limitarnos al estudio de endomorfismo reales las raíces complejas del polinomio 
característico no se consideran autovalores.

6
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Ejercicio. Determina os autovalores y autovectores de las siguientes aplicaciones 
en e intenta comprender geométricamente los resultados obtenidos.

a) Aplicación identidad

b) Giro de 90Ј en sentido antihorario.

Definición. El subespacio propio correspondiente a un autovalor ‗ de una matriz ὃ, 
denotado ὠ,  es el conjunto de todos los vectores ᴆὺ (incluyendo el vector nulo) que 
satisfacen la ecuación: ὃᴆὺ=‗ᴆὺȢ Es decir: 
  ὠ ᴆὺɴ ᴙȿὃᴆὺ=‗ᴆὺ}

Observación 2. ὠ es un espacio vectorial de ᴙ :
- La suma de dos autovectores ᴆὺ yό asociados a ‗ es también autovector asociado a ‗:
ὃᴆὺ ό ὃᴆὺ ὃό= ‗ᴆὺ ‗ό ‗ᴆὺ ό

- El producto de un autovector ᴆὺ asociado a ‗ por un escalar ‌ es también autovector 
asociado a ‗.
      ὃ‌ᴆὺ ‌ὃᴆὺ = ‌‗ᴆὺ ‗‌ᴆὺ

Observación 2. El subespacio propio, es el núcleo de la matriz ὃ ‗Ὅ) 

ὠ ᴆὺɴ ᴙȿὃᴆὺ=‗ᴆὺ} ᴆὺɴ ᴙȿὃ ‗Ὅᴆὺ=π} ᴆὺɴ ᴙȿὯὩὶὪὃ ‗Ὅ}

7

Observación 1. ὠ está formado por el vector nulo y los autovectores asociados a ‗Ȣ 

Nótese queπ verifica la ecuación ὃᴆὺ=‗ᴆὺȟ ya que ὃπ=‗π para cualquier‗.

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Ejemplo 1. 

8

Observación. Al ser los vectores propios asociados a un autovalor  ˂soluciones del 

sistema homogéneoὃ Ὅ˂ᴆὼҐπ :   ὨὭάὠ ὲ ὶὫὃ Ὅ˂

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

multiplicidad algebraica m( ύ˂ de un autovalor  ˂es igual a su multiplicidad como raíz 
del polinomio característico.
multiplicidad geométrica dim(ὠ) de un autovalor  ˂es igual a la dimensión del 
subespacio propio asociado al autovalor ˂ .

ρ dim(ὠ)  ά )˂ ᶨ La dimensión geométrica de un autovalor  ˂puede ser como mucho   
igual a la multiplicidad algebraica.

9

Ejemplo 2. Dados los siguientes polinomios característicos
Ð‗= τ ‗ ρ ‗ π   m(пύ=3  m( мύ=1   ρ dim(ὠ)  σ dim(ὠ )=1
Ð‗= ρ ‗ ( ς ‗ σ ‗=0  ÍмύҐƳόҍнύҐƳόоύҐм ŘƛƳόὠύ ŘƛƳόὠ ύҐŘƛƳόὠύҐм
 

eig(A) %autovalores (eigenvalues)
%autovectores lambda=4
baseV4=null(A-4*eye(4),'rational')
%autovectores lambda=-1
baseVmenos1=null(A+1*eye(4),'rational')

Ejemplo 2. 

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O
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INDEPENDENCIA DE LOS VECTORES PROPIOS.

Teorema. Un conjunto de autovectores ᴆὺ ȟᴆὺΧ, ᴆὺ} correspondientes a distintos 

autovalores ˂ ȟ˂ ,Χ, ˂  es un conjunto libre.

Teorema. La suma de subespacios propios es directa: ὠ˂ ᷊ὠ˂ π ᶅ  Ὥ Ὦ

10

Para poder diagonalizar una matriz, necesitaremos una base de autovectores. Para ello que esto sea posible deben 
cumpli

Teorema. La suma de subespacios propios es directa.
ὠ˂ ṥ ὠ˂  ṥΧ ṥὠ˂ Ṗᴙ

 siendo Ò es el número de autovalores distintos

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗ὨᶪO

Teorema. Existe una base de vectores propios de un endomorfismo en ᴙ  si y sólo si 
el polinomio característico tiene ὲ raíces reales contando multiplicidades y la 
multiplicidad geométrica coincide con la algebraica. Es decir, necesitamos que se 
cumplan las siguientes dos condiciones:
1º:  ὲ autovalores reales 

2º: ÄÉÍὠ˂ Í˂  ᶅὭ
ᵾ

Podemos formar una base de autovectores de ᴙ
(como veremos más adelante en dicho caso ὃ es diagonalizable) 

Observación. Si la matriz de tamaño ὲ asociada a un endomorfismo en ᴙ  tiene ὲ 
valores propios distintos, entonces se puede formar una base de ὲ autovectores 
considerando un vector no nulo cualquiera de cada uno de los ὲ subespacios propios.  
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Observación. El polinomio característico de un endomorfismo en ᴙ , por el Teorema 
fundamental del Álgebra, siempre tendrá dos raíces (contando multiplicidades). Esto 
da lugar a la siguiente casuística: 
Ådos raíces reales y distintas (ejemplo ὃ), 

Åuna raíz real doble (ejemplo ὃ  y ὃ ), 

Ådos raíces complejas conjugadas (ejemplo ὃ ).

Ejemplos de endomorfismos y sus autovalores y autovectores en ᴙ .

EJEMPLOS EN ᴙ .



G414 Bloque II. Álgebra y Geometría: Espacios Vectoriales.                                                                   Sara Pérez (UC). G414. Álgebra y Geometría: Endomorfismos y Diagonalización.                                                                  12

Ejemplo 4. 

Ejemplo 3. 

12

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

EJEMPLOS EN ᴙ .
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Pregunta. ¿Se te ocurre alguna matriz ὃ con esos autovalores y autovectores?

13

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

El polinomio característico de un endomorfismo en R3\mathbb{R}^3R3, por el Teorema fundamental del Álgebra, siempre tendrá tres 
ǊŀƝŎŜǎ όŎƻƴǘŀƴŘƻ ƳǳƭǘƛǇƭƛŎƛŘŀŘŜǎύΦ 9ǎǘƻ Řŀ ƭǳƎŀǊ ŀ ƭŀ ǎƛƎǳƛŜƴǘŜ ŎŀǎǳƝǎǘƛŎŀΥ ǘǊŜǎ ǊŀƝŎŜǎ ǊŜŀƭŜǎ ȅ Řƛǎǘƛƴǘŀǎ όŎŀǎƻ !м!ψм!м ύΣ ǳna raíz real doble 
ȅ ƻǘǊŀ ǎƛƳǇƭŜ όŎŀǎƻǎ !н!ψн!н  ȅ !о!ψо!о ύΣ ǳƴŀ ǊŀƝȊ ǊŜŀƭ ȅ Řƻǎ ŎƻƳǇƭŜƧŀǎ ŎƻƴƧǳƎŀŘŀǎ όŎŀǎƻ !п!ψп!п ύΣ ƻ ǳƴŀ ǊŀƝȊ ǊŜŀƭ ǘǊƛǇƭŜ όcaso 
!р!ψр!р ύΦ

Observación. El polinomio característico de un endomorfismo en ᴙ siempre tendrá 3 raíces. 
Esto da lugar a la siguiente casuística: tres raíces reales y distintas (ejemplo ὃ ), una raíz real 

doble y otra simple (ejemplo ὃ  y ὃ ), una raíz real y dos complejas conjugadas (ejemplo ὃ  ύΣ 

o una raíz real triple (ejemplo ὃ ύ.
Ejemplos de endomorfismos y sus autovalores y autovectores en ᴙ .

EJEMPLOS EN ᴙ .
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Ejemplo 5. 

Observación 1. Si una aplicación tiene como autovalor Ґ˂л, el subespacio propio 
ὠ coincide con el kernel del endomorfismo.

Observación 2. Una matriz tiene autovalor ˂=0 si y sólo si ! es singular.

14

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

EJEMPLOS EN ᴙ .
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Ejemplo 6. 

Ejemplo 7. 

15

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

Ejemplo 6. 

EJEMPLOS EN ᴙ .
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PROPIEDADES.

Una matriz ὃ y su traspuesta ὃ tienen los mismos autovalores

Si ὃ es una matriz regular con autovalor  ˂y autovector ᴆὺ, entonces 1/ ˂ es autovalor 
de ὃ  con autovector asociado también ᴆὺ .

Demostración. Dado A invertible ˂ π

Demostración. 

Ejercicio 2. Dado el siguiente polinomio característico de la matriz A:

 Ð‗= ρ ‗ ( ς ‗ σ ‗ π 

Obtener: a) autovalores de ὃ  b) autovalores de ὃ  c) autovalores de ὃ

Si ὃ es una matriz regular con autovalor ,˂ entonces ˂  es autovalor de ὃ . 

16

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O
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MATRICES SEMEJANTES.

Definición. Se dice que dos matrices ὃ y B cuadradas de tamaño ὲ son matrices 
semejantes si existe una matriz invertible P tal que cumpla la siguiente relación:
 ὄ ὖ ὃὖ  ὃ ὖὄ ὖ

Observación. Una matriz - de un endomorfismo en la base ὄ es semejante a la matriz 
del endomorfismo en la base estándar ὃ, ya que ὓ  ὖ ! ὖȢ  En general, las 
matrices de la misma aplicación en bases distintas son matrices semejantes.

Propiedades. 
ÅSi ὃ y ὄ semejantes ᵼ ὸὶὃ ὸὶὄ
ÅSi ὃ y ὄ semejantes ᵼ ὶὫὃ ὶὫὄ
ÅSi ὃ y ὄ semejantes ᵼ ὨὩὸὃ ὨὩὸὄ
ÅSi ὃ y ὄ semejantes ᵼ ὃ y ὄ tienen el mismo polinomio característico, y por tanto 

los mismos autovalores.

Nota. No confundir semejanza entre matrices con la relación de equivalencia por filas.

17

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O
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MATRICES DIAGONALIZABLES.

Definición. Una matriz ὃ es una matriz diagonalizable si existe una matriz invertible ὖ 
tal que  Ὀ ὖ ὃὖ o ! ὖὈὖ   con Ὀ una matriz diagonal.

Mediante el proceso de diagonalización utilizaremos los autovalores y autovectores 
de ὃ para encontrar (si existe) una matriz diagonal semejante.

¿Por qué nos interesan las matrices diagonales? Muchos cálculos en álgebra lineal se 
simplifican mucho si la matriz es diagonal. 

También hallar el rango (numero de 
columnas pivotales: numero de non-zero 
values en la diagonal.

18

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O



G414 Bloque II. Álgebra y Geometría: Espacios Vectoriales.                                                                   Sara Pérez (UC). G414. Álgebra y Geometría: Endomorfismos y Diagonalización.                                                                  19

DIAGONALIZACIÓN.

Teorema de diagonalización. Una matriz cuadrada de tamaño ὲ es diagonalizable si y 
sólo si ὃ tiene ὲ vectores propios linealmente independientes, es decir, si existe una 
base de formada por autovectores de ὃ.  
Como vimos anteriormente, podremos obtener una base de autovectores si y sólo si 
se cumplen las siguientes dos condiciones:
Åexisten ὲ autovalores (raíces reales) contando multiplicidades

ÅÄÉÍὠ˂ Í˂  ᶅὭ  (la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica)

Diagonalizar una matriz ! es encontrar una matriz semejante Ὀ que sea diagonal, tal 
que  ! ὖ Ὀὖ. No todas las matrices se pueden diagonalizar, por lo que antes de 
intentar diagonalizar una matriz comprobaremos si esta es diagonalizable.

Demostración. 
19

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

Método diagonalización. Diagonalizar una matriz A es encontrar una matriz 
semejante que sea diagonal, tal que D ὖ ὃὖ o ! ὖὈὖ :
ÅD: matriz diagonal con los n autovalores en su diagonal.
ÅP: matriz cuyas columnas son una base de autovectores de !Ȣ
Además, ha de respetarse el mismo orden al colocar los valores propios en la diagonal 
de $ y los vectores propios en las columnas de ὖ.
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DIAGONALIZACIÓN.

Demostración. 
20

ᴙᶰ ᷊᷾ ‗Ὠ  O

Observación. No todas las matrices son diagonalizables, por lo que antes de intentar 
diagonalizar una matriz comprobaremos si esta es diagonalizable.

Ejemplo 1.  
A=[3 0; 1 2]
eig(A) 
baseV2=null(A-2*eye(2),'r')
baseV3=null(A-3*eye(2),ΩǊΩ)
D=diag([2 3]
P=[baseV2 baseV3]






