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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Definicion. Un endomorfismo es una aplicacion lineal (u homomorfismo) con el
mismo dominio y codominio: f: R" - R"

Observacion 1. Un endomorfismo ha de ser tanto inyectivo como sobreyectivo a la vez,
o bien ninguna de las dos cosas.

Introduccion. Ejemplo 1. Autovalores y autovectores de un endomorfismo.
4 ——

A— 3 0 f:RQ%RQ 3t
- 1 2 (991,1132) — (3%1,331 + 2(132) 21

1 L

f(vy) = Aty = ( (2) ) =2 ( (1) ) = 21U, — U5 es autovector de f con autovalor 2 0

]. — —
3 ( ) = 3Us— U3 es autovector de f con autovalor 3

f(ﬁ’g):Aﬁg:(g) 1

3 ( —1 ) — 37, Uy es autovector de f con autovalor 3

o =an = 3 )
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Definicion. Se dice que A € R es un autovalor de un endomorfismo f en R" si existe
un vector no nulo X € R, tal que AX=AX.

Definicion. Se dice que un vector no nulo X € R", es un autovector de un
endomorfismo f en R™ asociado a un autovalor 1 € R, si AxX=Ax.

ecuacion caracteristica de A

(sistema homogéneo)
polinomio caracteristico p(A4)
Para que tenga mas soluciones ademas de la trivial — |4 — AI|=0 polinomio de grado n con n raices

(Teorema fundamental del Algebra)

AB=AB — AD — AP=0 — AB — UB=0 — (A — A)P=0

Procedimiento para hallar vectores y valores propios.

1. Hallar las n raices del polinomio caracteristico de la matriz A (cuadrada y de orden
n), obtenido a partir de la ecuacion |A — AI|=0. Las raices reales seran los
autovalores de A.

2. Para cada valor propio A;, resolver el sistema compatible indeterminado
(A — \;)v=0. Los vectores solucion no nulos seran los autovectores de A;.
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

(Ejemplo 1. f:R? - R?

3 0
(21, 22) = (321,21 + 222) A= ( 1 2 )

paso 1: Hallamos los autovalores resolviendo el polinomio caracteristico de A.

3 0 A0 3—XA 0
|A—/\I|:|(1 2)-(0 A)‘:‘ : 2_)\‘:(3—/\)(2—)\):O—>/\:2,/\:3

paso 2: Hallamos los autovectores asociados a cada autovalor resolviendo el SCI de (4 — AI)Z = 0.

~N

hallamos los autovectores de A = 2 resolviendo (A — 217 = 0:

(ra)(n)=(o)=(2)-(2)

1 0 o 0 o o

los autovectores asociados a X = 2 son vectores de R? con z; = 0,
excluyendo el vector nulo

hallamos los autovectores de A = 3 resolviendo de (A — 31)Z = 0:

(v 5)(5)=(0)=(2)=(%)

los autovectores asociados a X = 3 son vectores de R? con x1 = s,

® A b N Lo N w s

(xcluyendo el vector nulo
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

[Ejercicio 1. Determina los autovalores y autovectores de las siguientes aplicaciones\
en R? e intenta comprender geométricamente los resultados obtenidos.
a) Aplicacionidentidad b) Giro de 90° en sentido antihorario.

\_ J

Nota: al limitarnos al estudio de endomorfismo reales las raices complejas del polinomio
caracteristico no se consideran autovalores.
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Definicion. El subespacio propio correspondiente a un autovalor A de una matriz A4,
denotado V3, es el conjunto de todos los vectores v (incluyendo el vector nulo) que
satisfacen la ecuacidn: Av=Av. Es decir:

V, = (0 € R AD=AD)

Observacion 1. V, esta formado por el vector nulo y los autovectores asociados a A.
Nétese que 0 verifica la ecuacidn Av=Av, ya que A0=10 para cualquierA.

Observacion 2. V/; es un espacio vectorial de R":

- La suma de dos autovectores ¥ y U asociados a A es también autovector asociado a A:
AW+ u) =Av+Au=v + Au =A(v + u)

- El producto de un autovector v asociado a A por un escalar « es también autovector

asociado a A.

A(av) = aAv = alv = A(av)
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Observacion. Al ser los vectores propios asociados a un autovalor A soluciones del
sistema homogéneo (4 — Ail)f=6 . dim(Vy) =n—rg(A — A

@jemplo 1. f:R2 & R? )
Subespacio propio asociado a A = 2: (r1,22) — (321,71 + 2732)

o O

= (ZeRYAT =27} = {FeR*(A-20)i =0} = {T ¢ R2](< }
forma paramétrica Vs: ( 1 ) = {( ¥ ) la € R}
i) 8}

forma implicita Va: {(x1,22) € R?|z; = 0}

1 2

(1)

base de V5: {((1))} :.
Subespacio propio asociado a A\ = 3: f
Va={7 € R?|A7 = 37} ={7F € R?|(A - 3])Z= 6:{56R2|(( ? _01 ):17:6} _‘1)
forma paramétrica Vi: ( ) ( ) o € R} 2
forma implicita Vs: {(331,332) € IR2|581 —x9 =0} vo € Vo : |
kbasedeVa:{(i)} U € Vs e 2 -é 210123 4 _J
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

multiplicidad algebraica m(A) de un autovalor A es igual a su multiplicidad como raiz
del polinomio caracteristico.

multiplicidad geométrica dim(V/;) de un autovalor Aes igual a la dimension del
subespacio propio asociado al autovalor A.

— La dimension geométrica de un autovalor A puede ser como mucho
igual a la multiplicidad algebraica.

1 <dim(V3) < m(A)

Ejemplo2. f:R* - R* RO
0 4 O 0
(X1, 22, T3, 24) = (421 + 22, 422, —23, —24) A=1 00 -1 0
4 — )\ 1 0 0 0O 0 0 -1
0 4 — \ 0 0 9 2
A=A 0 0 —1-A 0 “ )\)pcglinlomic? larac’?eristico de A
0 0 0 —1-A
PR .
multiplicidades algebraicas: m(4) =2 ;gfﬁlv/i:g?\eljIg;i,((jealfzelnvalueS)
m(—1) =2 baseV4=null(A-4*eye(4),' rational’)
multiplicidades geométicas: dim(Vy) =1 %autovectores lambda=-1
dim(V_1) =2 baseVmenosl=null(A+1*eye(4), rational')
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NDEPENDENCIA DE LOS VECTORES PROPIOS.

Teorema. Un conjunto de autovectores {v,, V5..., ﬁp} correspondientes a distintos
autovalores A4, 4,,..., A, es un conjunto libre.

Teorema. La suma de subespacios propios es directa: V;\i N V;\j = {6} Vi#]

Teorema. Existe una base de vectores propios de un endomorfismo en R" si y sélo si
el polinomio caracteristico tiene n raices reales contando multiplicidades y Ia
multiplicidad geométrica coincide con la algebraica. Es decir, necesitamos que se
cumplan las siguientes dos condiciones:

12: n autovalores reales o Podemos formar una base de autovectores de R"
; . como veremos mas adelante en dicho caso A es diagonalizable
22: dim (V;\i) =m(A;) Vi ( 8 )

Observacion. Si la matriz de tamafio n asociada a un endomorfismo en R" tiene n
valores propios distintos, entonces se puede formar una base de n autovectores
considerando un vector no nulo cualquiera de cada uno de los n subespacios propios.
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EJEMPLOS EN R“.

Observacion. El polinomio caracteristico de un endomorfismo en R?, por el Teorema
fundamental del Algebra, siempre tendra dos raices (contando multiplicidades). Esto
da lugar a la siguiente casuistica:

* dos raices reales y distintas (ejemplo A¢),

* unaraiz real doble (ejemplo A, y Ay),
* dos raices complejas conjugadas (ejemplo A,).

Ejemplos de endomorfismos y sus autovalores y autovectores en R?.

Casos Raices | Autovalores | Multip. | Subespacios propios | Multip. Existe base de
Algebr. Geomét. | R? formada por
Matriz aplicacién autovect.
A — 3 0 2 2 1 Vo =< (0,1) > 1 g
F=\1 2 3 3 1 Vs =< (1,1) > 1
2 0 2 ,
Ay = ( 0 2 ) doble 2 2 Vo =< (1,0),(0,1) > 2 Si
-3 2 -3
Ap = ( 0 3 ) doble -3 2 V_3 =< (1,0) > 1 No
B 1 1 1+1
Ap = ( -1 1 ) 1-i No
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EJEMPLOS EN R,

Gjemplo 3. (20 g \
1) Ao = ( 0 2 ) ) —*
2| 2
‘26)\ 20)\‘ (2 — )\)zOﬁ)\szoble 0 0
2)resolvemos 207 = 2| -2
0 0 0 [« 4 4
0 0 0 s 6 -6
. X 4 2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6
VQ:<(0):(1)> V2:R2
h f(v1) = =303
Ejemplo 4. P ( _3 o 4 —74 § !
"~ o -3 )
LI A 2| 5(03) b 303
=(-3-X)2?=0— \= —3 doble 0 0
0  3—A\ , ,
2) resolvemos (A4 31)Z =0
0 2 0 [« 4 4
0 0 0 L0 -6 -6
4 2 0 2 4 6 420 2 4 6
(_3 =< ( é ) >= {(331,332) S R2|LE2 = 0} V_g C R? 1,02 € V_g 13,04 ¢ Vg )
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EJEMPLOS EN R,

Observacién. El polinomio caracteristico de un endomorfismo en R3siempre tendra 3 raices.
Esto da lugar a la siguiente casuistica: tres raices reales y distintas (ejemplo A ), una raiz real
doble y otra simple (ejemplo A, y Ap), una raiz real y dos complejas conjugadas (ejemplo 4, ),
0 una raiz real triple (ejemplo A;).
Ejemplos de endomorfismos y sus autovalores y autovectores en R3.

Casos Raices | Autovalores | Multip. Subespacios propios Multip. Existe base de
Algebr. Geomét. | R? formada por
autovect.
5 =8 1 —2 -2 1 V_o =< (—58,—-49,14) > 1 s
A= 0 0 7 0 0 1 Vo =< (8,5,0) > 1
0o 0 =2 5 5 1 Vs =< (1,0,0) > 1
4 -1 6 2 doble 2 2 Vo =< (-3,0,1),(1,2,0) > 2 S
Ag—(2 1 6) 9 9 1 Vo =< (1,1,1) > 1
2 -1 8
2 4 3 —2 doble —2 2 V_g =< (-1,1,0) > 1 no
Ap,=1 -4 -6 -3 1 1 1 Vi=<(1,-1,1) > 1
3 3 1
3 =2 0 1 1 1 Vi =<(0,0,1) > 1 no
A, = ( 4 -1 0 ) 1 —2i
2 1 1 1424
Ay 2 triple 2 3 Ve =< (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) > 3 s

Pregunta. ¢Se te ocurre alguna matriz A; con esos autovalores y autovectores?

| [og
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EJEMPLOS EN R,

Observacion 1. Si una aplicacion tiene como autovalor A=0, el subespacio propio
Vo coincide con el kernel del endomorfismo. si A =0, (A—-X)Z7=0— A7 =0

Observacion 2. Una matriz tiene autovalor A=0 si y s6lo si A es singular.
si A =0 es autovalor < |[A — \I| =|A —0I| = |A| = 0 < A es singular

(Ejemplo 5. g 1 )
Ar=[0 0o 7
0O 0 =2 i>
)\1 — _2, )\2 — O, AS — 5 5 5 f(,U—i) = 9,
i . . vs € Vs f(v3) = 503
Vio=<| —49 | > Vo=<| 5 | >=ker(f),Vs=<| 0 | > O 03 € Vi 0 L > o
14 0 0 - (v3) =0
5 V] € V_z 5
58 8 1 5 5
base de R? formada o 49 5 0 |y 5 5
or autovectores de Ay ’ ’ 0 0 0 0
p 14 2 0 -5 -5 -5 -5
\__ y,
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EJEMPLOS EN R°.

(Ejemplo 6. ( 4 -1 6 )

)\1 :2,)\2 :2,)\3 =9 m(2) :2,m(9) =1

Vo =< (-3,0,1),(1,2,0) >={(z,y,2) € R*|Z —
Vo =< (1,1,1) >={(z,y,2) € R¥|y = 252 = z}

< (-3,0,1),(1,2,0),(1,1,1) >=R3

- 2 4 3
Ejemplo 7. PR
3 3 1

V_o =< (—1, 1,0) >
Vi =< (1, —1, 1) >

C (_17 190)3 (17 _191) >C R3

c+z2=0}

)\1 — —2,)\2 — —2,)\3 =1 m(—2) — 2,m(1) =1

-10

10,

o
a
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PROPIEDADES.

‘ Una matriz A y su traspuesta At tienen los mismos autovalores

Demostracion.
|AY — NI| = |AY = AI'| = |(A = AD)!| = |A — M| - Ay A" tienen el mismo polinomio caracteristico

Si A es una matriz regular con autovalor A y autovector ¥, entonces 1/ A es autovalor
de A~ con autovector asociado también v .

Demostracion. Dado A invertible (A # 0)
AZ =0T - ATTAZ = DMNATIZ - Z =DA% - A7 1% =

T

>

‘Si A es una matriz regular con autovalor A, entonces A* es autovalor de A¥.

Ejercicio 2. Dado el siguiente polinomio caracteristico de la matriz A:
pA=1-)(-2-)@B-1) =0
Obtener: a) autovalores de AY b) autovalores de A~1 ¢) autovalores de A%
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MATRICES SEMEJANTES.

Definicion. Se dice que dos matrices A y B cuadradas de tamano n son matrices

semejantes si existe una matriz invertible P tal que cumpla la siguiente relacion:
B = (P) 'AP<> A= PB (P)™1

Observacion. Una matriz M de un endomorfismo en la base B es semejante a la matriz
del endomorfismo en la base estdndar A, ya que M = (Pg) 1A P5. En general, las
matrices de la misma aplicacion en bases distintas son matrices semejantes.

Propiedades.

 SiAy B semejantes = tr(4) = tr(B)

* SiAyB semejantes > rg(4) =rg(B)

 SiAvy B semejantes = det(A) = det(B)

e SiAy B semejantes = A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, y por tanto
los mismos autovalores.

Nota. No confundir semejanza entre matrices con la relacion de equivalencia por filas.
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MATRICES DIAGONALIZABLES.

Definicion. Una matriz A es una matriz diagonalizable si existe una matriz invertible P
talque D = (P)"*AP oA = PD(P)~ ! con D una matriz diagonal.

éPor qué nos interesan las matrices diagonales? Muchos calculos en algebra lineal se
simplifican mucho si la matriz es diagonal.

calculo de la imagen de un vector Z: calculo del antecedente de un vector y:

a;; 0 0 0 1 a111 a1 0O 0 0 y1/ai Y1
0 as9 0 0 To B 929 0 a22 0 0 yZ/a22 _ Y2
0 0 ass 0 T3 a a33T3 0 0 a33 0 93/6533 Y3
0 0 0 44 X4 4424 0 0 0 44 y4/a44 Y4
det(D) = T | Qi calculo de potencias de una matriz cuadrada:
. a0 0 0 a0 0 0
: : 0 ax 0 O 0 a5, 0 0
rg(D): nimero de elementos no nulos de la diagonal 22 k— 22
0 0 ass O 0 0 af 0
0 0 0 oau 0 0 0 af

A; = a;; los autovalores son los elementos de la diagonal
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DIAGONALIZACION.

Teorema de diagonalizacion. Una matriz cuadrada de tamano n es diagonalizable si y
solo si A tiene n vectores propios linealmente independientes, es decir, si existe una
base de formada por autovectores de A.

Como vimos anteriormente, podremos obtener una base de autovectores si y solo si
se cumplen las siguientes dos condiciones:

* existen n autovalores (raices reales) contando multiplicidades

e dim (V;\i) = m(A;) Vi (la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica)

Método diagonalizacion. Diagonalizar una matriz A es encontrar una matriz
semejante que sea diagonal, tal que D= (P) AP o A = PD(P)~!:

* D: matriz diagonal con los n autovalores en su diagonal.

* P: matriz cuyas columnas son una base de autovectores de A.

Ademas, ha de respetarse el mismo orden al colocar los valores propios en la diagonal
de D y los vectores propios en las columnas de P.
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DIAGONALIZACION.

Observacion. No todas las matrices son diagonalizables, por lo que antes de intentar
diagonalizar una matriz comprobaremos si esta es diagonalizable.

(Ejemplo 1. 3 0 )
jemp A(1 2) 0 1 2 0 A=[30; 1 2]
- P= D= eig(A)
1 1 0 3 8

‘A — )\I| =0=>A=2,12=3 comprobarmos que D — P~ AP: baseV2=null(A-2*eye(2),'r')

0 5 0 01 1 5 '0 0 1 baseV3=null(A-3*eye(2),r’)
(O R RGN I

1 3 P=[baseV2 baseV3]
Va =< ( 1 ) ~ otra posible diagonalizacion:

1

(1) e (3)

B = {( (1) ) : ( 1 )} base de R? la columna correspondiente a un autovector en P debe coincidir

1 con la columna de su autovalor correpondiente en D

D es una matriz semejante a A, el mismo endomorfismo queda mas sencillo expresado en la base de vectores propios

AT = D(Z)p = (¥)p
C(T)(n)-

(o) (65)(2),-(m), ,
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DIAGONALIZACION. EJEMPLOS.

Ejemplo 8. Diagonalizacion de la matriz A.

1) hallamos sus autovalores y comprobamos que sea diagonalizable.

|1/12/;)‘ 1/12/3)\ =N A=XA-1) = A=1,A=0 2 )
A es diagonalizable \/ T
2)

(—11//22 _11//22)(;3):(8);»1/1:<(1,1)> /
(%3 1@)(5):(8):}%:<(_1’D> ';-1 0

B={(1,1),(—1,1)} base de autovectores

3) construimos las matrices D y P:

=y
I

(

o

3/2
~1/2

7
7
s
s
7
(AN
4 S
sB N
s

(1)

0 0

comprobamos:

K(1/2 1/2):(1 —11

1/2 1/2
Universidad

de Cantabria
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APLICACION. CALCULO DE LAS POTENCIAS DE UNA MATRIZ.

Calculo de potencias. Si A es una matriz diagonalizable, el calculo de se simplifica
notablemente, ya que A = PD(P) L. Por tanto:

Ak =A...A=pPDP~'...PDP~'=PD...DP 1 = ppkp-1
\ / L. _J \ /

"

k veces k veces k veces

. , : . ™
Ejemplo 9. Calculo de |la novena potencia de |la matriz A.
3 0 /(0 1 (20
A:(l 2)_) P_(l 1) D_(O 3)
qo_ (30 (01 29 () 0 1\ ' _[1/2 1/2
1 2 11 0 39 11 1/2 1/2
\. y,

Universidad
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