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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Definicion Un endomorfismo es una aplicacionlineal (u homomorfismo) con el
mismodominioy codominia @g © 1

Observacion 1Un endomorfismo ha de ser tanto inyectivo como sobreyectivo a la vez,
0 bien ninguna de las dos cosas.

Introduccion Ejemplo 1 Autovalores yautovectoresde un endomorfismo.
4 —

A _ 3 0 f . RQ — RQ 3t

1 2 (ﬂCl,Ig) — (3%1,231 + 2(132) 21

1 L

f(vy) = Aty = ( (2) ) =2 ( ¥ ) = 21U, — V3 es autovector de f con autovalor 2 0

1
- . 3 1 S
f(v3) = Avg = 2 | = 3 1 )= 3Us— U3 es autovector de f con autovalor 3

3 ( —1 ) — 37, Uy es autovector de f con autovalor 3
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Definicion Sediceque _N a9 esun autovalorde un endomorfismoQensa siexiste
unvectornonulo@™ a ,talqueo@_ &

Definicion Se dice que un vector no nulo @N 9 , es un autovector de un
endomorfismo'Qena asociadcaun autovalor_N s, Sio@~_aB

Yy ecuacion caracteristica de A
— Odl 1T (sistema homogéneo)
polinomio caracteristicq(_)

Para que tenga mas soluciones ademas de la triviab _ [O1 polinomio de grad@ con¢ raices
(Teorema fundamental del Algebra)

o=t Ob _®wn Ob _#@n o

Procedimiento para hallar vectores y valores propios.

1. Hallarlas¢ raicesdel polinomiocaracteristicade la matrizo (cuadraday de orden
¢ hobtenido a partir de la ecuacion |0 _ [On. Las raices reales seran los
autovaloresdeo.

2. Paracadavalorpropio <, resolverel sistemacompatibleindeterminado

0 <'O#l Tt Losvectoressolucidonno nulosseranlos autovectoresde < .
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

@jemplo 1. f:R? > R?

3 0
(21, 22) = (321,21 + 222) A= ( 1 2 )

paso 1: Hallamos los autovalores resolviendo el polinomio caracteristico de A.

3 0 A0 3—XA 0
|A—/\I|:|(1 2)-(0 A)‘:‘ : 2_)\‘:(3—/\)(2—)\):O—>/\:2,/\:3

paso 2: Hallamos los autovectores asociados a cada autovalor resolviendo el SCI de (4 — AI)Z = 0.

~N

hallamos los autovectores de A = 2 resolviendo (A — 217 = 0:

(ra)(n)=(o)=(2)-(2)

1 0 o 0 o o

los autovectores asociados a X = 2 son vectores de R? con z; = 0,
excluyendo el vector nulo

hallamos los autovectores de A = 3 resolviendo de (A — 31)Z = 0:

(v 5)(5)=(0)=(2)=(%)

los autovectores asociados a X = 3 son vectores de R? con x1 = s,

® A b N Lo N w s

(xcluyendo el vector nulo
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

4 Ejerciciol. Determinalosautovaloresy autovectoresde Iassiguientesaplicaciones\
ensa eintentacomprendergeométricamentdosresultadosobtenidos
a) Aplicacion identidad b) Giro deJ¥h sentido antihorario.

\_ J

Nota: al limitarnos al estudio de endomorfismoreales las raicescomplejasdel polinomio
caracteristicano seconsideramutovalores
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Definicion Elsubespacigropio correspondientea un autovalor_ de unamatriz 0,
denotadow, esel conjunto de todoslos vectoresw (incluyendoel vector nulo) que
satisfacera ecuacion o w=_wSEsdecir.

W BN 9 DE=_1}

Observacionl. w estaformado por el vector nulo y los autovectoresasociadosa _8
Néteseque mtverificala ecuaciond i=_ihyaque 0 T=_tt paracualquier .

Observacior?. w esun espaciovectorialde 5
- Lasumade dosautovectoresay 0 asociados_ estambiénautovectorasociadaa _
o 6) o 00=_ _0 _(b O)
- Elproductode un autovectorw asociadoa _ por un escalat estambiénautovector
asociadaa _
ol @) | Ob=| _® _| ®
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

Observacion Al ser los vectorespropios asociadosa un autovalor <solucionesdel

sistemahomogéneo(6 < Qalm: QQ@w) & 1 W <0

‘Ejemplo 1. £R? 5 R? )

Subespacio propio asociado a A = 2: (r1,22) — (321,71 + 2732)
= {FeR?|AT =27} = {(F e R?|(A—-2D)7 =0} = {F ¢ R2](< } 3 0 )

forma paramétrica Va: ( = ) = {( ! ) o € R} 12

i) 8}

forma implicita Va: {(x1,22) € R?|z; = 0}

o O

N—
81
I
)]
——
D
N

basedevgz{((l’)} :

Subespacio propio asociado a \ = 3: f

Va={7 € R?|AT = 37} ={7 e R?|(A - 3])Z= 6:{56R2|(( 2 _01 )f:(_f} _‘13

forma paramétrica Vij: ( ) ( ) la € R} 2

forma implicita Vs: {(331,332) € R?|zy — a0 =0} b € Vo 451 |
kbasedeVg,:{(i )} Ts, Uy € Vs oA _5 P 4)
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AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UN ENDOMORFISMO.

multiplicidad algebraicam(<0de un autovalor< esiguala su multiplicidadcomoraiz
del polinomiocaracteristico

multiplicidad geométricadim(w) de un autovalor <es igual a la dimension del
subespacigropio asociadaal autovalor<.

o dim@@) & < ¢ Ladimension geometrica de un autovaigruede ser como mucho
igual a la multiplicidad algebraica
Ejemplo 2.  f:R* — R AT
(X1, 22,23, 24) = (421 + 22,429, —23, —T4) A=10 0 _1 o
4— A\ 1 0 0 00 0 -1
0 4— A\ 0 0 9 9
|A )\I| B 8 8 _10_ A 10 \ B (4 )\)pcglinlomic? largc?eristico de A
i 0)
multiplicidades algebraicas: m(4) = 2 ;g(ﬁg\giﬁé?g:fr;ebscﬁiinvalue)s
m(—1) =2 baseV4aull(A-4*eyeg4), rational)
multiplicidades geométicas: dz:m(V4) =1 Vautovectoredambda=1 L
dim(V_1) = baseVmenoslaull(A+1%eye(4), rational)
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NDEPENDENCIA DE LOS VECTORES PROPIOS.

Teorema Un conjunto de autovectores @& hd X, ® } correspondientesa distintos
autovalores< hx X, < esun conjuntolibre.

Teorema Lasumade subespaciopropiosesdirecta «x . ml Q0

Teorema Existeunabasede vectorespropiosde un endomorfismoena siy solosi
el polinomio caracteristicotiene € raices reales contando multiplicidadesy la
multiplicidad geométrica coincide con la algebraica Es decir, necesitamosque se
cumplanlassiguientesdoscondiciones

1°: £ autovalores reales Podemos formar una base deitovectoresde g
20- i E GQ ) i (<) 10 (como veremos mas adelante en dicho casesdiagonalizablp

Observacion Sila matriz de tamafno € asociadaa un endomorfismoen 1 tiene €
valores propios distintos, entonces se puede formar una base de € autovectores
considerandaun vectorno nulo cualquierade cadauno de los€ subespaciopropios

UC | D&, G414. Algebra y Geometria: Endomorfismos y Diagonalizacién. 10 & W Zfm



EJEMPLOS EN A

Observacion Elpolinomio caracteristicade un endomorfismoen s , por el Teorema
fundamentaldel Algebra,siempretendra dos raices(contandomultiplicidades) Esto
dalugaralasiguientecasuistica

A dos raices reales y distintas (ejemplo,

A una raiz real doble (ejempftd y0 ),
A dos raices complejas conjugadas (ejentpld

Ejemplos de endomorfismos y sus autovaloreaytovectoresens .

Casos Raices | Autovalores | Multip. | Subespacios propios | Multip. Existe base de
Algebr. Geomét. | R? formada por
Matriz aplicacién autovect.
A — 3 0 2 2 1 Vo =< (0,1) > 1 g
F=\1 2 3 3 1 Vs =< (1,1) > 1
2 0 2 ,
Ay = ( 0 9 ) doble 2 2 Vo =< (1,0),(0,1) > 2 Si
-3 2 -3
Ap = ( 0 3 ) doble -3 2 V_3 =< (1,0) > 1 No
B 1 1 1+1
Ap = ( -1 1 ) 1-i No
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EJEMPLOS EN A

(Ejemplo 3. (20 g I
1) A, = ( 0 9 ) 4 =y 4
2| 2
2—X 0
‘ 0 2_)\‘ (2=X)2=0— A\ doble 0 L 0
2)resolvemos (A — 21)# = 0: 2| -2
0 0 1 \ (0 N T\ [ « 4 4
0 0 o ) \ 0 2 ) \ B 6 6
. ; 4 2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6
VQ:<(0):(1)> VZ—Rz
: h f(v1) = =3v1
Ejemplo 4. | ( 3 9 4 4
"~ o -3 )
LI A 2| 5(03) b 303
=(-3-X)2?=0— \= —3 doble 0 0
0  3—A\ , ,
2) resolvemos (A4 31)Z =0
0 2 0 [ « -4 -4
0 0 0 S\ 0 -6 -6
4 2 0 2 4 6 420 2 4 6
(_3 =< ( é ) >= {(331,332) S R2|LE2 = 0} V_g C R? 1,02 € V_g 13,04 ¢ Vg )
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EJEMPLOS EN A

Observacion El polinomio caracteristicade un endomorfismoen a1 siempretendra 3 raices
Estoda lugara la siguientecasuisticatres raicesrealesy distintas(ejemploo ), unaraizreal
dobley otra simple(ejemplo0 y 0 ), unaraizrealy doscomplejasconjugadagejemploo

0 unaraizrealtriple (ejemploo . 0

Ejemplos de endomorfismos y sus autovaloreawtovectoresen s

2

Casos Raices | Autovalores | Multip. Subespacios propios Multip. Existe base de
Algebr. Geomét. | R? formada por
autovect.
5 =8 1 —2 -2 1 Vog =< (—58 49,14) > 1 s
A= 0 0 7 0 0 1 Vo =< (8,5,0) > 1
0 0 =2 5 5) 1 Vs = (1 0,0) > 1
4 -1 6 2 doble 2 2 Vo =< (-3,0,1),(1,2,0) > 2 S
Ag—(2 1 6) 9 9 1 Vo =< (,1,1) 1
2 -1 8
2 4 3 —2 doble —2 2 V_g =< (-1,1,0) > 1 no
Ap,=1 -4 -6 -3 1 1 1 Vi=<(1,-1,1) > 1
3 3 1
3 =2 0 1 1 1 Vi =<(0,0,1) > 1 no
A, = ( 4 -1 0 ) 1—2:
2 1 1 1424
Ay 2 triple 2 3 Ve =< (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) > 3 s

Pregunta.¢ Se te ocurre alguna matiz con esos autovaloresautovectore®
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EJEMPLOS EN A

Observacionl. Siuna aplicaciontiene como autovalor <, el subespaciopropio
w coincideconel kerneldelendomorfiSmo si A =0, (A - A)Zf=0— AZ=0

Observacion 2Una matriz tiene autovalot=0 si y solo di es singular.

si A =0 es autovalor < |A — \]| =

A -0l =

|A| = 0 < A es singular

ijempIo 5. - s 1
Ar=| 0 0o 7
0O 0 =2
)\1 — _2, )\2 — O, AS — 5 5 f(,U—i) = 9,
i . . vs € Vs f(v3) = 503
Vig=<| =49 | > Vo=<| 5 | >=ker(f), Vs =< | 0 | > 0 vy €V L=
14 0 0 - (v3) =0
v, €1V_9
5 i}
58 8 1 5 5
base de R? formada o 49 A5 ], o 0 5 0 5
por autovectores de Ay 14 9 0 0 0
-5 -5 -5 -5
g
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EJEMPLOS EN 4

(Ejemplo 6. ( 4 -1 6 )

)\1 :2,)\2 :2,)\3 =9 m(2) :2,m(9) =1

Vo =< (-3,0,1),(1,2,0) >={(z,y,2) € R*|Z —
Vo =< (1,1,1) >={(z,y,2) € R¥|y = 252 = z}

< (-3,0,1),(1,2,0),(1,1,1) >=R3

I 4
Ejemplo 7. N ( _24 * _33 )
3 3 1

V_o =< (—1, 1,0) >
Vi =< (1, —1, 1) >

C (_17 190)3 (17 _191) >C R3

c+z2=0}

)\1 — —2,)\2 — —2,)\3 =1 m(—2) — 2,m(1) =1

-10

10,

o
a
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PROPIEDADES.

‘ Una matrizo y su traspuest® tienen los mismos autovalores

Demostracion.
|AY — NI| = |AY = AI'| = |(A = AD)!| = |A — M| - Ay A" tienen el mismo polinomio caracteristico

Si0 es una matriz regular con autovaloy autovectorw, entonces 1K es autovalor
de0 conautovectorasociado tambiém.

DemostracionDado A invertible< 11

AT =XAF 5 AT TAZ = MNAT1Z - =) A" - A% =37

>

‘Sit‘) es una matriz regular con autovakarentonces< es autovalor d®

Ejercicio 2Dado el siguiente polinomio caracteristico de la matriz A:

bO=p _(¢ _ 0o _ T

Obtener: a) autovalores d@ b) autovalores d® c¢) autovalores de
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MATRICES SEMEJANTES.

Definicion Sedice que dos matrices0 y B cuadradasde tamafio € son matrice
semejantessi existeunamatrizinvertible Ptal que cumplala siguienterelacion
0 0 00060 060

ObservacionUnamatriz- de un endomorfismoenlabased essemejanteala matriz
del endomorfismoen la baseestandaro, ya que U 0 | 0 8 Engeneral,las
matricesde la mismaaplicacioren basesdistintassonmatricessemejantes

Propiedades.

A Sio y6 semejantes 0 {0) 0 {6)

A Si0o yo6 semejantes 1 ©®W) 1 ©)

A Sio y06 semejantes Q' Qo) Q'Q0)

A Sid0 y 6 semejantes 0 y 6 tienen el mismopolinomio caracteristicoy por tanto
los mismosautovalores

Nota. No confundir semejanza entre matrices con la relacion de equivalencia por filas.
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MATRICES DIAGONALIZABLES.

Definicion Unamatriz® esunamatriz diagonalizablesi existeunamatriz invertible 0
talque O 0 oLo! 0VOVU con’Ounamatrizdiagonal

¢, Por qué nos interesan las matrices diagonal&sichos calculos en algebra lineal se
simplifican mucho si la matriz es diagonal.

calculo de la imagen de un vector Z: calculo del antecedente de un vector y:

a;; 0 0 0 1 a111 a1 0O 0 0 y1/ai Y1
0 as9 0 0 To B 929 0 a22 0 0 yZ/a22 _ Y2
0 0 ass 0 T3 a a33T3 0 0 a33 0 93/6533 Y3
0 0 0 44 X4 4424 0 0 0 44 y4/a44 Y4
det(D) = T | Qi calculo de potencias de una matriz cuadrada:
. a0 0 0 a0 0 0
: : 0 ax 0 O 0 a5, 0 0
rg(D): nimero de elementos no nulos de la diagonal 22 k— 22
0 0 0 oau 0 0 0 af

A; = a;; los autovalores son los elementos de la diagonal
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DIAGONALIZACION.

Teoremade diagonalizacionUnamatriz cuadradade tamafo¢ esdiagonalizablesiy
s6losi 0 tiene € vectorespropioslinealmenteindependientesges decir, si existeuna

basede formadapor autovectoresde 0.
Comovimosanteriormente, podremosobtener una basede autovectoressiy solo si

secumplenlassiguientesdoscondiciones
A existen¢ autovaloreqraicegeales)contandomultiplicidades

A A quk) | (<)} "QYlamultiplicidadgeométricaesiguala la algebraica)

Metodo diagonalizacion Diagonalizaruna matriz A es encontrar una maitriz
semejanteque seadiagonaltalqueD 0 00 o! 0 OV

A D: matrizdiagonalconlosn autovaloresen sudiagonal

A P matrizcuyascolumnassonunabasede autovectoresde ! 8
Ademashaderespetarsesl mismoordenal colocarlosvalorespropiosen la diagona
de $ ylosvectorespropiosen lascolumnasde 0.
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DIAGONALIZACION.

Observacion No todas las matricesson diagonalizablespor lo que antesde intentar
diagonalizaunamatrizcomprobaremosi estaesdiagonalizable

@Jemplo 1. 0 ( 3 0 ) - - A0 12 \
L2 — P= D= -
( 1 1 ) ( 0 3 ) eigA)
‘A N AI' =02 A= 2, A=3 comprobamos que D = P~ AP: baseV2aull(A-2*eye2),r')
0 P ! \ -1 ' baseV3naull(A-3*eye(2) O NX]
V2:<( )> (20):(01) (30)(01>\/ D=diag([2 3]
1 0 b L2 b P=paseV2 baseV3]

V3 =< ( 1 > otra posible diagonalizacién:
1

(1) o= (30

B = {( 0 ) : ( 1 )} base de R? la columna correspondiente a un autovector en P debe coincidir

1 con la columna de su autovalor correpondiente en D

\- Y,
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