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i Qué es un Método Numérico?
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i Qué es un Método Numérico?

Método Numérico

Un método numérico es un procedimiento mediante el cual se obtiene, casi siempre de
manera aproximada, la solucién de ciertos problemas realizando célculos puramente
aritméticos y logicos.

Consiste de una lista finita de instrucciones precisas que especifican una secuencia
de operaciones algebraicas y légicas (algoritmo), que producen una aproximacién
de la solucién del problema (solucién numeérica).

Los métodos numéricos son esenciales para:

e Resolver problemas que no tienen solucién analitica.

Manejar problemas de gran tamafio o complejidad.

Obtener soluciones rapidamente mediante el uso de ordenadores.

Permitir la simulaciéon y modelizacién de sistemas reales.
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Caracteristicas Principales

e Aproximacion: Los métodos numéricos proporcionan soluciones aproximadas,
no exactas.

e |teracion: Muchos métodos dependen de procesos iterativos para refinar la
solucién.

e Error: Siempre hay un error asociado con las soluciones, que se puede
cuantificar y minimizar.

e Computacion: Utilizan algoritmos que pueden ser implementados en
computadoras para resolver problemas grandes y complejos.

La eficiencia en el célculo depende de:

e La facilidad de implementacién del algoritmo.

e Las caracteristicas especiales y limitaciones de los instrumentos de célculo.
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No os fiais del ordenador

1. Ejecutar sobre el ordenador: 0,3 — 0,2 — 0,1
2. Ejecutar sobre el ordenador: 10% + 345 — 10®° 4+ 54 + 10°° — 2 — 10%°

Importante

Cualquier procedimiento numérico debe considerar el control de errores para medir cémo
afectan al resultado!
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Sistema binario

El ordenador, normalmente, recibe informacién en formato decimal, la cual es
transformada a binario. Posteriormente, realiza las operaciones pertinentes,
convierte el resultado de nuevo a decimal y finalmente informa al usuario de este
resultado.

Sistema binario

Sistema binario es un sistema de numeracién en el que los nimeros se representan
utilizando solamente dos cifras: cero y uno (0 y 1).
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Sistema binario uc

Para transformar un nimero del sistema decimal al sistema binario:

1. Se transforma la parte entera a binario:

100, = 1100100,

2. Se sigue con la parte fraccionaria, multiplicando cada nimero por 2. Si el
resultado obtenido es mayor o igual a 1 se anota como un uno (1) binario. Si
es menor que 1 se anota como un 0 binario.

3. Después de realizar cada multiplicacién, se colocan los niimeros obtenidos en
el orden de su obtencién. Algunos niimeros se transforman en digitos
periédicos, por ejemplo: el 0.1.
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Conversion de Decimal a Binario Uc

Ejercicio (1.1)

Sea el ndmero decimal 10.5708, pasarse a binario hasta 8 decimales.

1. La parte entera: 10 = (1010),

2. La parte fraccionaria:
0,5708 x 2 =1,1416 —» 1
0,1416 x 2 =0,2832 — 0
0,2832 x 2 = 0,5664 — 0
0,5664 x 2 =1,1328 — 1
0,1328 x 2 = 0,2656 — 0
0,2656 x 2 = 0,5312 — 0
0,5312 x 2 =1,0624 — 1
0,0624 x 2 = 0,1248 — 0

3. 0,5708 = (0,10010010),
4. 10,5708 = (1010,10010010),
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Tipos de numeros [ od

Los célculos de ordenador utilizan 2 tipos de niimeros:

e Integer (NGmeros enteros)
Representados por un nimero fijo de bits, estos niimeros no tienen parte
fraccionaria.
Con 64 bits se pueden representar 2% valores:
o Enteros sin signo: Desde 0 hasta 254 — 1.
e Enteros con signo: Desde —2%3 hasta 263 — 1.

e Nidmeros de punto flotante (Nimeros reales)
Representados de la forma (—1)° x m x 3¢ donde
e s— Signo (0 para positivo, 1 para negativo);
e m— Mantisa, se representa como 0.a1a2a3... en base 8, donde los digitos a;
cumplen 0 < a; < B — 1.
e (3 — Base del sistema de numeracién (generalmente 2);
e e— Exponente, un entero que indica la potencia a la que se eleva la base.
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Nuameros de punto flotante

e Un sistema de nimeros de punto flotante es discreto y finito.

e Los nimeros de punto flotante pueden representar un amplio rango de valores,
desde niimeros muy pequefios (cercanos a cero) hasta ndmeros muy grandes.

e La precision de la representacién depende de la longitud de la mantisa y del

rango del exponente.

Ventajas

Desventajas

+ Flexibilidad: Permite representar
tanto nimeros muy grandes como
muy pequenos.

+ Eficiencia: Es una forma compacta
y eficiente de almacenar nimeros
reales en la memoria del ordenador.

- Precisién limitada: Debido a la
longitud finita de la mantisa y del
exponente, la precisién es limitada.

- Errores de redondeo: Las
operaciones aritméticas con nimeros
de punto flotante pueden introducir
pequefios errores de redondeo

Métodos Matematicos en la Ingenieria

11



e

Dado un sistema binario (3 = 2) con una mantisa de 4 cifras. Representa los nimeros
0.125, 0.5, 1, 1.125, 2.25.

1. Definir el bit de signo: 0, si es positivo.
2. Representar el nimero en el sistema binario (obtener mantisa)

3. Normalizar: Ajustar el niimero binario de modo que la mantisa esté en la
forma mas simple posible (por lo general, se mueve el punto binario a la
izquierda o a la derecha para que haya un solo 1 a la izquierda del punto
binario).

4. Calcular el exponente: Contar cudntas posiciones se ha movido el punto
binario para determinar el valor del exponente.

Por ejemplo, para el nimero x = 0,125:

1. Bit de signo: 0 (es positivo).

2. Convertimos el nimero a binario: 0,125;9 = 0,0010.

3. Normalizamos: 0,0010 — 0,1000

4. e = —2, (se mueve el punto binario 2 posiciones a la izquierda).
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Desbordmiento

Overflow Underflow Underflow Overflow
nega{ivo negativi yositivo posit/ivo
~Xmax ~Xmin 0 Xenin KXmiax

En la recta de los nimeros reales hay cinco regiones excluidas para los nimeros de
punto flotante:

Los ndmeros negativos x < —xmsx = desbordamiento (overflow) negativo.
Los niimeros negativos x > —xmn = desbordamiento a cero (underflow) negativo.
El cero.

Los ndmeros positivos x < Xmin = desbordamiento a cero (underflow) positivo.

o s wDNRE

Los niimeros positivos x > xmsx = desbordamiento (overflow) positivo.
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Estandar IEEE754

precisién simple

1 bit 8 bits 23 bits
exponente mantisa (fraccion)
1 bit 11 bits 52 bits

precision doble

Precisién simple Precisién doble
Memoria 23 + 84+ 1 = 32 bits 52 + 11 + 1 = 64 bits
Xmin 2—126 ~ 10—38 2—1022 ~ 10—308
X 2128(1 _ 2724) ~ 1038 21024(1 _ 2753) ~ 10308
Digitos significativos 7 16

Ejercicio (1.2)

Escribir una funcién que transforma dado ndmero al niimero de punto flotante (precisién
simple).
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Numeros especiales (IEEE754) uc

e Nuameros denormalizados: Son valores mas pequefios que el minimo valor
normalizado, pero mayores que cero.

e Ceros

e Infinitos: Cuando un célculo produce un desbordamiento (overflow)

e NaN (Not A Number) - Representa resultados indefinidos o no
representables, como 0/0, Inf - Inf, etc.

Valor Exponente Mantisa
Normalizados L<e<U #0
Denormalizados | ceros (e=L — 1) #0
+0 ceros (e=L—1) 0
+oo unos (e= U+1) 0
NaN unos (e= U+1) #0

Ejercicio (1.3)

El logaritmo natural corresponde a la funcién inversa de la funcién exponencial natural:

x = In(exp(x)) = exp(In(x)).

Muestra con un ejemplo que en aritmética computacional no es exactamente asi.
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Precisiéon de la maquina [ od

Epsilon de la maquina

La precisién de la maquina (también conocida como "epsilon de la maquina.© eps) es el
valor mas pequefio que, al sumarse a 1, produce un resultado distinto de 1:

em: l4+ey>1

Ejercicio (1.4)

Usando la definicién del epsilon de la maquina, escribe el cédigo para obtener su valor.

epsilon = 1.0;

while (l+epsilon/2>1)
“~Iepsilon = epsilon/2;
end

epsilon

Compara el resultado con el valor predefinido de MATLAB:

eps
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uc

Tipos de errores

Supongamos que p es una aproximacién a p.
e El error absoluto de la aproximacién es E, = |p — p|
e El error relativo es R, = u (El error relativo también se puede

multiplicar por 100 %.)
e Diremos que un nimero p es una aproximacién a p con d cifras decimales

significativas si d es el mayor nimero natural tal que

lp—pl _ 1077
Pl 27

de donde d < Ig LlA
2|p— pl

Determina el nimero de cifras significativas de las siguientes aproximaciones:
1. x=3,141592, % =3,14
2. y=1000000, y= 999996
3. z=0,000012, Zz= 0,000009
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Fuentes de errores

Factores que afectan la precisiéon numérica:

Errores iniciales son el resultado de medidas de precision limitada.

2. Errores de truncamiento: que resultan al usar una aproximacién en lugar de
un procedimiento matematico exacto.

3. Errores de redondeo que se producen cuando se usan niimeros que tienen un
limite de cifras significativas para representar nimeros exactos.

e Representacién de los nimeros reales tales como 7, e, \/g, -
e Representacién de algunos niimeros reales en sistema binario (por ejemplo, 0,1)

4. Estabilidad del algoritmo: Un algoritmo numérico estable es aquel que no
amplifica los errores de redondeo durante sus célculos.

5. Condicionamiento del problema: Algunos problemas son inherentemente
sensibles a pequenas perturbaciones en los datos de entrada. Estos problemas
se consideran mal condicionados, y los errores de entrada pueden amplificarse
significativamente en el resultado.
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Redondeo Uc

La politica de redondeo implicitamente contemplada en el estindar IEEE754 es el redondeo al mas
cercano, desempatando al par. Esto significa que si un niimero estd exactamente a medio camino
entre dos nimeros representables, se elige aquel cuyo ultimo bit de la mantisa es 0 (el "par”). El error
relativo maximo cometido al redondeo de un nimero es la mitad del epsilon de la maquina:

Unidad de redondeo

w=em/2

Para cualquier nimero x tal que |x| < p, la operacién fl(1 + x) se redondeard a 1. Esto se debe a que
1 4 x estd mas cerca de 1 que del siguiente nimero representable, 1 + €.

Ejercicio (1.5)

Se realizan las siguientes operaciones:
1. 1+p—1
2 =il pai
3. (1+2pu)+p—1
4 (1 +2p) +p— (1 +2p)
Ejecitalas y explica los resultados.
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Unidad de redondeo Uc

1.1+4pu—1—0
Paso 1: fl(1 4+ u) = 1.
La mantisa de 1,0 es 1,000..,02, que termina en 0 (es par). La mantisa de
1+ em es 1,000..,15, que es impar. Por lo tanto, se redondea hacia abajo.
Paso 2: fl(1—-1)=0

2. -1+pu+1—=p
En los compiladores modernos, el calculo intermedio (—1 + p) se realiza en
registros internos de mayor precisién, donde el valor no se redondea
prematuramente a —1. Al sumar 1 a continuacién, la cancelacién ocurre
limpiamente dentro del registro, y el resultado final  se obtiene antes de ser
almacenado en la variable de 64 bits.

3.1 +2u)+p—1—2en
Paso 1: fl(1 4+ 2u) =1+¢em
Paso 2: fl(1 4+ enm + p) = 1 4 2ep (la regla de redondeo al par)
Paso 3: fl(1 4+ 2ey — 1) = 2ep

4. (1+2p)+p—(142p) > em
Ya sabemos que fl((1 +2u) + p) =14+ 2em y fl(1 +2p) = 1+ en. Por tanto,
ﬂ((l + 25/\,1) — (1 + EM)) =em
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Pérdida de cifras significativas

Pérdida de cifras significativas

La pérdida de cifras significativas se produce cuando operaciones matematicas reducen la
precisién del resultado final al eliminar digitos significativos.

Este fenémeno puede ocurrir, por ejemplo, durante la resta de nimeros similares.

Ejemplo

Dados dos niimeros:

a; = 0,3333333333333298 y a» = 0,3333333333333187.
Resta Exacta: resultado = 1,11 X 10~

Resta en MATLAB: resultado = 1,110223024625157e — 14

Estrategias para mitigar la pérdida de cifras significativas

e Reformular el problema para evitar operaciones que conduzcan a
cancelaciones sustractivas.

e Utilizar representaciones de mayor precisién para reducir los errores de
redondeo.
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Cancelacion por resta [ od

Ejercicios

1.6. Reformula las siguientes expresiones de manera que su evaluacién numérica sea
estable:
1 1-—
a)

- para x| <« 1
b) 4/x —|—7—1/x—7 para |x| > 1

+2x 14 x
1.7. Dada la funcién

1
= == 1.
)= 1=~ M7

iPara qué valores de x es dificil calcular precisamente la expresién en aritmética de punto
flotante? Reformula la expresién de manera que su evaluacién numérica sea estable.

1.8. Para calcular el punto medio m de un intervalo [a, b], icudl de las siguientes
expresiones es preferible en aritmética de punto flotante? ; Cuando? jPor qué?

a+b
a) m=
2,0
b—a
b —
) m=a+ 20
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Cancelacion por resta

Ecuacién cuadratica: ax’ + bx+c=0

e Raices:
—b+ Vb —4ac
X1,2 = 23 (1)

o jQué pasa si b* > ac?
e /b2 —4dac~ |b| — Cancelacién en una de las raices.
e ;Como evitar la cancelacién?
e Multiplicar numerador y denominador de la raiz "problematica”por

—b— /b —4dac:

2c

Xp=——————

2 —bF VP —4ac
e Si b> 0, utilizar (2) para x1 y (1) — para x»
e Si b< 0, utilizar (1) para x1 y (2) — para x»

Ejercicio 1.9

Construir un algoritmo estable que calcule las raices de una ecuacién cuadratica en todas
las situaciones posibles, incluyendo los casos problematicos cuando /b? — 4ac = |b|.
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Orden de aproximacion [ od

Se dice que una funcién f{h) es de orden g(h) cuando h — 0, lo que se denota por
f(h) = O(g(h)) (O maytscula de Landau), si existen constantes Cy c tales que

[f(h)| < Clg(h)|, |hl < e

Orden de aproximacién

Supongamos que una funcién p(h) aproxima a otra f{h) y que existen una constante My
un ndmero natural n tales que

|(h) — p(h)|

| < M para h suficientemente pequefio.

Entonces, se dice que p(h) aproxima a f(h) con orden de aproximacién O(h"):
f(h) = p(h) + O(h")
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Analisis de la propagacién del error

uc

Denotaremos la versiéon punto flotante de la maquina de un nimero x como

fi(x) = x(1 + ¢),

donde € es un nimero pequeiio dependiente de x.

El error relativo del nimero de punto flotante:

= A)| _ x— (x+xe)| _

IxI

le]
x|

Se tiene representaciones de punto flotante fl(x) y fI(y) para los nimeros reales x e

|\<

Operaciones aritméticas

XDy
X0y
XQy
xXQy

fI(AI(x) + f(y))
A(AI(x) — f(y))
fI(AI(x) - fi(y))
f(AI(>)/ l(y))
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Error de la suma

Consideramos la suma:
x®y = fI(A(x) + fi(y)

Segun la definicién de punto flotante tenemos:

x@y=(X(1+ &)+ y(1+e))(1+ )

Elegimos € = max(|ex|, [€y], |exty]) <
x®y=(x+ )1+ )’ = (x+y)(1 42 + €)

Error relativo de la suma:

I(x+y) - (x| _ X +1v
Ix+ ¥ T x+y

X+ ¥ e x| + |y

2
@et )= Tyl %S ey
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e Error de la suma

(x+9) =@l X+IM
= M
x4yl [x+ ¥

Error del producto

Ixy — fI(fI(x) - fi(y))|
[xy]

<3e+3e2+ € ~3e< 2y

Error de la division

x/y = fI(AIC) /A))| _ 3e+ €
Ix/y1 T l-e

~ 3e < 2epm

Error (absoluto) en una funcién

ARR) = ) — AR)] = | ()| A%
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Ejercicio

Dado un valor de X = 2,5 con un error AXx = 0,01, estimar el error resultante en la
funcién f(x) = x>

Valor verdadero:

f(2,5) = 15,625

Af(X) = |f(¥)|A%=3-2,5°-0,01 = 0,1875

Ya que el valor verdadero se encuentra entre 15,4375 y 15,8125.
De hecho,

f(2,49) = 15,4382, f(2,51) = 15,8132
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Estabilidad

Estabilidad

e Un proceso numérico es inestable cuando pequerios errores en los datos de entrada,
o errores de redondeo en alguna de las etapas el proceso, producen errores grandes
en los datos de salida

e Un proceso numérico es estable cuando no es inestable.

e Un mismo algoritmo puede ser estable para algunos datos iniciales e inestable para
otros. Entonces se dice que el algoritmo es condicionalmente estable.

e El producto ® de dos niimeros de maquina es un calculo estable, sélo se
pueden producir errores de desbordamiento (overflow)

e La divisién @ de dos niimeros de maquina es un célculo estable, sélo se
pueden producir errores de desbordamiento (overflow)

e La suma @ de dos niimeros de maquina es estable cuando los dos niimeros
tienen el mismo signo, y puede ser inestable cuando los dos niimeros tienen
signo distinto.
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Fuentes de errores

Suma de niimeros con diferentes exponentes
Calculos grandes: aunque el error de redondeo individual sea pequefio, el
efecto acumulativo durante el proceso de muchos célculos puede ser relevante.
Suma de un nimero grande y uno pequeiio

e Sumar la serie en orden ascendente.
Cancelacion por resta: cuando se restan dos nimeros de punto flotante casi
iguales

e Se puede evitar empleando una transformacion.
Evaluacién de € uszindo series infinitas

e Presentar e X = —.

ex

Ejercicio 1.10

Se puede calcular € utilizando el desarrollo en serie de la funcién exponencial:
> X"

nl
par Ll

x

e =
a) Suma los 100 primeros términos de la serie para calcular e
b) Compara con exp(—30). Explicar los resultados.

c) Formula el problema para obtener la estimacién mas precisa.
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