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Polinomios en MatLAB

e poly — Construye polinomios con raices especificas

e polyval — Evalda un polinomio

e polyvalm — Evalta un polinomio con argumento matricial
e polyder — Diferenciacién polinomial

e conv — Multiplicacién de polinomios

e deconv — Divisién de polinomios

e roots — Encuentra raices de polinomios
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Introduccion Uc

Existen dos métodos generales para el ajuste de curvas:

v v
5 [ 5
0 ' 0
0 5 i 0 x
Interpolacién: La estimacién de val- Regresion: se construye una curva
ores entre puntos discretos bien cono- | que siga la tendencia de los puntos
cidos. tomados como un grupo
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Interpolacién

Objetivo: Estimar valores intermedios entre datos definidos por puntos.

Dados n+ 1 puntos, hay uno y sélo un polinomio de grado n que pasa a través de
todos los puntos.

Por ejemplo,

e hay sélo una linea recta que une dos puntos

e (nicamente una parabola une un conjunto de tres puntos

Interpolacién polinomial

Determinar el polinomio Gnico de n-ésimo grado que se ajuste a n+ 1 puntos.

Este polinomio proporciona una férmula para calcular valores intermedios.
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Interpolacion de Lagrange [ od

Interpolacién de Lagrange

Dados n + 1 puntos distintos {xp, x1, ..., xn} del intervalo [a; b] y una funcién

f: [a; b] — R, se dice que un polinomio p es el polinomio de interpolacién de Lagrange
de la funcién fen los nodos citados si p es de grado < ny p(x;) = f(x;) para cada
0<i<n

fn(X):ZL,-(X)f(Xi), Li(x) = H ¥

Xi Xj
=0, i

e Los puntos {x}i_ se llaman nodos de interpolacién.
e A los polinomios L; se les lama polinomios basicos de Lagrange .

Ejercicio (3.1)

Halla los polinomios de Lagrange de grado 2 para los siguiente datos:
Lx=-1,x=0x=1f=3 =2 =5
2. x=1,x=2,x=4 =3, =4 f=6.
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Ejercicio (3.1)

1. xo=-1,x=0,x%=1,/(=3A=2 =5
. . . . . X — X
Calculo de los polinomios basicos Li(x) = H .

Xi— X
=0,z
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Ejercicio (3.1)

1. xo=-1,x=0,x%=1,/(=3A=2 =5

Calculo de los polinomios basicos Li(x) = H X=X,
. - Xi — X
J=0, j#i
X — x1)(x — x x(x—1 X —x
Lo(X) — ( 1)( 2) _ ( ) —

(o —xi)(0—x) (-1)(=2) 2

) — (x—x0)(x—x)  (x+1)(x—1)
B0 = ) ) © (D)D)

=1-x

(x—x)(x—x1) _ x(x+1) X +x

La(x) = (x2 = x0)(x2 — x1) B (2)(1) 2
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Ejercicio (3.1)

1. xo=-1,x=0,x%=1,/(=3A=2 =5
. . . . . X — X
Calculo de los polinomios basicos Li(x) = H .
J=0, j#i

(x—x)(x—x)  x(x—1) »—x

Xi— X

L) = (o —x)(x0—x) (-1)(-2) 2

o (x—x0)(x—x2) _ (x+1)(x—1) _ 2
Li(x) = CE CE O
() = LX) e 1) 2k x

(e —x)e—x) (2)1) 2

Construccién y simplificacion del polinomio P»(x):
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Ejercicio (3.1)

1. xo=-1,x=0,x%=1,/(=3A=2 =5

Calculo de los polinomios basicos Li(x) = H X=X,
. - Xi — X
J=0, j#i
X — x1)(x — x x(x—1 X —x
Lo(X) — ( 1)( 2) _ ( ) —

(o —xi)(0—x) (-1)(=2) 2

=1-x

) — (x—x0)(x—x)  (x+1)(x—1)
B0 = ) ) © (D)D)

(x = x0)(x — x1) _ x(x+1) _ X+ x
(e —x)0e—x)  (2)(1) 2

Construccién y simplificacion del polinomio P»(x):

Py(x) =3 Lo(x) +2- Li(x) + 5 La(x)

:3(X22_X>+2(1—x2)+5(X2;_X)=2x2+x+2

L2 (X) =
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Errores de la interpolacion

El error de truncamiento en la serie de Taylor:

_ A, \n
R, = m(xwrl = i)

Para un polinomio de interpolacién de n-ésimo grado:

A D)

(n+1)! (x=x0)(x—=x1)...(x— xa)

Ra(x) =

Cota del error

Supongamos que la funcién fes n+ 1 veces derivable en el intervalo [a; b] y que A1) g
una funcién continua, entonces una cota del error de interpolacién de Lagrange viene
dada por la expresion

X) — fo(X max_|£m1) —lnLO(X_XiN
A1) m(NS&Mmﬁ+(@I (1 D)
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Ejercicio (3.2)

Ejercicio (3.2)

Sea f(x) = cos(x) definida en el intervalo [0, 1.2]. Construye los polinomios de Lagrange
usando los siguientes nodos de interpolacion:

1. xp =0, x; = 1.2 (Polinomio interpolador lineal);

2. xp =0, x3 = 0.6, x; = 1.2 (Polinomio interpolador cuadrético);

3. xp =0, x1 =0.4, x, = 0.8, x3 = 1.2 (Polinomio interpolador cibico).
En cada caso, determina la cota del error.

1. Polinomio Interpolador Lineal (n = 1)

Nodos: xo =0, x; = 1.2; Valores: fo = cos(0) = 1; fi = cos(1.2) ~ 0.3624.
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Ejercicio (3.2)

Ejercicio (3.2)

Sea f(x) = cos(x) definida en el intervalo [0, 1.2]. Construye los polinomios de Lagrange
usando los siguientes nodos de interpolacion:

1. xp =0, x; = 1.2 (Polinomio interpolador lineal);

2. xp =0, x3 = 0.6, x; = 1.2 (Polinomio interpolador cuadrético);

3. xp =0, x1 =0.4, x, = 0.8, x3 = 1.2 (Polinomio interpolador cibico).
En cada caso, determina la cota del error.

1. Polinomio Interpolador Lineal (n = 1)

Nodos: xo =0, x; = 1.2; Valores: fo = cos(0) = 1; fi = cos(1.2) ~ 0.3624.

P =1 (_x—;.z

) +0.3624 - (i> —1— 0.5314x
12
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Ejercicio (3.2)

Ejercicio (3.2)

Sea f(x) = cos(x) definida en el intervalo [0, 1.2]. Construye los polinomios de Lagrange
usando los siguientes nodos de interpolacion:

1. xp =0, x; = 1.2 (Polinomio interpolador lineal);

2. xp =0, x3 = 0.6, x; = 1.2 (Polinomio interpolador cuadrético);

3. xp =0, x1 =0.4, x, = 0.8, x3 = 1.2 (Polinomio interpolador cibico).
En cada caso, determina la cota del error.

1. Polinomio Interpolador Lineal (n = 1)
Nodos: xo =0, x; = 1.2; Valores: fo = cos(0) = 1; fi = cos(1.2) ~ 0.3624.

P =1 (_x—;.z

Cota del Error para P;(x):

) +0.3624 - (i> —1— 0.5314x
12

_ n+1) _ _ _

© M= max 7)) = max | = cos()] = 1.

o max | |(x7 x)| = [0.6(0.6 — 1.2)| = | — 0.36| = 0.36.
x€|a; =0

M 1
B < —2max|x(x—12)| = 5 -0.36=0.18
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Ejercicio (3.3)

Ejercicio (3.3)

Dada la funcién

0=

— X
que se interpola por el polinomio de Lagrange con los nodos x = —4; —3; —2; —1. Hallar
el valor de A para que el error sea menor que 10>

La cota del error de interpolacién:

20 = (9] < max |#"+1>(§)|M.

(n+1)!
24
—3) £Y(y) —
En este caso (n = 3): AY(x) = A= 11 x;)| < 1. Entonces,
1 -5
_ < < > 3.
[x) — fa(x)] max (A2 5)5 (A2 1P S 1077, de donde |A| > 3

Importante

Resuelve los ejercicios 3.4 - 3.6
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Eleccion de los nodos

A la vista de la férmula del error dada por el teorema anterior, es natural plantearse
la eleccién de los nodos {x}1, de forma que la cantidad

H(x — Xj)

Esto se consigue tomando los llamados puntos de Chebyshev:
at+b b-—a 2i+ 1)

— min
xe[ab]

xXj = cos ——, 0<i<n
2 2 2(n+1)
Con esta eleccién de los nodos se tiene Pafnuti Lvévich
n 1 Chebyshev
(b—a)" 1821 - 1894
max X—Xj)| = ————
x€E[a;b] H( ! 22n+1
Ejercicio (3.7)
1
Dada la funcién de Runge: f: [—5;+5] — R, f(x) = T2
+

Halla los polinomios interpoladores de Lagrange de grado 5, 10 y 20, respectivamente, que interpolan a fen puntos
igualmente espaciados del intervalo [—5; +5]. Representa graficamente la funcién y los correspondientes polinomios
interpoladores. Compara los resultados con la interpolacién usando los nodos de Chebyshev.
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e Un procedimiento alternativo consiste en colocar polinomios de grado inferior
en subconjuntos de los datos. Tales polinomios conectores se denominan
trazadores o splines.

e Las curvas de tercer grado empleadas para unir cada par de datos se llaman
trazadores cuibicos. Esas funciones se pueden construir de tal forma que las
conexiones entre ecuaciones clbicas adyacentes resulten visualmente suaves.

Trazador
cubico Interpolacion
\ cubica

0
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Trazadores cubicos

El objetivo en los trazadores clbicos es obtener un polinomio de tercer grado para
cada intervalo entre los nodos:

5,'(X) = a;+ b,'(X — X,') + C,'(X — X,‘)2 + d,'(X — X,‘)3

e n-+ 1 datos, n intervalos
e 4n incégnitas — 4n condiciones:

1. Los valores de la funcién deben ser iguales en los nodos interiores (2n — 2
condiciones)

2. La primera y dltima funcién deben pasar a través de los puntos extremos (2
condiciones).

3. Las primeras derivadas en los nodos interiores deben ser iguales (n — 1
condiciones).

4. Las segundas derivadas en los nodos interiores deben ser iguales (n — 1
condiciones).

5. Las segundas derivadas en los nodos extremos son cero (2 condiciones).
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Interpolacién en MatLAB

e interpl - Interpolacién de la funcién de una variable

interpl

x = 0:pi/4:2*%pi; y = sin(x);

xq = 0:pi/16:2%pi;

yql = interpl(x,y,xq); %lineal

yq2 = interpl(x,y,xq, 'spline'); % trazador cubico

e spline - Trazador clibico

x = 0:10; y = sin(x);
xq = 0:.25:10;
yq = spline(x,y,xq);
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Regresion por minimos cuadrados

e Cuando los datos tienen errores sustanciales, la interpolacién polinomial es inapropiada.

e Una estrategia mas apropiada en tales casos consiste en obtener una funcién de aproximacién
que se ajuste a la forma o a la tendencia general de los datos, sin coincidir necesariamente en
todos los puntos.

e Se debe encontrar algin criterio para establecer una base para el ajuste. Una forma de hacerlo
es obtener una curva que minimice la discrepancia entre los puntos y la curva.

Regresién por minimos cuadrados

Dados n+ 1 puntos distintos {xp, x1, . .., xn} del intervalo [a; b], una funcién
f: [a; b] — R el problema de minimos cuadrados consiste en resolver

> (fg) = p07))* = min
=0

j=
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Regresion lineal Uc

Objetivo: ajustar una linea recta a un conjunto de observaciones definidas por
puntos: (x1,¥1), (x2,¥2), -+, (Xn, ¥n)-

Ecuacién de recta: y = ap + a1ix+ e,

e ees el error o residuo: e=y— (a + aix)
e Criterio para un "mejor" ajuste:

n n
2 2 .
S = E e = E (vi— a0 — a1x;))” — min
=1

i=1

Para determinar los valores de ap y a1, S, se deriva con respecto a cada uno de los
coeficientes:

oS,
920 = -2 Z(yi — ap — aix)

asr —_ . — — . .
Dar =-2 Z(y: ao alxr)X/

Al igualar estas derivadas a cero, se dard como resultado un S, minimo (
ecuaciones normales).
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Ajuste de una linea recta por minimos cuadrados

Ecuaciones normales
E Yi— nap — ar E xi=20
Z Z Z 2
Xiyi — do Xi— a1 Xj = 0
se resuelven en forma simultanea:

o= nY Xyi— D X Vi
ny 2 — (X x)

a = % (ZM‘— alzxi)

17
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Ejercicio (3.8)

Ejercicio (3.8)

Ajusta a una linea recta los valores (x, y):

X 1 2 3 4 5 6 7
y | 05|25 |20 | 40|35 | 60|55
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Ejercicio (3.8)

Ejercicio (3.8)

Ajusta a una linea recta los valores (x, y):

X 1 2 3 4 5 6 7
y | 05|25 |20 | 40|35 | 60|55

en=7> x=28 y=24> xy=1195 Y X =140
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Ejercicio (3.8)

Ejercicio (3.8)

Ajusta a una linea recta los valores (x, y):

X 1 2 3 4 5 6 7
y | 05|25 |20 | 40|35 | 60|55

en=7> x=28Y yi=24 > xy=1195 Y X =140
{Zy;—nao—a1zxi=0 :{24—730—2831:0

le.yl. — a0 ZX" — 3 fo =0 119.5 — 283y — 140a; =0
Se obtiene que a; = 0.8392857, ap, = 0.07142857.

Programa en MatLAB

~°1°°I1~"Ix = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]; y =[0.5, 2.5, 2.0, 4.0, 3.5, 6.0, 5.5];
“"I""I""In = length(x);

""ITITTIal = (n¥sum(x.*y) - sum(x)*sum(y)) / (n*sum(x.”2) - (sum(x))"2);
“7I""I""Ia0 = (sum(y)-al*sum(x))/n;

I
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Regresion cuadratica

Este procedimiento se puede extender facilmente al ajuste de datos con un
polinomio de grado superior. Por ejemplo, para un polinomio de segundo grado:
y=ao+ aix+ azx2 + e
n
. 2\?
La suma de los cuadrados de los residuos es S, = Z (y,- —ap — aix; — azx,-)
i=1
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Regresion cuadratica [ od

Este procedimiento se puede extender facilmente al ajuste de datos con un
polinomio de grado superior. Por ejemplo, para un polinomio de segundo grado:
y=ao+ aix+ 32X2 + e

n

2
. 2
La suma de los cuadrados de los residuos es S, = E (y,- — a0 — aixi — 32X,-)
i=1

Las derivadas de S, con respecto a cada uno de los coeficientes desconocidos del

polinomio:

gj(; = —22 (}/i —ap — aiXj — 32Xi2)
a5,
3351 = _22 [(
ga; - _22 |:()/i —do — aiXi — BQX?) X,2]

Estas ecuaciones se igualan a cero y se reordenan
(n)ao + (z Xi) a + Z X} ) a (Z y;)

(Z x,-) a + Z x,2 a + Z x? a (Z Xiyi>

(Z X,2) a + Z X? a + Z xf-l a = (Z x,?y,-)
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Ejercicio (3.9)

Ajusta a un polinomio de segundo grado los datos:

X 0 1 2 3 4 5
y | 21 | 7.7 | 13.6 | 27.2 | 409 | 61.1
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Ejercicio (3.9)

Ajusta a un polinomio de segundo grado los datos:

X 0 1 2 3 4 5
y | 21 | 7.7 | 13.6 | 27.2 | 409 | 61.1

Se calculan las siguientes cantidades:

en=6 > x=15 Y y =1526
o ) xiyi=585.6, » x =55
o > X =225 x =979, ) Xy = 24888

(n)ao + (Z Xf) a + ZX? @ = (Z }’i)
(Z x,-) o+ D F)a + (Dx)= = (Z x;yi)
(Z x,?) o + a + (D K)a = (Z X y,-)
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Ejercicio (3.9)

Ajusta a un polinomio de segundo grado los datos:

X 0 1 2 3 4 5
y | 21 | 7.7 | 13.6 | 27.2 | 409 | 61.1

6 15 55 ao 152.6
15 55 225)-|a | = | 585.6
55 225 979 a 2488.8

ag = 2.47857, a; = 2.35929, a, = 1.86071
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Regresion polinomial [ od

En el caso del polinomio de m-ésimo grado:

(n)ao + (Z x,-) a + ... (Z x,'-") am = (Z yi)
(Z X,‘) a + (Z X,2) a o+ ... ( x,'-"“) am = (Z Xiyi)

(Z x}") a + (Z x,f"H) a + ... ( x,?'"> am (Z xf"y,-)
Formulacién algebraica del problema:

Ax=b

e A - matriz de las sumas de x;

o x=[ao,a1,...,am|"

e b= [(Zy,) , (Zx,-y,-) ey (Zx}"y,-)]T
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Regresion polinomial con MATLAB

e polyfit - Regresién polinomial

Ejercicio (3.9)

Ajusta a un polinomio de segundo grado los datos xy y

X 0 1 2 3 4 5
y | 21 | 7.7 | 13.6 | 27.2 | 409 | 61.1

x = [0:58]; y = [2.1, 7.7, 13.6, 27.2, 40.9, 61.1];
p = polyfit(x,y,2);

x1 = linspace(0,5);

y1 = polyval(p,x1);

plot(x,y,'bo',xl,y1, 'r-');

Ejercicio (3.10)

Halla el polinomio de grado menor o igual a 12 mejor aproximacién en el sentido de
minimos cuadrados de la funcién de f: [0; 2] — R, f{x) = cos(e*), tomando como datos
los valores de fen los nodos x; = jh, j=0;...;100 y h = 0.02.
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Introduccion Uc

El concepto de integral definida estd intimamente relacionado con el concepto de
area bajo una funcién en un determinado intervalo:

f(x)

1K B
v

Integral definida

Si fse define en el intervalo cerrado [a, b], la integral definida se define como limite de
las sumas de Riemann:

b
/a = i, Zf( A
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Formulas de Newton-Cotes Uc

( )

Idea: reemplazar una funcién complicada o datos tabulados por un polinomio
de aproximacién que es facil de integrar:

/  fden / ” pu(x)d,

donde pn(x) = ao + a1x+ ...+ a.x" - un polinomio de grado n.

\ v

o0 Six)
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Formas cerradas y abiertas

e Las formas cerradas son aquellas donde se conocen los datos al inicio y al
final de los limites de integracion

e Las formas abiertas tienen limites de integracién que se extienden mas alla
del intervalo de los datos (se usan para evaluacién integrales impropias)

fix) fix)
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Regla del trapecio

Una linea recta se puede representar como

P = fa) + =1y

/:/abf(x)dm/ab[f(a) f(b) f(a)( — )| dx
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Regla del trapecio

Una linea recta se puede representar como

P = fa) + 1)

/:/abf(x)dm/ab[f(a) f(b) f(a)( a)} dx

La regla del trapecio

NCELE)
2

X — a)

l:/abf(x)dxz(b—
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La regla del trapecio [ od

Geométricamente, la regla del trapecio es equivalente a aproximar el area del
trapecio bajo la linea recta que une f(a) y f(b)

fx)

i)

flay

Area del trapecio: altura por el promedio de las bases.
La integral aproximada:

| =~ ancho x altura promedio = (b — a) x M
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla del trapecio

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 200x% + 675x° — 900x* + 400x°

desde a = 0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

e Regla del trapecio: /b fix)dx =~ (b— a)w
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla del trapecio
Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 200x% + 675x° — 900x* + 400x°

desde a = 0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

b
e Regla del trapecio: / fix)dx =~ (b— a)w
e fla) = f{0)=0.2 ’
o flb) = f0.8) = 0.232
/ %) dx~080 232+02 01728
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla del trapecio
Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 200x% + 675x° — 900x* + 400x°

desde a = 0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

b
e Regla del trapecio: / fix)dx =~ (b— a)w
e fla) = f{0)=0.2 ’
o flb) = f0.8) = 0.232
/ %) dx~080 232+02 01728

e Error: 1.640533 — 0.1728 = 1.467733 (error relativo 89.5%)
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Ejercicio (3.11) uc

Ejercicio (3.11)

Integra numéricamente

f(x) = 0.2 + 25x — 200x* + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

Ny

Métodos Matematicos en la Ingenieria 30



Error de la regla del trapecio

Introducimos la funcién:

()= 5 (1) + fla+ 1)~ [ e
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Error de la regla del trapecio

Introducimos la funcién:

()= 5 (1) + fla+ 1)~ [ e

Sus derivadas:
1 g(h) = 3 (o) ~ fla + W) + 2 F(a+ h)
2 g'(h)=2'(a+ )

Existe ¢ tal que |f'(x)| < f(£), entonces

f'(§)h
2

lg"(h)| <
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Error de la regla del trapecio

Como
g(0)=0, g0)=0,

tenemos

g(h) = / "0 5= / "¢ ()
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Error de la regla del trapecio

Como
g(0)=0, g0)=0,
tenemos
h h
g(h) = / &(dx g= / ¢ (x)dx
Entonces,
, (&) h?
1 1g(r) < 7€)
ff/ h3
2. Je(h) < )

Error de la regla del trapecio

b ’ 3
g(b—a):(b—a)w—/ f(x)dxg”(f)(l#
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Reglas de Simpson uc

[Idea: aproximar el integrando mediante un polinomio de segundo o tercer grado.]

e Regla de Simpson 1/3 ( polinomio de segundo grado)
e Regla de Simpson 3/8 ( polinomio de tercer grado)

Fx fix
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Regla de Simpson 1/3

e Tres nodos: h= E, Xo=a, xx=a+h xx=a+2h=>
e Valores: fixg) = fo, f{x1) = fi, f(x) = f.
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Regla de Simpson 1/3

a, Xo=a, xx=a+h xx=a+2h=>

e Valores: fixg) = fo, ix1) = fi, ixe) = fo.
e Polinomio de Lagrange de segundo grado:

e Tres nodos: h = b—

_ (x=x)(x—x) (x = x0)(x — x2) (x = x0)(x — x0)
p2(x) = 0 1 .
(o —x)(0—x) " (a—x)(a—x)  (e—x)0e—x)
Como xg — x1 = —h, xo — x2 = —2h, Sustituimos en el integrando:

Plx=—x)x—x) . (x=x)(x=x) . (x—X)(x—X)
/XO [ o P 2 At T
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Regla de Simpson 1/3 uc

e Tres nodos: h:b, Xo=a, xx=a+h xx=a+2h=>

e Valores: fixg) = fo, f{x1) = fi, f(x) = f.
e Polinomio de Lagrange de segundo grado:

pa(x) = (x = x1)(x — x2) : (x = x0)(x — x2) 1 (x—x0)(x — x0) :
(o —x)(0—x) " (a—x)(a—x)  (e—x)0e—x)
Como xg — x1 = —h, xo — x2 = —2h, Sustituimos en el integrando:

/ [(X_ W)y, bl el x) fz] dx

Después de la integracién y de las manipulaciones algebraicas, se obtiene la
siguiente férmula:

Regla de Simpson 1/3

b h
/:/ Ao = 3 [+ 4f + ]
a
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 1/3

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a =0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

b
e Regla de Simpson 1/3: [= / f(x)dx ~ g [fo + 4 + £)
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 1/3

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a =0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

b
e Regla de Simpson 1/3: [= / f(x)dx ~ g [fo + 4 + £)

o fo=f0)=02
o f; = {0.4) = 2.456
o f, = 0.8) = 0.232

Métodos Matematicos en la Ingenieria



Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 1/3

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a =0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

b
e Regla de Simpson 1/3: [= / f(x)dx ~ g [fo+4A + 1]
o fy=f0)=02
o fi = f(0.4) = 2.456
o f, = f0.8) = 0.232

b
0/ fx)dx =~ 1.367467
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 1/3

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a =0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

b
e Regla de Simpson 1/3: [= / f(x)dx ~ g [fo+4A + 1]
e fp =f0)=0.2
o fi = f{0.4) = 2.456
e f, = f{0.8) = 0.232
b
° / fx)dx =~ 1.367467

e Error: 1.640533 — 1.367467 = 0.2730667 (error relativo 16.6%)
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Error de la regla de Simpson 1/3 uc

Se puede demostrar que la aplicacién a un solo segmento de la regla de Simpson
1/3 tiene un error de truncamiento de

b—a
2

E——h5f<“)() h=
t — % g’ -

e Asi, la regla de Simpson 1/3 es mas precisa que la regla del trapecio.

e Da resultados exactos para polinomios ciibicos aun cuando se obtenga de una
parabola.

Ejercicios

Utiliza la regla de Simpson 1/3 para aproximar las integrales

o (3.12) /le3 —3x+ 1dx.

1
° (3.13)/0 |sen(2mx)|dx.

Compara con el valor exacto, calcula el error relativo. Explica los resultados.
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Regla de Simpson 3/8 uc

De manera similar a la obtencién de la regla del trapecio y Simpson 1/3, es posible
ajustar un polinomio de Lagrange de tercer grado a cuatro puntos e integrarlo:

I = /ab f(x)dx ~ /bp3(x)dx

a

e Cuatro nodos: h:%,xo:a,xl:a+h,xz:a+2h,X3:b

e Valores: fix;)=f;,i=0,...,3.

Regla de Simpson 3/8

b
= [ e 37 10) + 310) + 30) + )]
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 3/8

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 20052 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a = 0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

e Regla de Simpson 3/8: / fx)dx ~ % [ixo) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)]
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 3/8

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 20052 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a = 0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

e Regla de Simpson 3/8: / fx)dx ~ % [ixo) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)]

o flxo) = f(0) =0.2

o flx1) = f{0.2667) = 1.432724
o flxp) = f{0.5333) = 3.487177
o fx3) = f0.8) = 0.232

b
R / f(x)dxz0.80'2+3 1.432724—:3—3 3.487177 4 0.2 — 1519170
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Ejercicio (3.11)

Ejercicio (3.11), Regla de Simpson 3/8

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 20052 + 675x> — 900x* + 400x°

desde a = 0 hasta b =0.8.
(el valor exacto de la integral es 1.640533)

e Regla de Simpson 3/8: / fx)dx ~ % [ixo) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)]

o flxp) = 0) =0.2
o flx1) = 0.2667) = 1.432724
o flxy) = f0.5333) = 3.487177
o fx3) = f0.8) = 0.232
b
R / fix)dx ~ 0.80'2 + 3.1.432724 —;3— 3-3.487177 + 0.2

e Error: 1.640533 — 1.519170 = 0.12136307 (error relativo 7.4%)

= 1.519170
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Error de la regla de Simpson 3/8

Se puede demostrar que la aplicacién a un solo segmento de la regla de Simpson
3/8 tiene un error de truncamiento de

_ 3h5 4) _ b—a

e La regla 3/8 es mas exacta que la regla 1/3.
e Se prefiere la regla de Simpson 1/3, ya que alcanza una exactitud de tercer
orden con tres puntos en lugar de los cuatro puntos requeridos en la versién

3/8

39
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Formulas cerradas de Newton-Cotes

Grado  Nombre Férmula Error
1 R. del trapecio ?(fo +f) _ ;23) (&)
2 R de Simpson 1/3 ?(f0 44+ f) (bzgs; (¢
3 R. de Simpson 3/8 ?(fo +3f 436+ £) (bﬁzgz f(4)
4 R. de Boole % [7h + 32, + 126 + 326 + 76 (1179;32) (e)

En la practica de la ingenieria, las férmulas de grado superior (es decir, con mas

de cuatro puntos) son poco utilizadas. Las reglas de Simpson bastan para la
mayoria de las aplicaciones.

La exactitud se puede mejorar al usar las Férmulas compuestas

Métodos Matematicos en la Ingenieria
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Férmulas compuestas

Una forma de mejorar la precisioén de la regla del trapecio consiste en dividir el
intervalo de integracién de a a b en varios segmentos, y aplicar el método a cada
uno de ellos:

)

B N B N XX

Las areas de los segmentos se suman después para obtener la integral en todo el
intervalo. Las ecuaciones resultantes se llaman férmulas de integracion, de
aplicaciéon maltiple o compuestas.
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uc

Regla del trapecio compuesta

Hay n+ 1 puntos igualmente espaciados (xo, x1, X2, . .., Xs). En consecuencia,

. . b—a .
existen n segmentos del mismo ancho h= ——. Si ay b se designan como xp y
n

Xn, respectivamente, la integral completa se representard como

/abf(x)dx:/xoX1 f(X)dX+/: )‘(x)dx+...-+-/xxi1 f(x) dx

n

Sustituyendo la regla del trapecio en cada integral se obtiene

/bf(x)dxz hf(XO)—;f(Xl) —|—hf(xl)—£f(x2) +...+hw
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Regla del trapecio compuesta [ od

Hay n+ 1 puntos igualmente espaciados (xo, X1, X2, ..., X»). En consecuencia,
. . b—a .
existen n segmentos del mismo ancho h= ——. Si ay b se designan como xp y
n

Xn, respectivamente, la integral completa se representard como

/ab"(x)dxz/xoX1 f(X)dX+/: f(X)dX+---+/Xxn1f(x)dx

n—

Sustituyendo la regla del trapecio en cada integral se obtiene

/bf(x)dxz hf(XO);f(Xl) —|—hf(xl)—£f(x2) +...+hw

Agrupando términos, se obtiene

Regla del trapecio compuesta

b h n—1
/ )= 5 [f(xo) +Ax) +23 f(x,-):|
g i=1
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Ejercicio (3.14) uc

Ejercicio (3.14)

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

b

h

e Regla del trapecio compuesta: / f(x)dx ~ 3
a

a) + ) +2 3 f(xo]
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Ejercicio (3.14) uc

Ejercicio (3.14)

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

b n—1
e Regla del trapecio compuesta: / f(x)dx ~ g fixo) + f(xa) + ZZ f(x,-)]
a =1
e n=2 h= b_a:E_oA
o fixg) = f(O) o2, f(xl) f0.4) = 2.456, f(x) = 0.8) = 0.232
/ fx)d {0 2 +2° 232 | 2.456} — 1.0688
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Ejercicio (3.14) uc

Ejercicio (3.14)

Integra numéricamente
f(x) = 0.2 + 25x — 2002 + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

b

h

e Regla del trapecio compuesta: / f(x)dx ~ 3
a

a) + ) +2 3 f(xo]

b—a 08
en=2h=""2_2°_04

o flxo) = 0) = 02, f(x%) = f(0.4) = 2.456, f{x;) = f(0.8) = 0.232

b
. / fx)dx ~ 28 {M +2.456} = 1.0688

2 2
e Error: 1.640533 — 1.0688 = 0.57173 (error relativo 34.9%)
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Error de la regla del trapecio compuesta [ od

Se tiene un error con la regla del trapecio de aplicacién miiltiple al sumar los
errores individuales de cada segmento, asf

b—a)’ & 4
E=C 05 1,

i=1

donde /(&) es la segunda derivada en un punto £, localizado en el segmento i.
Este resultado se simplifica al estimar la media o valor promedio de la segunda
derivada en todo el intervalo como

7€) =13 1(©)
i=1
Por lo tanto,

Error de la regla del trapecio compuesta

_ (b_ 3)3_/
Er = W’d €)

Asi, si se duplica el nimero de segmentos, el error de truncamiento se divide entre cuatro.
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Regla del trapecio compuesta

Conclusiones principales:

1. Para aplicaciones individuales de las funciones con buen comportamiento, la
regla del trapecio de mdltiples segmentos es casi exacta para el tipo de
precision requerida en diversas aplicaciones de la ingenieria.
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Regla del trapecio compuesta

Conclusiones principales:

1. Para aplicaciones individuales de las funciones con buen comportamiento, la
regla del trapecio de mdltiples segmentos es casi exacta para el tipo de
precision requerida en diversas aplicaciones de la ingenieria.

2. Si se requiere de alta exactitud, la regla del trapecio de miltiples segmentos
exige un gran trabajo computacional. Puede ser muy importante cuando:

e se evallan numerosas integrales
e donde la funcién misma es consumidora de tiempo en su evaluacién
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Regla de Simpson compuesta uc

Asi como en la regla del trapecio, la regla de Simpson se mejora al dividir el
intervalo de integracién en varios segmentos de un mismo tamafio

b—a
n

h=

La integral total se puede representar como
b XD Xn
/ f(x)dx = / x)dx+ ...+ / f(x)dx
a Xp Xp—2

Jix)

A
Ne
PN
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Regla de Simpson compuesta

Al sustituir la regla de Simpson 1/3 en cada integral se obtiene

/ fx)dx ~ 2hi fxi) + 4f(Xig1) + f(xit2)
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Regla de Simpson compuesta

Al sustituir la regla de Simpson 1/3 en cada integral se obtiene

6

Regla de Simpson compuesta

fx0) + 4 7Y 5 X)) + 230774 6 fx) + flxn)
3n

/b fx)dx ~ 2h§ fxi) + 4f(xit1) + fxit2)

/abf(x)dxz(b— a)

Se debe utilizar un nimero par de segmentos para implementar el método.
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Ejercicio (3.14) uc

Ejercicio (3.14)

Integra numéricamente
flx) = 0.2 + 25x — 200> + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

e Regla de Simpson compuesta:

/b fix)dx ~ (b — )f(xo) +4¥0h 3,5 f(x,);;2z_2 4,6 1) + fxn)
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Ejercicio (3.14) uc

Ejercicio (3.14)

Integra numéricamente
flx) = 0.2 + 25x — 200> + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

e Regla de Simpson compuesta:

/b fix)dx ~ (b — )f(xo) +4¥0h 3,5 f(x,);;2z_2 4,6 1) + fxn)

b— 0.8
e n—4 h= ":—:0.2

o flx) = 0) = 0.2, flx) = 70.2) = 1.288, f{xs) = A0.4) = 2.456,
flxs) = f0.6) = 3.464, fxs) = £0.8) = 0.232
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Ejercicio (3.14) uc

Ejercicio (3.14)

Integra numéricamente
flx) = 0.2 + 25x — 200> + 675x> — 900x* + 400x°
desde a = 0 hasta b= 0.8.

e Regla de Simpson compuesta:

/b fix)dx ~ (b — )f(xo) +4¥0h 3,5 f(x,);;2z_2 4,6 1) + fxn)

b— 0.8
e n—4 h= ":—_0.2

o flx) = 0) = 0.2, flx) = 70.2) = 1.288, f{xs) = A0.4) = 2.456,
flxs) = f0.6) = 3.464, fxs) = £0.8) = 0.232

b
. / flx)dx ~ 1.623467

e Error: 1.640533 — 1.623467 = 0.017067 (error relativo 1.04%)
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Error de la regla de Simpson compuesta uc

Error de la regla de Simpson 1/3

b—a
2

PR h=
f__go (5)7 =

Sumando los errores individuales de los segmentos y sacando el promedio de la
derivada, el error estimado de la regla de Simpson compuesta se obtiene:

Error de la regla de Simpson compuesta

_(b—a)~
180n*

E:=
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Formulas compuestas (nodos equidistantes):

n—1
_h
o Trapecio: > f0-|-f,,+2;ﬁ.
n—1 n—2
e Simpson: = | fo+4 Z fi+2 Z fi+ f,

i=1,3,5 j=2,4,6
La regla de Simpson 1/3 compuesta:

e da resultados muy precisos;
e se considera mejor que la regla del trapecio en la mayoria de las aplicaciones;
e estd limitada a los casos donde los valores estan equidistantes;

e estd limitada a situaciones en las que hay un nimero par de segmentos y un
nGdmero impar de puntos.

Importante

Resuelve los ejercicios 3.15 — 3.17.
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Comandos de Matlab Uc

e quad — no se recomienda!

e integral (fun,xmin,xmax) — Integra de forma numeérica la funcién fun de xmin a
xmax mediante la cuadratura adaptativa global y las tolerancias de error
predeterminadas.

La funcién integral permite especificar opciones adicionales mediante pares de
nombre-valor:

e 'RelTol': Tolerancia relativa, por defecto es 1le-6.
e 'AbsTol': Tolerancia absoluta, por defecto es 1e-10.

Ejemplo: Ejercicio (3.14)

f = @(x) 0.2 + 25%x - 200%x.72 + 675%x.73 - 900%x."4 + 400%*x.75;
a=20; b=0.8;

I = integral(f,a,b,'AbsTol',1le-6);

“TITTI
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Comandos de Matlab Uc

e trapz(X,Y) —integra Y con respecto a las coordenadas o el espaciado escalar
especificado por X.

Ejemplo:

“TITTITTIX = 0:pi/100:pi;
“TITTITTIY = sin(X);
“TITTITTIQ = trapz(X,Y)
“TITTI

“TITTIQ = 1.9998
°°I

Importante

Resuelve los ejercicios 3.18 — 3.20.
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