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Hoy
vamos a hablar
de las matrices...

Realidad
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Introduccion

iPara qué necesitamos matrices?
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Introduccion

iPara qué necesitamos matrices?

e Representacién de datos estructurados (Data Science)

e Procesamiento de sefiales e imagenes

e Optimizacién y modelado de sistemas

e Otros métodos nimericos (ecuaciones diferenciales, interpolacién)
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Introduccion

iPara qué necesitamos matrices?

e Representacién de datos estructurados (Data Science)

e Procesamiento de sefiales e imagenes

e Optimizacién y modelado de sistemas

e Otros métodos nimericos (ecuaciones diferenciales, interpolacién)

Este tema considera 2 tipos de problemas:

e Resolucién de sistemas lineales Ax = b
e Calculo de valores y vectores propios Ap = Ap, con A€ Ro C
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Conceptos basicos

Matriz es un conjunto bidimensional de nimeros:

ai a2 ain

azl az e azn
A=

aml  am2 amn

o Los elementos individuales de una matriz Ay, %, se denotan por aj;, donde i indica la fila, y j - la
columna.

e Si el nimero de filas y el de columnas coinciden, m = n, se dice que la matriz es cuadrada del
orden n.

e La matriz traspuesta de una matriz A se obtiene al intercambiar sus filas por sus columnas. Se
T
denota como A o A",

e Dada una matriz M = (a)mxn, y una matriz N = (bp)nxp, llamamos matriz producto de M
por Ny lo representaremos por MN a la matriz m X p cuyo elemento ¢, es

n
Crs = E arkbys.
k=1
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Matrices Especiales

e Matriz nula: Es una matriz de cualquier dimensién en la que todos sus elementos son cero. Se

denota por 0, .

e Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos fuera de la diagonal
principal son cero. Es decir, si A = (a;) es una matriz n X n, es diagonal si a; = 0 para todo
i ]

e Matriz identidad: Es una matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal principal
son iguales a 1. Se denota por / o I,, donde n es la dimensién de la matriz. Sus elementos se
definen mediante la delta de Kronecker: (I,); = dj;.

e Matriz inversa: Dada una matriz cuadrada A, su inversa, denotada como A_l, es la Gnica
matriz que cumple la siguiente condicién:

AATI=ATrA=,
Una matriz A se dice
o simétrica, si A= A"
e ortogonal, si A™! = A",
o singular, si det A =0 (no existe A~ ').

Ejercicios:

1. jToda matriz diagonal es también una matriz simétrica? ;jPor qué?

2. Si una matriz A es ortogonal, jpuede ser también una matriz singular?

3. Resuelve Ejercicio (4.1).
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Norma matricial Uc

Norma matricial

Rnxm

Una norma matricial en el espacio se define como una funcién || - || : R"*™ — R

que cumple las siguientes propiedades:
e ||A|| > 0 para todo A € R™*"™.
e ||A|| =0 si, y sélo si, A es la matriz nula.
o ||aA|| = |a|||A]| para todo a E Ry A € R™*™.
o [|A+ B|| < ||A|| + ||B]| para todo A, B € R"™*™.

v

i el conjunto de matrices contiene sélo matrices cuadradas, se suele afiadir la propiedad:
[|A- B|| < ||A|l - ||B|| para todo A, B € R"™"

m
Norma 1: ||All; = Z ii
. [1All1 o 2 |a]

n
e Norma infinito: ||A||cc = max E |ajj]
1ism

Ejercicios (4.2) y (4.3)
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Ejercicio (4.2)

Ejercicio (4.2)

Para cada una de las siguientes matrices, calcula || - |1 y ||  ||oo:
3 0 -2 8
Aa=(L T 3) B=|1 5 4| c=(-1] p=@¢ —2 o -3
-5 2 -1
-6 1 0 3

e Para la norma 1, suma el valor absoluto de los elementos en cada columna y quédate con la

suma mas grande.
e Para la norma infinito, suma el valor absoluto de los elementos en cada fila y quédate con la

suma mas grande.
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Ejercicio (4.2) uc

Ejercicio (4.2)

Para cada una de las siguientes matrices, calcula || - |1 y ||  ||oo:
3 0 -2 8
A:(l - 3), B=[1 5 4| c=[-1] p=@¢ —2 o -5
-5 2 -1
-6 1 0 3

e Para la norma 1, suma el valor absoluto de los elementos en cada columna y quédate con la

suma mas grande.
e Para la norma infinito, suma el valor absoluto de los elementos en cada fila y quédate con la

suma mas grande.

Matriz A:

o [[Alle = max(|1] + | =5, = 7[ + [2[, [3[ + [ — 1]) = max(6,9,4) = 9
® [[Alloo = max([1] +[ = 7[ + [3[,| = 5] + |2[ + | - 1]) = max(11,8) = 11
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Ejercicio (4.2) uc

Ejercicio (4.2)

Para cada una de las siguientes matrices, calcula || - |1 y ||  ||oo:
3 0 -2 8
A:(l - 3), B=[1 5 4| c=[-1] p=@¢ —2 o -5
-5 2 -1
-6 1 0 3

e Para la norma 1, suma el valor absoluto de los elementos en cada columna y quédate con la
suma mas grande.

e Para la norma infinito, suma el valor absoluto de los elementos en cada fila y quédate con la
suma mas grande.

Matriz A:
e |[Allx = max(|1| + | = 5],[ = 7|+ |2[, 3] + | — 1]) = max(6,9,4) = 9
o ||A|loo = max(|1| +| = 7| +13|,] = 5| +[2| + | — 1|) = max(11,8) = 11
Matriz B: [|B|[1 = 10, ||B|| = 10
Matriz C: ||C||; =12, ||(]|c = 8
Matriz D: ||D||1 =5, ||D||e =11
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Radio espectral

Autovalores (Eigenvalues, Valores Propios)

Para una matriz cuadrada A, un autovalor ) y su autovector asociado v (v # 0)

satisfacen:
Av = \v

El autovalor A\ nos dice cdmo la matriz A "estira” o "contrae” el vector v sin cambiar su
direccién.

Radio espectral p(A)

El radio espectral de A es el méximo de los valores absolutos de todos sus autovalores:

p(A) = max |Aj]

Visualmente, si dibujamos todos los autovalores en el plano complejo, p(A) es el radio del
circulo mas pequefio centrado en el origen que los contiene a todos.

Si Apxn €s una matriz cuadrada, entonces

* p(A) <Al
o Al = [pata] 2
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Sistema de ecuaciones lineales Uc

Sistema de ecuaciones lineales

a11xq + aexa + - -+ aipxn = by
axx1 + apxp + - -+ + apxn = b

am1X1 + amex2 + -+ - 4 amnXn = bm
Estos sistemas de ecuaciones pueden ser expresados de forma matricial
Ax=0b
n,m _ _
donde A= {ay} 7, ,, b= {bi}i1 y x= {3}

A= {a;}.7 ., es la matriz de coeficientes
e b= {b}; se llama columna de términos independientes
e x={x;}/_; es el vector de incognitas

o La matriz completa A = (A|b) se le llama matriz ampliada
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Teorema de Rouché-Frobenius

[}

o

= _

] Rango(A) # Rango(A4) Sistema Incompatible (Sl) —— no tiene solucién
@

o

c

3o Sistema C tible

o~ Rango(4) = Rango(d) = n istema Compati - -
gé go(4) go(4) Determinado (SCD) Gnica solucién
(]

()

kel

© . .

£ Ranago(A) = Rango(4) < n Sistema Compatible P .

8 go(4) go(4) Indeterminado (SC) infinitas soluciones
o
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Condicionamiento Uc

El ndmero de condicién es, de manera informal, una cantidad que nos permite medir
cémo de sensible es la solucién de un problema a perturbaciones en sus datos iniciales.

Consideramos el sistema

Ax=b
pero existe una pequefia perturbacién db en los datos del vector b. Esto nos lleva a que el
vector solucién x también serd perturbado por una cantidad dx y el sistema sera ahora

A(x+x) = b+ 0b = Ax+ Adx= b+ b = Adx= b

Del sistema original, sabemos que
[161] = [|Ax]] < [IA[l]|x]
y del sistema perturbado sacamos que
[16x] = |A=*3bl] < [|A[[|3B]|
Luego combinando ambas desigualdades, tenemos que
15|

[Ioxl -
< [JAIIIA7H]
II] |16

Llamamos niimero de condicién a la cantidad
r(A) = [JAll|A7]
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Condicionamiento

Nimero de condicién

K(A) = [JAlIIIATH]

e Para toda matriz A invertible se cumple:
1. 1< k(A) < oo, K(A)=kr(ATD),
2. k(aA) = k(A) para todo escalar a.
e Cuanto méas cercano a 1 sea el nimero de condicién, mas estable es la resolucién
numeérica del sistema de ecuaciones.
e Si el ndmero de condicién es 10% con k > 1, entonces se espera que la solucién del
problema pierda k digitos de precisién.
e Decimos que el problema estd bien (o mal) condicionado si el nimero de condicién
es pequefio (o grande).

Ejercicio (4.5)

Se tienen dos sistemas de ecuaciones, uno con la matriz Py otro con Q:

5 0 11
PI(O 4) 02(1 1.0001)

Calcula el ndmero de condicién x(P) y «(Q) usando la norma infinito. ;Cudl de los dos
sistemas es numéricamente mas estable (mejor condicionado) para resolver?
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Resolucion numérica de sistemas lineales

Criterio Métodos Directos Métodos Iterativos
Resultado Solucién exacta Solucién aproximada
Coste Alto, tipicamente O(n®) El coste total depende del
ndmero de iteraciones.
Memoria Puede ser muy alto Usualmente bajo, ideal para
matrices esparsas.
Garantia de | Pueden ser sensibles a la acu- | La convergencia depende de
Solucién mulacién de errores de re- | las propiedades de la matriz
dondeo
Ideal para... Sistemas pequefios y/o den- | Sistemas muy grandes y es-
sos, donde se requiere alta pre- | parsos (ej. de Ecuaciones
cision. Diferenciales).
Ejemplos Eliminacién de Gauss, Fac- | Método de Jacobi, Método de
torizaciéon LU, Método de | Gauss-Seidel, Sobrerrelajacién
Cholesky Sucesiva (SOR)

Métodos Matematicos en la Ingenieria
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Eliminacién gaussiana

Idea: Transformar un sistema de ecuaciones lineales Ax = b en un sistema
equivalente y facil de resolver, de forma triangular superior Ux = c.

1. Eliminacion hacia adelante (Triangularizacién): Introducir ceros
sistematicamente debajo de la diagonal principal.

ain a2 aiz | b ain a2 aiz | b
/ / /

a1 an an | b | = ay axn | b
b /! b/l

asr  as  ass 3 as3 3

2. Sustitucion regresiva: Resolver el sistema triangular superior resultante.

/!
_ bs
X3 = 1
a
33
/! /
by — apxs
X2 = Iy E—
a
22
b1 — aioxo — aizx3
Xl=——————————-"

ai
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Fase 1: Eliminacion hacia adelante

o Se trabaja con la matriz aumentada [A|b].
e El proceso se realiza en n — 1 etapas.

e En cada etapa k (para k=1,...,n—1):

Paso clave en la etapa k

1. Se elige el elemento ag(l,? como pivote.

2. Para cada fila i por debajo del pivote (i= k+1,...,n):
(k)

Fik_

RO

kk
e Se actualiza la fila i con la operacién: F; < F; — mjy - Fy

e Se calcula el multiplicador: m;, =

3. El resultado es que todos los elementos a§:+1) con i > k se hacen cero.
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Ejercicio (4.6)

Consideremos el sistema y su matriz aumentada:

2 1 -1 8
-3 -1 2 |-11
-2 1 2 -3

1. Pivote: a;; = 2.
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Ejercicio (4.6)

Consideremos el sistema y su matriz aumentada:

2 1 -1 8
-3 -1 2 |-11
-2 1 2 -3

1. Pivote: a;; = 2.

2 1 -1]|8
0 05 051
0 2 1 |5

Resultado de la Etapa 1:

Métodos Matematicos en la Ingenieria
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Ejercicio (4.6)

Consideremos el sistema y su matriz aumentada:

2 1 -1 8
-3 -1 2 |-11
-2 1 2 -3

1. Pivote: a;; = 2.

2 1 -1]|8
0 05 05
0 2 1

Resultado de la Etapa 1:

o1 =

2. Pivote: ax»n = 0.5.

Métodos Matematicos en la Ingenieria
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Ejercicio (4.6)

Consideremos el sistema y su matriz aumentada:

2 1
-3 -1
-2 1
1. Pivote: a;1 = 2. )
2 1
Resultado de la Etapa 1: 0 05
R
2. Pivote: ax = 0.5. )
2 1
Resultado de la Etapa 2: | 0 0.5
0 O

-1
0.5

-1
0.5
-1

8
—11
-3

o1 =

=

Métodos Matematicos en la Ingenieria
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Fase 2: Sustitucion Regresiva

El sistema triangular superior obtenido es:

2x1 +x20 —x3 = 8
05x +05x3 = 1
—X3 = 1

Se resuelve de abajo hacia arriba:
1. De la dgltima ecuacién:
—x3=1 = x3=-1

2. Sustituimos x3 en la segunda ecuacién:
0.5x2 + 0.5(—1) =1 = 05x =15 — x =3

3. Sustituimos x> y x3 en la primera ecuacién:
2X1+(3)—(—1):8 — 2x1 =4 — x3 =2

Solucién Final: x = [2,3,—1]"
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Un problema critico: el pivote

. . . K
i Qué ocurre si el elemento pivote af(k) €s cero 0 muy cercano a cero?
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Un problema critico: el pivote

. . . K
i Qué ocurre si el elemento pivote aik) €s cero 0 muy cercano a cero?

iUn pivote nulo o muy pequefio es un desastre!

A4

e Pivote Cero: El calculo del multiplicador mj, = %
a
kk

implica una divisién por cero.

El algoritmo falla.

e Pivote Casi Cero: La divisién por un niimero muy pequefio produce un multiplicador
muy grande. Esto amplifica los errores de redondeo existentes y puede destruir la
precisién de la solucién.

Ejercicio (4.6), apartado b

¢ @0

La matriz es no singular, pero Gauss falla en el primer paso porque a;; = 0.

Métodos Matematicos en la Ingenieria 19



Estrategia de Pivoteo Parcial [ od

Estrategia de pivoteo parcial

En cada etapa k, antes de calcular los multiplicadores:

1. Buscar: Se busca el elemento de mayor valor absoluto en la columna k, desde la fila

k hacia abajo.
(K

)| — (k)
12l = o 12|

2. Intercambiar: Se intercambia la fila k con la fila p (donde se encontré el maximo).
Fk A Fp

3. Proceder: Se realiza la eliminacién como antes, usando el nuevo pivote (el mas
grande posible).

e Evita la divisién por cero si la matriz es no singular.
e Mejora la estabilidad numérica al mantener los multiplicadores |mj| <1, lo
que controla la propagacién de errores.

Importante

Resuelve Ejercicio (4.7)
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Método de Gauss con pivoteo parcial

Para k = 1 hasta n-1:

// Pivoteo

p = encontrar fila con max(|A(i,k)|) para i >= k
Intercambiar Fila(k) con Fila(p)

/ Eliminacidn

Para i = k+1 hasta n:

multiplicador = A(i,k) / A(k,k)

Para j = k hasta n:

A(i,j) = A(i,j) - multiplicador * A(k,j)
b(i) = b(i) - multiplicador * b(k)

// Sustitucién Regresiva
Resolver sistema triangular Ux = c

Métodos Matematicos en la Ingenieria 21



Conclusiones sobre Eliminacion gaussiana

Coste computacional

El nimero de operaciones de punto flotante (multiplicaciones y sumas) es:

2
Coste ~ §n3 + O(n?) = O(n®)

Esto lo hace muy costoso para sistemas grandes.

e Transforma el sistema en uno triangular superior, que se resuelve facilmente
por sustitucion regresiva.

e El pivoteo parcial es esencial para garantizar la estabilidad numérica y evitar
fallos por divisién entre cero.

e Su alto coste computacional (O(n’)) lo hace impréctico para sistemas muy
grandes y esparsos.

e Sirve como base conceptual para otros métodos directos mas avanzados,
como la factorizacion LU.
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Factorizacion LU UC

Idea: Factorizar la matriz A como el producto de dos matrices triangulares: una
inferior (L) y una superior (U): A= LU.

Una vez que tenemos A = LU, el sistema se convierte en LUx = b:

1. Definimos un vector intermedio y tal que Ux =y

2. Resolvemos el sistema triangular inferior para y: Ly = b, esto es rapido
(0(r*)).

3. Resolvemos el sistema triangular superior para x: Ux =y, esto también es
rapido (O(n?).

b Sust. Adelante Sust. Regresiva

7 y 7
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Conexion: De Gauss a LU

iDe dénde vienen L y U?

1 0 0 1 U2 U3
L=|lx 1 0], U=10 w2 uxs
£31 €32 1 0 0 uss

e La matriz U es simplemente la matriz triangular superior que obtenemos al
final de la fase de eliminacién hacia adelante.

e La matriz L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, que
almacena en su parte inferior los multiplicadores mj que usamos en cada
paso de la eliminacién.

iNo hay magia!

La factorizacién LU no es un método nuevo, sino una reorganizacion inteligente de la
eliminacién gaussiana que guarda los resultados de forma estructurada.
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Ejemplo: Construccién de L y U

Recordemos nuestro ejemplo de la eliminacién gaussiana (Ejercicio (4.6)):

2 1 -1\ 2 1 -1
A=|-3 -1 o | Hmndn o 05 05
2 1 2 0 0 -1

Los multiplicadores que calculamos fueron:
-3

om21:7:71.5

.m31:_72:—1
2

.m32:ﬁ:4

La matriz L se construye directamente con ellos:

1 0 0
L=|-15 1 0
-1 4 1

Y se puede comprobar que, efectivamente, A = LU.
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Pivoteo UC

La factorizacién A = LU simple puede fallar o ser numéricamente inestable por la
misma razén que la eliminacién gaussiana basica: un pivote nulo o pequefio.

Factorizacién PA = LU

En la practica, casi siempre se usa el pivoteo parcial. Esto es equivalente a reordenar las
filas de A antes de la factorizacién.

e Se introduce una matriz de permutacion P que registra todos los intercambios de
filas.

e La descomposicion robusta es: PA = LU.

Proceso de solucién con pivoteo

Ax=b = PAx=Pb — LUx=FPb
1. Resolver Ly = Pb.
2. Resolver Ux =y.
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Métodos directos en MATLAB

Para resolver Ax = b, el comando més eficiente y recomendado es:

=A\b

ilmportante! Esto NO es lo mismo que inv(A)*b. Calcular la inversa
explicitamente es mas costoso y numéricamente menos estable.

MATLAB analiza la matriz A y elige el mejor método:

e Si A es triangular, usa sustitucion.
e Si A es simétrica y definida positiva, usa factorizacién de Cholesky.
e Si A es cuadrada general, usa factorizacién LU con pivoteo parcial.

|

Factorizacién LU

[L, U, P] = 1u(A)

Esto calcula la descomposicién PA = LU. Luego, podrias resolver el sistema
manualmente:

= L \(P*b); % Resuelve Ly =
= U \y; % Resuelve Ux =y
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Métodos directos: Conclusiones Uc

e La convergencia de ambos métodos estd garantizada.

e La factorizacién LU es una representacién matricial de la eliminacién
gaussiana.

e Su principal ventaja es la eficiencia para resolver sistemas Ax = b con la
misma matriz A y miltiples vectores b.

e Otra ventaja de la factorizaciéon LU es que permite calcular facilmente el
determinante de una matriz dada. Si consideramos la factorizacién LU de la

matriz A
A=LU

por propiedades de determinantes, sabemos que
det(A) = det(L) det(U) = det(U) = 11 - Unn

(ya que det(L) = 1 por construccién).

Importante

Resuelve Ejercicios (4.8) — (4.9)
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Motivacion

Limitaciones de los Métodos Directos (Gauss, LU)

. . 3 . .
e Coste Computacional: La complejidad de O(n”) los hace inviables para
. 5
sistemas muy grandes (n > 10°).
e Almacenamiento y "Fill-in”: Si la matriz A es esparsa (tiene muchos ceros),
la eliminacién gaussiana puede destruir esa estructura llenando la matriz de
elementos no nulos ("fill-in"), lo que consume mucha memoria.
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Motivacion

Limitaciones de los Métodos Directos (Gauss, LU)

. . 3 . .
e Coste Computacional: La complejidad de O(n”) los hace inviables para
. 5
sistemas muy grandes (n > 10°).
e Almacenamiento y "Fill-in”: Si la matriz A es esparsa (tiene muchos ceros),
la eliminacién gaussiana puede destruir esa estructura llenando la matriz de
elementos no nulos ("fill-in"), lo que consume mucha memoria.

Idea: Transformar el sistema Ax = b en una forma equivalente de punto fijo:
x=Tx+c

Donde T es la matriz de iteracion y c es un vector.

Proceso iterativo:

0) Iterar, x(1) Iterar x(2) Iterar

X( ++ = Xsolucién
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uc

Condicién necesaria y suficiente de convergencia

La iteracién x(KD) = 7x(K) 4 ¢ converge a la solucién Gnica para cualquier vector inicial
x(©) si y solo si el radio espectral de T es menor que 1:

p(T) <1

donde p(T) = max |\j| es el valor propio (autovalor) de mayor magnitud de T.
1

Condicién suficiente (mas facil de verificar)

Si la matriz original A,x, es estrictamente diagonal dominante,

n

|akk| > Z |akj|a k:172»"~7n7
Ltk

entonces los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen.
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Método de Jacobi

n
Idea: En la ecuacién i-ésima del sistema, E ajjx; = bj, se despeja la variable x;
=1
y se usan los valores del paso anterior para las demas variables.

Sea el sistema
auxt + awxe + -+ ainxp = by

anixi + anxe + -+ + awXn = b2

amXi1 + an2Xx2 + -+ + annXn = bn
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Método de Jacobi

n
Idea: En la ecuacién i-ésima del sistema, E ajjx; = bj, se despeja la variable x;
=1
y se usan los valores del paso anterior para las demas variables.

Sea el sistema
auxt + awxe + -+ ainxp = by

anixi + anxe + -+ + awXn = b2

amXi1 + an2Xx2 + -+ + annXn = bn

consideramos las férmulas de iteracién:

1
X(1k+1) _ ;(b1 _ alzxgk) . al,,xgk))
ng+1) — (b azlxgk) — aanS,"))
ax
' 1
X£1k+1) _ :m(b" . anIX(lk) e a,,(,,71)X$,k_)1)
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Método de Jacobi Uc

Método de Jacobi

n
k1 1 K
4 )Z; bi— > apg
" J=L.ji
Se necesitan dos vectores en memoria: uno para x( y otro para x(k1)
Forma Matricial
El método de Jacobi también se puede interpretar de forma matricial:

A4 — 0 4 D

donde D es la matriz diagonal de A,y J= —D (A — D):

0 —312/311 —a1,,/311
—az/an 0 co. —a/axn
_anl/ann _an2/ann e 0
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Ejercicio (4.10) uc

Ejercicio (4.10)

Utilizando el método de Jacobi, calcula tres iteraciones para el siguiente sistema,
empezando desde el vector nulo x©) = (o, O,O)T. i Converge la iteracién?

dx—y+z=17

4x —8y+z= —-21
—2x+y+5=15
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Ejercicio (4.10)

Ejercicio (4.10)

Utilizando el método de Jacobi, calcula tres iteraciones para el siguiente sistema,
empezando desde el vector nulo x©) = (o, O,O)T. i Converge la iteracién?

dx—y+z=17
4x —8y+z= —-21
—2x+y+5=15

1. Convergencia

e Filal: [4| > |—1|+ 1] = 4 > 2 (Se cumple)
e Fila2: | —8|> |4+ |1] = 8 > 5 (Se cumple)
e Fila3: |5 >|—2|+ 1] = 5> 3 (Se cumple)
Como la condicién se cumple para todas las filas, la matriz es estrictamente

diagonal dominante. Por lo tanto, el método de Jacobi convergera a la solucién
Unica del sistema, sin importar el punto de partida.
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Ejercicio (4.10)

2. Férmulas de lteracion de Jacobi
Despejamos cada variable de una ecuacién distinta:

(k+1) 1 K (R

Ax—y+z=1 x —4117“} z7)

4x—-8y+z=-21 — y(kH)

—2x+y+5=15 Sk+)

~(21 + 4X9 4 Z9)
= (15 + 2xX9) — )y
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Ejercicio (4.10)

2. Férmulas de lteracion de Jacobi
Despejamos cada variable de una ecuacién distinta:

(k+1) 1 K (R

Ax—y+z=1 x —4117“} z7)

4x—-8y+z=-21 — y(kH)

—2x+y+5=15 Sk+)

~(21 + 4x0 4 A9)

=5 (15 4 2x10 — {9y

3. Calculo de iteraciones:

Comenzamos con el vector nulo: x(@ = (X9, Z9)" = (0,0,0)".
Iteracién 1 (k=0): x) = (1.75,2.625,3)".

Iteracién 2 (k=1): x® = (1.65625,3.875,3.175)".

Iteracién 3 (k=2): x® = (1.925,3.85,2.8875).
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Criterios de parada

Como la solucién es aproximada, debemos definir una tolerancia ¢ y parar cuando
se cumpla una condicién.

Se detiene cuando la diferencia entre dos iteraciones sucesivas es suficientemente

pequefia:
(k+1) _ (k)
W < e (Error relativo)
)
[x D — xW|| < & (Error absoluto)

ilmportante!

Siempre se debe incluir un nimero maximo de iteraciones para evitar bucles infinitos si el
método no converge.

Ejercicio (4.11)

Expresa los sistemas planteados en el ejercicio (4.10) en su forma matricial. A
continuacién, utiliza la formulacién matricial del método de Jacobi para implementar el
algoritmo y hallar la solucién numérica.
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Método de Gauss-Seidel uc

k+1 k1 k1
Cuando calculamos x,(- ), ya hemos calculado los nuevos valores x:(L * ), e ,xgj ),

iPor qué no usarlos inmediatamente?

Método de Gauss-Seidel

i—1 n
k1 1 k+1 K
A= e S 3
" =1 Jj=itl

e Solo se necesita un vector en memoria, ya que los valores se sobrescriben.

e Generalmente, si converge, lo hace mas rapido que Jacobi.

Forma Matricial

Se descompone A = D — L — U (Diagonal, Triangular Inferior, Triangular
Superior). La matriz de iteracién de Gauss-Seidel es:

Tes=(D—L)"'U
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Ejercicio (4.12) uc

Ejercicio (4.12)

Utilizando el método de Gauss-Seidel, calcula tres iteraciones para el siguiente sistema,
empezando desde el vector nulo x©) = (0, O,O)T. i Converge la iteracion?

Ax—y+z=7
4x —8y+z= —-21
—2x+y+5=15
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Ejercicio (4.12) uc

Ejercicio (4.12)

Utilizando el método de Gauss-Seidel, calcula tres iteraciones para el siguiente sistema,
empezando desde el vector nulo x©) = (0, O,O)T. i Converge la iteracion?

Ax—y+z=7
4x —8y+z= —-21
—2x+y+5=15

1. Convergencia: El método converge ya que la matriz es estrictamente diagonal
dominante.
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Ejercicio (4.12)

Ejercicio (4.12)

Utilizando el método de Gauss-Seidel, calcula tres iteraciones para el siguiente sistema,
empezando desde el vector nulo x©) = (0, O,O)T. i Converge la iteracion?

Ax—y+z=7
4x —8y+z= —-21
—2x+y+5=15

1. Convergencia: El método converge ya que la matriz es estrictamente diagonal
dominante.

2. Férmulas de lteracion

k1) _ %(7 40 A0
SR %(21 4 a4 AR
Sht) _ %(15 o) k)
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Ejercicio (4.12) uc

3. Calculo de iteraciones:

Comenzamos con el vector nulo: x® = (X(O),y(o), z(O))T =(0,0,0)".
Iteracién 1 (k=0): x") = (1.75,3.5,3)".

Iteracién 2 (k=1): x? = (1.875,3.9375,2.9625) .

Iteracion 3 (k=2): x® = (1.99375,3.9921875,2.9990625) .

Método x® y(3) 2
Jacobi 1.925 3.85 2.8875
Gauss-Seidel 1.99375 3.9921875 2.9990625
Solucién Exacta 2.0 4.0 3.0

e Ambos métodos convergen hacia la solucién, como se esperaba, ya que la
matriz es estrictamente diagonal dominante.

e Tras solo tres iteraciones, se observa claramente que la aproximacién obtenida
con el método de Gauss-Seidel esta significativamente mas cerca de la
solucién exacta que la obtenida con el método de Jacobi.
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Métodos iterativos en MATLAB

Métodos clasicos (Jacobi y Gauss-Seidel) son excelentes para aprender y muy
faciles de implementar, pero a menudo son demasiado lentos o su convergencia es
muy limitada para ser usados en software profesional.

| Funcién | Nombre Completo | Tipo de Matriz | Descripcion \

pcg Gradiente Conjugado | Simétrica, def. posi- El método mas rapido para
Precond. tiva esta clase.

gmres Residuo Minimo Gen- Cuadrada, no simétrica Uno de los més populares y
eralizado robustos.

minres Residuo Minimo Simétrica, indefinida Para matrices simétricas no

def. positivas.
1lsqr Minimos Cuadrados Rectangular o Resuelve sistemas de mini-
cuadrada mos cuadrados.

La sintaxis para usar estos métodos es muy similar entre ellos:
x = gmres(A, b, tol, maxit, x0);

A: La matriz de coeficientes

b: El vector de términos independientes.

tol: (Opcional) La tolerancia del error. Por defecto es le — 6.
maxit: (Opcional) El nimero maximo de iteraciones.

x0: (Opcional) La estimacién inicial de la solucién.
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Conclusiones: Directos vs. lterativos

Métodos Directos

Métodos Iterativos

temas grandes

(Gauss, LU) (Jacobi, Gauss-Seidel)

Pros Robustos, predecibles, dan la | Mucho mas rapidos y efi-
solucién "exacta” (sin errores | cientes en memoria para sis-
de redondeo) temas grandes y esparsos

Contras Muy costosos (O(n’)) para sis- | La convergencia no esta garan-

tizada y depende de la ma-
triz. La solucién es una aprox-
imacién

Usar cuando

El sistema es pequeno, denso
0 se necesita alta precision
garantizada.

El sistema es grande, esparso
y la matriz tiene propiedades
que aseguran la convergencia
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Autovalores y Autovectores

Autovalores y Autovectores

Dado una matriz cuadrada A € C"*", un escalar A es un autovalor de A si existe un
vector no nulo v (su autovector asociado) tal que:

Av = v

Aplicaciones:

e Fisica: Frecuencias de vibracién de un sistema mecanico.
e Estabilidad: Anilisis de sistemas dindmicos y ecuaciones diferenciales.

e Ciencia de Datos: Componentes Principales (PCA), PageRank de Google.
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Autovalores y Autovectores

Autovalores y Autovectores

Dado una matriz cuadrada A € C"*", un escalar A es un autovalor de A si existe un
vector no nulo v (su autovector asociado) tal que:

Av = v

Aplicaciones:

e Fisica: Frecuencias de vibracién de un sistema mecanico.
e Estabilidad: Anilisis de sistemas dindmicos y ecuaciones diferenciales.

e Ciencia de Datos: Componentes Principales (PCA), PageRank de Google.
Los autovalores son las raices de la ecuacién caracteristica: det(A — Al) = 0.

e Para matrices grandes, calcular el determinante y encontrar las raices del
polinomio es computacionalmente prohibitivo y numéricamente inestable.

e No hay férmulas generales para raices de polinomios de grado > 5.
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Autovalores y Autovectores

Autovalores y Autovectores

Dado una matriz cuadrada A € C"*", un escalar A es un autovalor de A si existe un
vector no nulo v (su autovector asociado) tal que:

Av = v

Aplicaciones:

e Fisica: Frecuencias de vibracién de un sistema mecanico.
e Estabilidad: Anilisis de sistemas dindmicos y ecuaciones diferenciales.

e Ciencia de Datos: Componentes Principales (PCA), PageRank de Google.
Los autovalores son las raices de la ecuacién caracteristica: det(A — Al) = 0.

e Para matrices grandes, calcular el determinante y encontrar las raices del
polinomio es computacionalmente prohibitivo y numéricamente inestable.

e No hay férmulas generales para raices de polinomios de grado > 5.

Conclusion: Necesitamos métodos numéricos iterativos.
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Desafios en el calculo de autovalores Uc

El calculo de autovalores puede ser un problema mal condicionado. Pequefios
cambios en la matriz pueden causar grandes cambios en los autovalores:

Ejemplo

Sean dos matrices Ay A’:
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Desafios en el calculo de autovalores Uc

El calculo de autovalores puede ser un problema mal condicionado. Pequefios
cambios en la matriz pueden causar grandes cambios en los autovalores:

Ejemplo

Sean dos matrices Ay A’:

e Los autovalores de A son A\; = A = 0.
o Los autovalores de A’ son X = £+/e.
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Desafios en el calculo de autovalores Uc

El calculo de autovalores puede ser un problema mal condicionado. Pequefios
cambios en la matriz pueden causar grandes cambios en los autovalores:

Ejemplo

Sean dos matrices Ay A’:

e Los autovalores de A son A\; = A = 0.
o Los autovalores de A’ son X = £+/e.

. —16
Imaginemos que € = 10

e cambio en la matriz: 10 *°.
o Los nuevos autovalores: \' = £1/10-16 = +10 .
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Desafios en el calculo de autovalores Uc

El calculo de autovalores puede ser un problema mal condicionado. Pequefios
cambios en la matriz pueden causar grandes cambios en los autovalores:

Ejemplo

Sean dos matrices Ay A’:

e Los autovalores de A son A\; = A = 0.

o Los autovalores de A’ son X = £+/e.
Imaginemos que € = 107

e cambio en la matriz: 10 *°.

o Los nuevos autovalores: \' = £1/10-16 = +10 .

Este es un problema extremadamente mal condicionado. La causa es la
estructura no simétrica con autovalores repetidos. Las matrices simétricas no
sufren de este problema tan severo.
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Circulos de Gerschgorin

Teorema de Gerschgorin

Todos los autovalores de una matriz A se encuentran en la unién de n discos en el plano
complejo, definidos por:

D; = ZE(C:|Z—3,','|§Z|8,'J'|
J#i

Para cada fila i

e El centro del circulo es el elemento de la diagonal aji.
e El radio es la suma de los valores absolutos de los demas elementos de esa
fila.

Ejercicio (4.13)

Utiliza el Teorema de Gerschgorin para estimar la localizacién de los autovalores de la matriz

4 -1 0
A=11 1 1
0 2 —2
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Circulos de Gerschgorin

Teorema de Gerschgorin

Todos los autovalores de una matriz A se encuentran en la unién de n discos en el plano
complejo, definidos por:

D; = ZE(C:|Z—3,','|§Z|8,'J'|
J#i

Para cada fila i

e El centro del circulo es el elemento de la diagonal aji.
e El radio es la suma de los valores absolutos de los demas elementos de esa
fila.

Ejercicio (4.13)

Utiliza el Teorema de Gerschgorin para estimar la localizacién de los autovalores de la matriz

4 -1 0
A=11 1 1
0 2 —2

Todos los autovalores estan en [—4, 5].
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Calculo de autovalores en MATLAB

uc

MATLAB ofrece la funcién eig para calcular autovalores y autovectores. Tiene
dos formas de uso principales:

1. lambda = eig(A)

Devuelve un vector columna con todos los autovalores de la matriz A.
2. [V, DI = eig(A)
Devuelve dos matrices:

e D: Es una matriz diagonal que contiene los autovalores \; en su diagonal.

e V: Es una matriz cuyas columnas son los autovectores correspondientes a cada
autovalor en D.
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Calculo de autovalores en MATLAB Uc

MATLAB ofrece la funcién eig para calcular autovalores y autovectores. Tiene
dos formas de uso principales:

1. lambda = eig(A)

Devuelve un vector columna con todos los autovalores de la matriz A.
2. [V, D] = eig(A)

Devuelve dos matrices:

e D: Es una matriz diagonal que contiene los autovalores \; en su diagonal.
e V: Es una matriz cuyas columnas son los autovectores correspondientes a cada
autovalor en D.

Para matrices grandes y/o esparsas, se usa eigs:
[V, D] = eigs(A, k)

(Devuelve los k autovalores de mayor magnitud)

Ejercicios

Resuelve Ejercicios (4.14)—(4.15)
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