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*Formular balances microscopicos para la conservacion de
la materia, de cantidad de movimiento, de energiay de
materia
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6.1 Balances microscopicos
de conservacion de la
materia




Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Se trata de deducir la
ecuacion de
continuidad de masa
total realizando un
balance microscopico
de conservacion de
materia
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Un volumen poliédrico definido en el espacio por
el que circula un fluido con las sustancias Ay B
en una direccion cualquiera (entra por los lados
contiguos al vértice (x, y, z) y sale por los lados
del vértice opuesto (x + Ax, y + Ay, z + Az)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Ecuacion de continuidad
Balance de materia en forma

A — E — S diferencial

(flujo masico, masa por unidad de
tiempo p.ej.: kg/s)

ap ,
— Ax AvAz = ACUMULACION
ot Y

El producto de la densidad de flujo
masico G por un area A es el flujo

Tenemos un
elemento de
volumen
Ax AyAz
luego al
multiplicar

uedaria gm
q at

es decir, flujo
masico

masico que entra/sale a través de
esa area pu - A

UG x —1(puy) [ 1ax)AyAZ +

(‘(Puy)‘y - ‘(P”y)‘yﬂy) AxAz +  ENTRADA - SALIDA
(l(puz)lz o |(puz)|Z+Az)AXAy

Estas son las areas del

La densidad de flujo masico G se puede calcular como el producto de la : :
poliedro anterior

densidad por la velocidad G = pu. De esta forma el producto de la densidad \
por la velocidad pu es equivalente a %u e % es decirG y % tienen

dimensiones equivalentes (cantidad de movimiento por unidad de volumen)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001




Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Ecuacion de continuidad

ap _ _[atouy) | 9(puy) | 0(puy)
ot ox = 9y 0z

Al dividir por
el volumen
del elemento
diferencial y
tomar el
limite
AXx,Ay,Az—0,
se obtiene la
forma
diferencial
local

Podemos relacionar la variacion local de la densidad con el
tiempo con la divergencia de la densidad de flujo masico
convectivo segun:

La divergencia del
vector densidad de
flujo masico pu es
un escalar

La densidad es un
escalar, lo que no
implica que no

pueda variar con la
posicion x, y, z

V - indica la
operacion de
divergencia

pu es un vectorya
que u es un vector
Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Ecuacion de continuidad

dp
— 1T =0
o T (pu)

La divergencia de la densidad de flujo masico V - (pu) es una
propiedad local del campo vectorial y nos indica si el fluido esta
divergiendo o convergiendo:

Esta ya seria la ecuacion
de continuidad o
ecuacion de
conservacion de masa
total, valida para flujo
compresible e
incompresible,
newtonianos y no
newtonianos y flujo
estacionario o no
estacionario

* SiV-(pu) > 0, el campo pu se expande localmente, por lo
que disminuye la densidad p (dp/dt<0)

* SiV-(pu) <0, el campo pu converge/ se comprime
localmente, por o que aumenta la densidad p (dp/dt>0)

*Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Definicion de la ecuacion de continuidad

e

— T, i_
— o~ -
/ / l\\. S/ / T\'\
al8x(V.) > 0 Aax(V)<0  alex(V)=0
8lay(V ) > 0 8loy(V) < 0 8lay(V,) =0
V-(V) > 0 V-(V) < 0 V-(V) = 0



Balances microscopicos de conservacion de la matetia @000

Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Ecuacion de continuidad

Si ahora reordenamos 22 + 7 - (pu) =0

ot
ap
— _V . u
P” (pu)
Para un flujo con densidad local estacionaria (% = 0) luego:
V- (pu)=0

Y ahora operando usando la identidad vec. del producto escalar:
p(V-u)+u-Vp)=0

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Ecuacion de continuidad

Y ahora operando usando la identidad vec. del producto escalar:

p(V-uw)+u-(Vp)=20

Combinando con la hipdtesis de campo de densidad uniforme, p
espacialmente constante, (Vp) = 0

Ecuacion de continuidad

— simplificada para un fluido
o u — de densidad constante

Esta es la forma simplificada de la ecuacion de continuidad para
un fluido p = cte. Indica que no existe expansion ni compresion
local del elemento material de fluido, y por tanto, su volumen se
conserva durante el movimiento.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Aplicacion macroscopica de la ecuacion de continuidad

Qz = Uy A,
= (5

= UyA,

En una conduccion de seccion constante A; = A,, si p = cte, al no crearse ni
destruirse materia, las velocidades lineales en los extremos deben ser
necesariamente iguales u; =u, . Este resultado es una consecuencia
macroscopica de aplicar V-u = 0 sobre una region geométrica con area
constante: el balance integral de masa Q; = @, por ser p = cte implica que
las velocidades medias aguas arriba y aguas abajo deben ser iguales: u; = u,



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

La ecuacion de continuidad: otros sistemas de coordenadas

[dp/at + (V' pv)=0]

Coordenadas cartesianas (x, y, z):

3p a P 3
T (pvy) +&_y (ozy) "'_a“"z“(ﬂvz) -0 (B.4-1)
Coordenadas cilindricas (r, 6, z):
.1 0 19 9
oty or PO+ g (Pe) o (poa) =0 (B.4-2)
Coordenadas esféricas (r, 6, ¢):
dp 1 . 3 )
Py L or 2 0 2 (v 4)=0
9t 12 9 (o r}+rsenﬂ aaw"m )+rsenﬂ ad:(pvq") (B.4-3)

7 Cuando se supone que ¢l fluido tiene densidad de materia constante p, la ecuacién se simplifica a
(V.v)=0

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Consideraciones a la ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad es un balance de conservacion de
masa total. No contiene leyes constitutivas de transporte
molecular. Las leyes de Newton, Fourier y Fick se introducen
después para cerrar, respectivamente, el transporte molecular de
cantidad de movimiento, energia por conduccion y materia por
difusion. En particular, la ley de Newton de la viscosidad se usa
como cierre directo para problemas laminares. En régimen
turbulento, el mezclado turbulento/macroscopico introduce

transporte adicional de cantidad de movimiento y no se puede
: : u
resolver el problema aplicando directamente 7 = M@ COMmo en

laminar.



Aplicacion del BMic de conservacion de materia

Consideraciones a la ecuacion de continuidad

Es esencial no confundir la forma general de la ecuacion
de continuidad —expresada mediante la divergencia del
vector densidad de flujo masico— con su expresion
particular en un sistema concreto de coordenadas. El
operador divergencia tiene definiciones distintas en
coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas, lo
que conduce a desarrollos diferentes de l[a misma
ecuacion fisica, aunque el contenido del balance no
cambia.
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6.2 Balances microscopicos
de cantidad de movimiento




Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

E-S+F=0

Balance de cantidad de movimiento en
estado estacionario en forma diferencial

El balance microscopico de cantidad de movimiento establece
que la divergencia del flujo de cantidad de movimiento debe
igualar la suma de las fuerzas de superficie y de cuerpo que
actuan sobre el fluido. Estas fuerzas pueden ser: (i) de superficie
(presion y esfuerzos viscosos) y (ii) de cuerpo (como
gravedad).El resultado es una ecuacion vectorial que representa

un balance de fuerzas por unidad de volumen.
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http://www.bogotobogo.com/Algorithms/uniform_distribution_sphere.php
http://pleasemakeanote.blogspot.co.uk/2009/02/8-derivation-of-continuity-equation-in.html

Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

El objetivo fundamental de aplicar el balance
microscopico de cantidad de movimiento es determinar
el campo de velocidades, es decir, obtener el vector
velocidad en cada punto del dominio geométrico
considerado.

Resultados

https://symulacfd.com/desarrollo-modelos-cfd/



https://symulacfd.com/desarrollo-modelos-cfd/

/

Recuerdo que la cantidad de
movimiento es el producto de |a
masa m por la velocidad u, luego la
tasa de variacion con el tiempo de la

d(mu) debe
dt

tener las dimensiones de la fuerza F

2F=d(mu)= du_ma

dt ar T

cantidad de movimiento




Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cartesianas (x, y, z) para un fluido incompresible
eral + V-u = O; aun_en funcion del tensor T1)

Gradiente Divergencia del tensor
de presion de tensiones viscosas

Todos los términos tienen
unidades de fuerza por
unidad de volumen [N/, ;]

Du . .
ot es la derivada material

=>» derivada con el t mas
las derivadas parciales
con la posicion x, y, z

p €s cte. por ser
incompresible

~Tax |ox T +az_+p‘gx

Una ecuacion por cada -
componente=>»3 ecuaciones _
T

ox oy oz | TP

ou, ou, ou, ou,\  0p |07y, 6Tyz+arzz N
"9z |ox "oy " ez | PY

Tasa de cmmdad de Fuerza debida‘al gradiente de Fuerzas¥iscosas por Fuerza debida a la

movimiento por und. de volumen presion por und. de volumen und. de volumen accion de la gravedad
Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001 por und. de volumen




iEntendido! Lo que sucede es que al
aplicar una fuerza sobre un volumen
de fluido seré capaz de mover a
este, es decir, tendra cierta
velocidad, es decir, al aplicar fuerzas
sobre un volumen/superficies
generaré perfiles de velocidad. El
balance de fuerzas determina si esta
en reposo, o si tiene velocidad
constante (=»fuerza neta cero) o si
acelera (= fuerza neta distinta de
cero)




Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cilindricas (r, 8, z) para un fluido incompresible

(balance general + V-u = 0; at]ré en funcion de 1)
aur aur ug aur aur UH iSon 3 ecuaciones diferentes, una por
p _|_ ur _|_ _|_ uZ — cada componente de la velocidad!
ot or r 00 0z r

ap 1 6(TTTT) 1 aTHr aTzr To6
- ___[? or ' rae oz x| PIr

or
dug dug uUgdug dug U, Ug )
p(—+ur T Y T

0
1 O'p 1 a(T'ZTTTQ) + 1 6199 N 6129 + Togr — Typ +
rz  Or r 00 0z 8 PYe
(auz ou, Ugou, 6uz>
p

at Yo T a0 T g
op [1 0(rt,,) 1019, 01,

+-—2+ =l +pg,
| | | dz |r Or r 00 0z
Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001




Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cilindricas (r, 8, z) para un fluido incompresible

<6ur ou, ugou, ou, u%) op [1 o(rt,,) N 1071y, N 0T, Top
p — = - - _

“or |r or r 06 0z r ]+’0gr

+ ol
rdd |r2 or r 00 0z T PYe

<6u3 dug ugdug oug U, Uy > 10dp 1 9(r?t,9) N 10740 N 0T,0 Tor —
p = — -

ou, ou, ugdu, du,\  0dp [10(rt,,) 1079, 07y
P(at TG T Tz ) T ror 798 @ oz

Esta diapositiva duplica la
anterior — pendiente de
anadir la version en
coordenadas esféricas (BSL
Tabla B.6)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cilindricas (r, 8, ¢) para un fluido incompresible

Coordenadas esféricas (r, 6, ¢p):€

2 2
v Ug + U
p(fr‘v, o av, , e av, N ¢ du, Uy ¢)__ ap

at ar r d8 rsenf J¢ r ar
1 4 2 1 J 1 8 To0 + Tod
|5 — )+ - sen @) + —_—Tgy ~————— | +
[ﬂ ar Tt e e o rsen 8 ap P r ] =
)
, dvg e g L2 dvg . Ve IUg +'ﬁr99—ﬂ¢i:0fﬂ __lap
at ar r d8 rsené@ do r r ot
1 2 3 1 3 1 9 {rgr —7r9)—TygcOt 8
— — (T )+ — (1gq sen 0) + — Ty + +
[r3 ar %" T rsene a0 rsen @ o¢ °° r pe
, &v¢+v &v‘i’_,,ii 6v¢+ vy Jﬂ¢+v¢v, + VgV g cot O _ 1 ap
T
at ar r d80 rsenfl ¢ ¥ rsen @ do
1 9 1 1 F 1 F] (rgr — Tra) + Tpg cOt B
- | g+ ~— (744 5€N 6) + — Tgat +
[r3 ar ¥ T seng ag 0¥ rsen § o¢ °° r Pe

Estas ecuaciones se han escrito sin hacer 1a suposicién de que 7 es simétrico. Esto significa, por ejemplo, que cuando :
Uposicion comin de que el tensor de esfuerzo es simétrico, entonces 7,, — 7, = 0.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

En los tres sistemas de coordenadas anteriores aparece explicitamente el
tensor de esfuerzos 7, .Para poder expresar el balance microscopico
unicamente en términos de la velocidad u, es necesario introducir una ley de
transporte molecular que relacione esfuerzo cortante t,, y tasa de

.. du
deformacion —=:
dy

Por tanto, en funcion de la combinacion de los valores de
T, (tension de fluencia), el K (indice de consistencia) y de
n (exponente) se tendran diferentes perfiles de velocidad
para la misma geometria. Como es obvio, cuando 1y =0y
n = 1 se tendra la expresion para fluidos newtonianos.

Ejemplo para fluidos
de tipo Herschel-
Bulkley




Por eso introducimos la ley de
Newton de la viscosidad antes de
resolver balances microscopicos de
cantidad de movimiento en régimen
laminar: relaciona el esfuerzo
cortante molecular con el gradiente
de velocidad. Esta relacion permite
cerrar el balance y obtener perfiles
de velocidad en los casos laminares
tratados en este tema



Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cartesianas (x, y, z) para un fluido newtoniano
con densidad y viscosidad constante (Navier-Stokes) " do velocidad s Susttir i 1y de

de velocidad, tras sustituir la ley de
Newton de la viscosidad para un fluido
newtoniano (se usaran como cierre
directo en régimen laminar

—+uxW+uy 9y + U, i

U, U, U, Ouy op 0%,
P\ ot

p(auy ou,, ou,, auy): ap 0°u, 0%u, 0°u,

—+ux Ox +uyE+uZ—

ou, ou, ou, 6uz op 0%u, 0%u, 0°%u,

~ — L

Fuerza debida a la

Tasa de cambio de la cantidad de Fuerza debida al gradiente de Fuerzas viscosas por o
movimiento por und. de volumen presion por und. de volumen und. de volumen accion de la gravedad
por und. de volumen
of )
o0 4000 ° (195 uer? 125
200 (2 0 e 25 TLue
ex e o 3 - cOS
P\Ce\ p\ceéo e ot o \/&e((\as J\e<P e\/\xe((\a

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cilindricas (r, 8, z) (Navier-Stokes) para un fluido
newtoniano con densidad y viscosidad constante (Navier-Stokes)

ou, ou, ugdu, ou, ué
p(at Ty T a0 "M
_0p N [6 <1 a(rur)> N 1 0%u, 0%u, 2 duy

Mo\ ar ) T2 302 T 9.2 " 7290 | TPYr

dug dug Ugdug dug U, u9>
p(at+”"ar+r 060 "oz ' 1
B 16p+ d (10(rug) +16u9+6 u9+26ur N
- r2 962 ' 0z2 ' rZog | PY

roe " Hlar\r or
du, ou, ugadu, du,
p(at Ty T 90 Y9, ) T

ap+ 10 [ Ou, N 1azuz+azu6 N
Kl or\" or r2 9002 = 0z2 PYz

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de

movimiento en coordenadas esféricas (r, 8, ¢) para un fluido newtoniano con
densidad y viscosidad constante

Coordenadas esféricas (r, 8, ):

2 Z

at ar v 480 rsenf® J¢
+ W 1 (riv,)+ ! —{(sen 0 av,) a2 v,. +p8 6-7)
% ar? " 1%sen ¢ o0 a6 rzsen 8 o " (B.
0 &vﬂ+vr dvy o 9vy Vs ng+f’r"'0‘”¢'c°la __Yep
at ar r of rsen @ de¢ r r af
1 4 (2 avg) 1 4 ( 1 ) 1 %0y, 2 ov, _ 2cotd 97y
+pl— — — (vy sen @ = 6-8)
F[?z ar ( ar ) 77 30 \sen 6 6‘6‘( o sen 6) risenlg ad’ Y20 tTeeno oo | O (@
o vy o e L8 v g . v vy . UpUy + VgUgcotd ___1
a7t ar r 80 rsenf dd r rsenf Jd¢

1 ¢ ( 6‘%) 1 a( 1 ] 1 %, 2 gv, 2cotl dvg
+ —_ |t —= + —(‘v sen &) + Loy + (B.6-9}
”[? ar \ ar/) 2 38 \senf B ° " Ten?0 38 rlsent 3¢ rlsend ¢ | o0

—

* La cantidad entre corchetes en la ecuacion B.6-7 no es lo que habria que esperar de la ecuacion (M) para [V - Vv] en la tabla A.7-3

debido a que a la ecuacion (M) se ha sumado la expresion para (2/7)(V - v), que es cero para fluidos con p constante. Asf se obtiene
una ecuacidn mucho mis sencilla.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Las ecuaciones de Navier-Stokes

Para un fluido newtoniano incompresible

of )
20 eX )\ Ve - <
pee® lxcec\,o <« eﬂe‘(\as NS

Se tiene que entender como la aplicacion de la segunda ley de Newton (F = ma) a un
elemento diferencial de volumen para un fluido incompresible. Genera un sistema de
ecuaciones no lineal (por la aceleracion convectiva), vectorial (por la velocidad), parcial
(por la distribucion con el tiempo y la posicion) y diferencial que relaciona los cambios
en la velocidad de un fluido con las fuerzas que actuan sobre él. Se tienen 3 variables
para la velocidad (uy, u,, u,) y 1 para la presion p (4 variables) y 3 ecuaciones (para
cada componente cartesiana, cilindrica o esférica). Se requiere una ecuacion adicional
qgue es la ecuacion de continuidad

\7 U = O Ecuacion de continuidad

Kundu y Cohen, Fluid mechanics, Elsevier, 2004



Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Las ecuaciones de Navier-Stokes

Para flujo incompresible y viscoso, se ha demostrado que en 2D
existen soluciones suaves, globales y Unicas. En 3D no se ha
demostrado la existencia global de soluciones suaves ni su
unicidad. Ciertas simetrias pueden reducir el problema 3D a uno
equivalente 2D, donde si se conoce la existencia y unicidad
global. La posible aparicion de singularidades en 3D es
precisamente el problema sin resolver.

Matematicamente, una singularidad significa que una magnitud
(velocidad, etc.) se hace infinita en tiempo finito. Fisicamente, la
viscosidad real (y otros mecanismos) evitarian que apareciesen
infinitos reales, pero el modelo matematico seria incompleto.

Implica que sea un problema matematico, no fisico.




Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Las ecuaciones de Navier-Stokes

Unsolved problems

Birch and Swinnerton-
Dyer Conjecture

Supported by much experimental
evidence, this conjecture relates the
number of points on an elliptic curve

mod p to the rank of the group of

tnoints. Elliptic curves, defined by i

Hodge Conjecture

The answer to this conjecture determines
how much of the topology of the solution
set of a system of algebraic equations
can be defined in terms of further
algebraic equations. The Hodge
conjecture is known in certain special
cases, e.g., when the solution set has
dimension less than four. But in

dimension four it is unknown.

Navier-Stokes Equation

This is the equation which governs the
flow of fluids such as water and air.
However, there is no proof for the most
basic questions one can ask: do solutions
exist, and are they unique? Why ask for a
proof? Because a proof gives not only

certitude, but also understanding.

https://www.claymath.org/millennium-problems



Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Las ecuaciones de Navier-Stokes

Ciencia / Materia

INTELIGENCIA ARTIFICIAL >

= El matematico espaifol Javier GoOmez Serranoy
Google Deepmind se alian para resolver el
problema del millon de dolares de Navier-Stokes

Un equipo de investigadores e ingenieros trabaja en secreto desde hace tres afios en
uno de los enigmas mas endiablados de la humanidad, cuya solucién se considera
inminente gracias a la inteligencia artificial

https://elpais.com/ciencia/2025-06-24/el-matematico-espanol-javier-gomez-serrano-y-google-deepmind-se-alian-para-
resolver-el-problema-del-millon-de-dolares-de-navier-stokes.html



Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Las ecuaciones de Navier-Stokes

Soluciones para Navier-Stokes (aproximaciones numéricas)

' - Nt oem

EREEEREY 4
T R



https://www.youtube.com/watch?v=oL_DOxFagvI

Balances microscdpicos de cantidad de movimiento
Aplicacion del BMic de cantidad de movimiento

Pasos para la aplicacion de los BMic de cantidad de movimiento

Elegir el sistema de coordenadas y escribir las ecuaciones de cantidad de
movimiento correspondientes a la geometria

Introducir la ley constitutiva: ley de Newton de la viscosidad como cierre
directo para fluidos newtonianos en régimen laminar

Simplificar las ecuaciones usando las hipotesis fisicas: régimen est.,
geometria, continuidad, comp. nulas, simetrias y condiciones del flujo

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)




Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

PERFIL DE VELOCIDAD u

Para un fluido newtoniano que circula por
el interior de un tubo de seccion circular
(longitud L y radio R) en condiciones de
presidon y temperatura constante en el
estado estacionario. Asumir régimen
laminar y flujo axial puro. Asumir que el
fluido puede moverse como consecuencia
de la accion de fuerzas de gravedad y/o
presion. El tubo se asume como superficie
estatica.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Elegir el sistema de coordenadas y escribir las ecuaciones de cantidad de
movimiento correspondientes a la geometria

ou, ou, ugou, ou, ug
p<6t T T 90 TV e T
dp 10(rtyy) 10t 07,  Toe
- [? ox r o0 oz r|TPIr

ar
<6u9 N Jug ugdug N dug U, Uy ) B
P\oc " ar " r a0 Faz  r )
1 ap 1 O(r Trg) n 1 ang N aTZQ n Tor — Tyre N
rdd |rz2 Ox r 00 0z r PYe

Se tienen 3 ecuaciones,
una por componente de
velocidad. Bajo las
hipétesis del caso, solo la
componente axial z
aportara el perfil u,(r)

ou, ou, ugadu, du,
p( T T ae T2 ez

—a—p—lla(rTrZ)+laT92+aTZZ] +

0z r 0x r 00 0z

GEOMETRIA CILINDRICA

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Introducir la ley constitutiva: ley de Newton de la viscosidad como cierre
directo para fluidos newtonianos en régimen laminar

ou, ou, ugou, ou, uj
p(at+”" or T o0 Tl oz )

d 10(ru 1 0“u u 2 du
=__p+ [ar< ( r))_l__ r_l_ r < vHe + pg,

or r or r2 002 = 0z* r? 06
dug dug ugdug dug Uy Ug )
p(at+“"ar+r N
_ 1op N 0 (19(rug) L 10%u 0%uy N 2 ou, N
~Tra0 T Har\r ar r2 00?2 = 0z? N

Al asumir fluido

auZ + au’Z + u9 auZ + au'Z _ newtoniano y régimen

P ot U, P 90 U, P — laminar, se sustituye el
r r Z esfuerzo viscoso

molecular mediante la
pg ley de Newton de la
Z viscosidad.

op 10 [ Ou, 1 0%u, 0%uy
__+'u[;6r<r 6r>+r_2 0672 * 0z%

GEOMETRIA CILINDRICA

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



NoO creo que pueda resolver un
conjunto de 3 ecuaciones

diferenciales con el tiempo y con la

posicion... ¢Qué puedo hacer?



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

Resulta fundamental poder entender que las
componentes de la velocidad u,, u,, ug
(velocidad en cada una de las 3 dimensiones)
son independientes de que las componentes u,,
Uu,, Ug pueden variar con las tres componentes
z, v y 0. Por tanto, para poder simplificar las
ecuaciones diferenciales de distribucion de
densidad de flujo de cantidad de movimiento, es
critico poder distinguir las componentes de la
velocidad con respecto a como varian cada una
de esas 3 componentes con cada una de las 3
dimensiones.




¢,Pero como puedo saber entonces
como puedo hacer esas
simplificaciones?



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

V-u=0- = 0

ou,
0z

u, representa la componente de
velocidad en la dimension del
radio r, es decir, se desplaza en la
direccion radial. Al existir flujo axial
puro necesariamente se debe
cumplirqueu,, =0

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

V-u=0- = 0

ou,
0z

Uy representa la componente de

Uy = 0 If;\ velocidad en la dimepsién del
angulo 6 es decir con el angulo. Al
existir flujo axial puro
necesariamente se debe cumplir
queug =0

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

=0

ou,
0z

V-u=0-

u, representa la componente de la
velocidad en la dimension z, es
decir con la posicion en el tubo a
lo largo de su longitud. Al ser flujo
axial puro, entonces uz; # 0 (el
fluido se desplaza en la dimension
Z)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

=0

ou,
0z

V-u=0-

g, representa la accion de la
gravedad sobre el volumen de
fluido newtoniano considerado. En
este caso, como el eje z coincide
con la direccion y sentido de la
gravedad, las otras componentes
g, = 49 son nulas gg=9,=0 'y se
cumple que entonces g, = g

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

dp dp OJp
or 00’ 0z
La variacion de la presion con las dimensiones

r, 8,y z, es decir, Zf,gg,gz depende de cada
caso particular. En este caso, lo evidente es que
la presion vendria ejercida de forma externa por
una bomba/compresor y por tanto la diferencia
de presidon es a lo largo del eje z. Seria
necesario conocer las condiciones que hicieran

que haya diferencia de presion con el radio r.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)
ou,

V-u=0- az:O

U =0 ug =0 uy, #0

Analizamos la primera de
las componentes: r

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)
ou,

V-u=0- az:O

U =0 ug =0 uy, #0

JE I % e 2

= e S IR St i 4

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001

Analizamos la segunda de
las componentes: 6




Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

=0

ou,
0z

U =0 ug =0 uy, #0

Analizamos la tercera de
las componentes: z

v
+ pg;

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Simplificar las ecuaciones usando las hipotesis fisicas: régimen est.,
geometria, continuidad, comp. nulas, simetrias y condiciones del flujo

ou
V-u=0-—-=
0z

Por tanto, la componente axial del balance microscopico de cantidad
de movimiento queda, antes de integrar, como:

0 — (')P_I_ 10 du, N

v

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001

=0u. =0 ug=0 u, #0

Ahora toca integrar
esta expresion



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Definiendo la presidon modificada como:
iEs agrupar los términos de
:}) — P —_— ng presion y gravedad !

Se obtendria la siguiente expresion (asumiendo g, = g):

P, — P, 10 ( du, L 0
0=-— +ul=z(r==] | +pr9-—pg~

L—0 r Or ar L L

0=——+pg +——pg +u(1a( a;,‘,z))

r or

__ (@Pr—pgl) , (Po—pg0) 10 ( Oug
0= L t L +‘u(r6r(r ar))

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001




Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

__ @r—pgl) , (Po—pgo0) 10 ( 0Oug
0= L t L +‘u(r6r(r 6r))

) — _(JDL)_I_(SDO ) +M(1 9 (rauz))

L L r or ar

0= (i3 (5)

Bird, Stewart and Lightfoot, Trans

port Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

A 1 )

r Or
Operando esta expresion:

— (:PO — )rar =0 (r 6uz>

ulL or

Integrando esta expresion de forma indefinida:

(P, —:PL)rZ_ a”z.(;
ulL 2_r6rI 1

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Para resolver el valor de la constante de integracion C, es necesario
establecer la condicion limite correspondiente:

CONDICION LIMITE 1 0 u,
C d. . o d . t P
ondiCion ae simetria a,r

(Po =P, )r 0w, G _
a UL 2 or +7 Cl — O

La unica forma de que el gradiente de velocidad no sea infinito en el centro
es que C, sea cero



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

De esta forma la expresion subsiguiente con C,=0, es:

(j:)o —fPL)Tz_ auz
ulL 2_r0r

(?O _?L r
uL 2

Integrando esta expresion de forma indefinida aparece una nueva
constante de integracion C.:

(?O _PL )7‘2
uL 4

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Para resolver el valor de la constante de integracion C, es necesario
establecer la condicion limite correspondiente:

CONDICION LIMITE 2 _ _
Velocidad nula en la pared r=R - u, = 0

(no slip boundary condition)
(:]DO - “]DL ) RZ
UL 4
(:PO - :PL ) RZ
uL 4

C2=O

C2=

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de cantidad de mavimiento

Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Operando la expresion:
(‘7)0 _PL)RZ (:PO _:PL)T'Z
uL 4 uL 4

(Po =P )
4ul

u, =

U, = (R? —1?)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Operando la expresion:

P, —P, )R> 2
(0 . L)zm 1_(%)

El maximo se producira necesariamente en r = 0, ya que en ese
punto es donde la derivada de la velocidad es nula:

u, =

(PO _?L )RZ
Uz max = T m

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Utilizando la ley de Newton de la viscosidad para régimen laminar:

ou, (:PO — P )r
2= TR T T L 2

El valor absoluto del esfuerzo cortante viscoso es maximo en la pared r = R,
donde el gradiente radial de velocidad es maximo. En el eje r = 0, por
simetria, el esfuerzo cortante es nulo.

(P, —P, )R

Trzmax = T >

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscapicos de cantidad de movimiento
Caso de estudio: tuberia cilindrica con fluido newtoniano

Consideraciones adicionales

Negativo i de la vel

i0n z depende
alor positivo ¢
nte de presi
ar ese signo ha
n direccio

sceriiente.

En el centro, es decir,
r~0, la velocidad u,
casi no cambia con el
radio por lo que su
derivada con r es muy
pequena. Sin
embargo, en el
extremo cerca de la
pared, es decir, en
r~R es donde se
produce la mayor
variacion de u, con r
(mayor valor de la
derivada)

Distribucion Hineal de la
densidad de Fluj-u de cantidad
de movimienio =, (r)

El sentido de la velocidad u,en la
direccion z depende necesariamente
del valor positivo 0 negativo del
gradiente de presion modificada.
Cambiar ese signo hace que el fluido
se mueve en direccidon ascendente o
descendente.

El esfuerzo cortante t,, €s nulo en
r =0, es decir no hay transferencia
de cantidad de movimiento, mientras
que el valor maximo se da
necesariamente en la pared del tubo,
y lo hace de forma lineal. Por tanto
una variacion lineal del esfuerzo
cortante lleva a un perfil parabdlico
de velocidad u,.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001
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Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

E S _ O Balance de energia en estado estacionario en
- + — forma diferencial

El transporte de la energia se debe tanto a la conduccidon como al
movimiento convectivo. Los procesos eléctricos (efecto Joule),
guimicos (reacciones quimicas) y mecanicos (disipacion viscosa)
pueden generar calor Q y, por tanto, modificar la distribucion de
temperatura T del sistema.

- )
- a:
aA: A dO >
dx s N
- - ;_ T rld ) e ;. .
g7 dy | r sin(¢) dO
| 1 Q F—dy—i T |
« M= T d: A l
1 o dz | |
g - o 4o |
¥ - ¥ |
a) Differential volume b) Exploded view . i |
1 [ y
| )
3 [
<0 ;
‘ l
' 1
do .

r sin(¢) dO


http://www.bogotobogo.com/Algorithms/uniform_distribution_sphere.php
http://pleasemakeanote.blogspot.co.uk/2009/02/8-derivation-of-continuity-equation-in.html

Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

El objetivo de |Ia
aplicacion del Balance
Microscopico de energia
debe ser un perfil de
temperatura, es decir,
conocer en cada punto
de la geometria
considerada cual es el
valor de la temperatura

cm

AJI 0 0

05 0 05 -05 0 05 -05 0 05
r,cm r, cm r,cm
Measured Calculated (SIM1)  Calculated (SIM2)




Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia en
coordenadas cartesianas (x, y, z)

T  oT  dT  oT dq, 949, 0q,
pC”(at+“xax+”ya_+”Zaz) [6x+ay+az
dp\ |Ou, OJdu,, 6uz ou, auy ou,
_T _ _ _
<6T> [ax oy T oz | T "o Ty Ty

du, Jdu, ou, OJu, du, Ou,
_{Txy(ay+ )+sz<az+ax T Ty, (’)z+0y

iSe trata de una Unica
ecuacion!

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia en
coordenadas cilindricas (r, 0, z)

o OT ugdl o1\ _ [13 10 9q,
P\ e "M or T 90 T Y2 92) T T |rox

dp\ |10 1dug Ou, ou, au du,
- (0_T) [ra (rur) + 259+ 62] {T"’” ar ”99 99 )Tz,

p
d (Jdug 10du, du, Ju, 16uz dug
_{T"Q [r§<7)+? ae] +TTZ<ar "oz ) T2 \7 90 T 2

iSe trata de una Unica
ecuacion!

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia en
coordenadas esféricas (r, 8, @)

Coordenadas esféricas:

2 (ar or v, ol vy T | @ (%)
wl—= + - == 4+ e B e L
PCol gt YT T T rsend a¢>) A
l - . ,
| @ g, ap l
= ( — | =T - = (i,
rsenf aa(%sc" b¥ rsenll 2 | (BT ‘ ( )
| | BL'M l dv, [ o,
rsen@ 2 (voscn 9+ rsen 0 3 \T"T A VT t 3
1 v v, v,cotl v 1 % v
¢+_.+0__-\_,m__o Ls B
"4\ Fsend dd r /) o " r o r
Ju, ] du,. v¢' I vy 1 &y, cotl
trgl o T "8\7 35 T rsenf 3 Us
r rsen @ g r r of rsenl a4 r

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia
para fluido newtonianos con densidad y conductividad calorifica constante en
coordenadas cartesianas

oT oT oT oT 0°T 0°T O0°T
pC, A —

0x? T dy? * 0z%

ou, 2+ du, 2+ du, ’
dx dy 0z
_I_

ou, Jdu ? ou, du, 2 du, Ou, ?
+'u(6y +_x> +(az+(9x T dz  0dy B

0°T N 0°T N 0°T
dx? dy? 0z?

+ ‘U,CDV

iSe trata de una Unica El término udy, se conoce

ecuacion! como disipacion viscosa y
se puede despreciar si las
velocidades uy, uy y u, son

suficientemente bajas

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia
para fluido newtonianos con densidad y conductividad calorifica constante en
coordenadas cilindricas (r, 0, z)

or, 9T ugdl 9T\ _ [10( or +102T+62T
00 “Zoaz) T |rar\"ar) T 2002 T 922

2 ou, 2+ 1 0u9+ 2+ du, ?
A\ ar r\ag T 0z
dug 10u, ? du, Ju, ‘N ou, d (ug ?
+“{<E+?ae> F(52+ %)+l (Ga) (o) £

o ery, 1ot oty
= "or) Tr2902 T agz| T Y

El término udy, se conoce
como disipacion viscosa y

se puede despreciar si las
velocidades u,., ug y u, son
suficientemente bajas

iSe trata de una Unica
ecuacion!

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia
para fluido newtonianos con densidad y conductividad calorifica constante en
coordenadas esféricas (r, 9, @)

Coordenadas esféricas:

a7 3T 0, 8T . vy, 2T 12/ T
PCt('E; +U,-—+—9—+ ¢ )=k|:'—.-zs;(r3 )

ar r 80  rsend —6; ar

L 121 (%)
T Fsent —65(5% a6 } T Fsen® 0 ag* “I\r

(1 dv v, [ 1 o v v, cot 0\?
+(__° G P v, o ot TR
r &t r rsentl d¢ r

r
( d [v, : 1 6v,% 1 3, " ) ’v‘ :
[ —  — - - — ———— — y —\{—
+#[ Far\r r of T rsenl ¢ ar(r

senf 4 [ v, T
4+ | — = S T
r od\senf rsentl o¢ J
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iEntendido! Por eso vemos primero
la Ley de Fourier de la conduccion
antes que los balances: la relacion
entre densidades de flujo de calory
temperatura es fundamental para
resolver el balance microscopico de
energia, que es un balance que nos
permite conocer los perfiles de
temperatura en una determinada
geometria



Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Pasos para la aplicacion de los BMic de energia

Plantear el balance de energia para un elemento diferencial de volumen
(elegir la ecuacion segun geometria)

Introducir la expresion de densidad de flujo de energia (sustituir la expresion
de la densidad de flujo de energia)

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)




Balances microscopicos de energia

Aplicacion del BMic de energia

Ejemplos de condiciones limites

CONDICION LIMITE 1
La temperatura en una superficie es
conocida

x:L _)TX=L:T1

CONDICION LIMITE 2 q = q
La densidad de flujo de energia es conocida =R 0

CONDICION LIMITE 3
El coeficiente de transferencia de calor es q’l"=R p— h(T — Tfluido)

conocido (interfases sélido-liquido)

CONDICION LIMITE 4 X =a —

Continuidad de temperatura/densidad de T — T )
flujo de calor (interfases sélido-sélido) Acero,a Polimero,a

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Se tiene un fluido entre una pared
caliente a una temperatura T, a una
distancia y =—B y una pared fria a
temperatura T; a una distancia y = B. La

Distribucidn de

temperatura
Tiy) densidad del fluido es p y la viscosidad
Distribucién de es u. Tanto por la parte superior como por
“lj’“{;‘;ad la parte inferior el fluido no puede
: escapar (tapado por ambos extremos). Si

las paredes son lo suficientemente altas,
se puede negar los efectos en dichos
extremos. El fluido en contacto con la
superficie caliente asciende y en la fria
desciende.

Lamina calentada

La velocidad de flujo masico ascendente
debe igualar a la velocidad de flujo
masico descendente.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Plantear el balance de energia para un elemento diferencial de volumen
(elegir la ecuacion segun geometria)

oT T  oT  oT dq, 9q, dq,
PCv(EWa”y@”@)—‘[ax t oy e,
dp\ |Ou, OJu, OJu, ou, du, ou,

_T _ _ _ — _ _
( ) [6x+6y+6z ex gy Ty gy Ty,

du, Jdu, ou, OJu, du, Ou,
_{Txy(ay T 6x>+TxZ<GZ Tox ) T2\ 5z T oy

GEOMETRIA CARTESIANA

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Introducir la expresion de densidad de flujo de energia (sustituir la expresion
de la densidad de flujo de energia)

(0T, 9T or 9T\ _ [T (')ZT az
Pro\ar T " ax ”Yay ”Zaz oz T

ou, auy Ouz
2
(5] +(5) - }
du, Jdu, ’ ou, auz auy
+”‘{<ay +E> +<az+a az+ay

[aZT 0°T 0°T

_|__

+
ox2 T ayz T oz |t HOY

GEOMETRIA CARTESIANA

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



NoO creo que pueda resolver esta
ecuacion diferencial con el tiempo y
con la posicion... $Qué puedo hacer?



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia

Resulta fundamental poder entender que la
temperatura T puede variar con las tres
componentes x, y y z. Por tanto, para poder
simplificar las ecuaciones diferenciales de
distribucidon de densidad de flujo de energia, es
critico poder distinguir cdmo varia la T con cada
una de las 3 dimensiones.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



/

¢ Pero como puedo
saber entonces
como puedo hacer
esas
simplificaciones?



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia

oT

£ 0 La temperatura T varia con la dimension y, pero no
ﬁy con las otras dos dimensiones x, z
oT .
5_ = ( La temperatura T es constante con el tiempo
L

b, =0 Las velocidades son suficientemente pequenas (se
V= desprecian los efectos de la disipacién vViscosa)

o, (%3 %5, %)=

+—+

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de energia

aTiO
dy

oT _
ot
CDV=O

La temperatura T varia con la dimension y, pero no
con las otras dos dimensiones x, z

La temperatura T es constante con el tiempo

Las velocidades son suficientemente pequenas (se
desprecian los efectos de la disipacion viscosa)

92T

O:ka—yz

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Integrando la expresion de forma explicita se generan dos constantes de
integracion:

0%T oT
k

ka_yZ:O Ezcl kT=yC1+C2

Sustituyendo las dos condiciones limites:

CONDICION LIMITE 1 . .
Temperatura pared caliente y o B -T= TZ

CONDICION LIMITE 2 . .
Temperatura pared fria Yy = B -T= Tl

sz =—B61+C2 le :B61+C2

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Operando la expresion:

kTZ — —BC1+C2 le =BC1+C2

Despejando C, al combinar las k(Tz + T1) T =

anteriores 2 - - 2
Sustituyendo para obtener C; kT1 = BC; + kT

Despejando para obtener C; = Cl

B

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomen

a, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Se obtiene finalmente el perfil de temperatura con la dimension y

k(T, — T _

kT = yC, + C, kT =y (13 ) T
(Tl_T) — — yAT
T = T=T-—2—
y—p 7 B 2

Donde AT es la diferencia de temperatura entre T, y T;. Se puede observar
que en un fluido de propiedades constantes, el perfil de temperatura T no
depende de las propiedades fisicas del fluido.

Una vez conocido el perfil de temperaturas es posible evaluar el perfil de
velocidades.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



/ ¢, Pero... no
estabamos
resolviendo un
perfil de
temperaturas? s No
he terminado aqui?



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Una vez conocido el perfil de temperaturas T es posible evaluar el perfil de
velocidades u. Para una geometria cartesiana:

ou, ou, auz u, op 0%u, 0%u, 0%u,
pl—+u,—+u =—="+U + + +p

ot Ty "Wy, Ty, 9z " Hloxz T ayz T 92 | T Pz

auz -+ 0 La velocidad u, varia con la dimension y (la distancia entre las

ay placas), pero no con las otras dos dimensiones x, z

du, La velocidad u, es constante con La presencia de gradientes termicos
— ) Z . i modifica el balance hidrostatico, lo
0 — el tiempo (estado estacionario) que origina conveccion libre y la p
t variaconlaT

Se tiene finalmente que:

0 2 u v

Z
. dp . .. . Las otras 2 ecuaciones
Aqui 5, representa el gradiente de presion generado por el peso del fluido y no no son relevantes

el gradiente de presion impuesto externamente: seria la presion ejercida por la
\Columna de aire que hay por encima. No hay ninguna bomba o compresor Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001




Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Una vez conocido el perfil de temperaturas T es posible evaluar el perfil de
velocidades u. Para una geometria cartesiana:

ou, ou, auz u, op 0%u, 0%u, 0%u,
p(at+”x ox "Wy T, )T "oz TH ax2 Tayz Tz | T PY-
auz -+ 0 La velocidad u, varia con la dimension y (la distancia entre las
ay placas), pero no con las otras dos dimensiones x, z
a’u’Z . . Se necesita relacionar p con
=0 La velocidad u, es constante con el tiempo T para introducir el efecto de
at flotacion. Se aplica la

aproximacion de Boussinesq:
p se toma aproximadamente
constante salvo en el término

gravitatorio, donde se
linealizaconlaT

Se tiene finalmente que:

0 — dP 0°u,

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



/Preveo un problema...

Hemos dicho que la
densidad depende de |la
temperatura? ;Pero no

habiamos dicho en la parte
de balances microscopicos

de cantidad de movimiento
opP
0z
constante?

que - pg, era una



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Dado que la densidad p varia con la temperatura T, (introducimos la flotacion
mediante la aprox. De Boussinesq) y asumiendo que la u no se ve afectada por
la T en el intervalo considerado, es necesario realizar una expansion en series
de Taylor para la p con la T entorno a T. Los 2 primeros términos de dicha
expansion llevan a :

_ d _ _ _
p=pM+=| (T =T)+-=p-ppT -1
T=T

Donde p es la densidad a la temperatura promedio T y ﬁ_ es el coeficiente de
dp

expansion volumétrico (= _%E) evaluado a la temperatura promedio T
(unidades de K1), luego al sustituir la expresion desarrollada de la p:
oP 0%u, ) L _
=——-—tu a2 +p9, —PB(T —T)g,

. oP ) .
En conveccion forzada o tenia un valor fijado constante, pero ahora en
conveccion libre para cada posicion y tenemos una T diferente, por lo que

en cada valor de y, la P para cada z depende de la T en esa posicion y Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

0P 0%u,\ _ o _
0=——+u 372 +pg, —pB(T —=T)g,

Al sustituir el perfil de temperatura T que se habia obtenido anteriormente:

oP 0%u, B (- yAT _
0=——+u 3y t+p9, —PP\T—2——T]g;

B 2

oP __(y AT _ [(0%u,
5, P9z = PP\ 5= |92 =¥ 3y

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001

Operando:




Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Si ahora tenemos en cuenta que:

0P

0z

> apP

En conveccion forzada 5, ~ PIJz S€ suele tomar como una constante
(que puede ser cero o0 no) ya que depende de la caida de presion
impuesta normalmente a través de una bomba AP y al ser la
temperatura T constante no hay cambios en el valor de la densidad p

Como la densidad p cambia con la temperatura T en cada
posicion y, el equilibrio hidrostatico simple ya no se cumple,
es decir, no se cumple g—z — pg, = 0 (la presion equilibra el
peso del fluido), pero si se cumple esta condicion cuando

p = p alatemperatura promedio T : las diferencias locales
de p con p originan las fuerzas de flotacion por las que se

. : : . d
mueve el fluido: hacia arriba en el lado caliente (£ <0y

pgz =0

hacia abajo en el lado frio (% > 0)

Es porque el aumento de presion P en el eje z se debe Unicamente a la
densidad media del fluido p que se situa a una altura determinada z. Es
importante recalcar que la temperatura T, se mantiene constante en y =
—B y que la temperatura T; se mantiene constante en y =B
independientemente del valor de z. Sustituyendo se obtiene que:

[y AT 0%u,
B\ 5= 19=u a2

Aqui la velocidad u, ya
so6lo depende de la
posicion y

B 2

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Integrando la expresion de forma explicita se generan dos constantes de
integracion, con lo que sustituyendo las condiciones limites:

CONDICION LIMITE 1

No deslizamiento en la pared caliente y — _B — u, — O
CONDICION LIMITE 2 . .
No deslizamiento en la pared fria y - B — uZ — O

Por lo que finalmente quedaria:

~ 2] 2
. — PgzPATE (y)?’ B (X)
z 12u B B
Se observa que el perfil de velocidad u, es proporcional a la dif. de
temperaturas AT, a la densidad p e inversamente prop. a la viscosidad p.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscopicos de energia

Caso de estudio: conveccion libre

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Definiendo una posicion/distancia adimensional n asi como una velocidad
adimensional u, de la siguiente forma, aparece el numero adimensional de
Grashof Gr:

Bu,p 72 q. BATB3
n=X = Uzp GrngZ'B

B 1 112

Por lo que finalmente quedaria:

G
Uy = 1—;[(77)3 - () |

El numero adimensional de Grashof Gr es el numero adimensional
convencional que se emplea en el estudio de los sistemas con conveccion
libre.

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001
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Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

E S R _ O Balance de materia en estado estacionario en
- + X — forma diferencial

En el estado estacionario, el transporte de materia se debe tanto
al flujo difusivo como al advectivo. Las reacciones quimicas son
responsables de la generacion o desaparicion de componentes
en un sistema multicomponente. En sistemas de un solo
componente se hara referencia a la ecuacion de continuidad
para ese componente.

| b—dy —i ‘i‘
Ps - -850 —~3, dz

Z "I-:tl,\'—4 J:/ l

— —

—8&—k_
&

&—

av) Differential volume b) Exploded view

rsin() dO
Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001
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Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

El objetivo de |Ia
aplicacion del Balance
Microscopico de materia
debe ser un perfil de
composiciones /
concentraciones, es
decir, conocer en cada
punto de la geometria
considerada cual es el
valor de la composicion
/ concentracion

C (molm™3)

r (mm)



Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de materia para la
especie o en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas

En determinadas
referencias se refieren
tradicionalmente como
ecuaciones de
continuidad para
especies quimica

§B.10 LA ECUACION DE CONTINUIDAD PARA LA ESPECIE o
EN TERMINOS? DE j,

[pDe /Dt = (¥ o} + 7,

Coordenadas cartesianas {x, y, z):

. a' :
|2 s n, 20,y I%a o O0u) | Olar Oy Ola |, (B.10-1)
at ax ay az ax ay az

Coordenadas cilfndricas (r, 6, z):

dus dw, Ty dw duw 14 . 1 9 @]
p( at U T ar +T’&—:+vz aza)-_[;'"éﬁrrm“"“FTl;i*‘-lg&]”“ ey

Coordenadas esféricas (r, 0, &):

X

p(&wn_‘_vr ‘?wﬂ.;.ii ci'r.aa+ L) Bmu)__[l a
(B.10-3)

=262 ) LAY senﬂ)+.l_ﬂ s
at ar r 86 rsenf d¢ 72 ar L Jar?? een @ 00 0 rsen® d¢

! Para obtener las ecuaciones correspondientes en términos de ] deben hacerse las siguientes sustituciones:

Sustituir p 0 Ve v T

N
por e X, | v R,—x, % Rg

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de materia una especie A
en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas

Coordenadas rectangulares:

aﬂd EH&# BN.dﬂ EN,ﬂz
E'_r+( ™ + P + = = R,

No ha desaparecido

la velocidad lineal,
sino que ahora esta
integrada en Ny

Coordenadas cilfndricas.:

dc, (18 1 8N, ON, A presenta I
'?1'- o= (;E {rNAF} +-; pr? =} Ez_' = R.."l reaccion quimica

Coordenadas esféricas:

2l (L2 N + s 2 Wpsen) + o Ta8) _
P2ar s A T rgend g A8 rsenf o 4

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

Pasos para la aplicacion de los BMic de materia

Plantear el balance de materia para un elemento diferencial de volumen
(elegir la ecuacion segun geometria)

Introducir la ley constitutiva de transporte de materia: ley de Fick para
difusion molecular, incluyendo el término convectivo si procede

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de materia

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)




Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de materia con densidad
y difusividad constante en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas

§B.11 LA ECUACION DE CONTINUIDAD PARA LA ESPECIE A EN TERMINOS
DE o, PARA p@,, CONSTANTE®

(pDya /Dt = pBpg V2 w 4 +7 4]

Coordenadas cartesianas (x, y, z):

2
a"mA JNA i:?l‘.ﬂA dw t?zl.’ﬂA ﬂzl‘ﬂA d NA
— 4 +v +v, —E&| = p@ + + +r
p( ot T Tax ¥ Ty TV Ty )T PR T2 IE R N e (B.11-1)

Coordenadas cilindricas (r, 6, z):

2 2
dw 4 dwy Uy duwy dw 4 1 &( &wA) 1 0wy 97wy
+7, —2 = —L 4y = p%ag | — —|r + = + +r
p(a: " Ty o0 F ez P 2 e

(B.11-2)

anrdmadas esféricas (r, 6, ¢):

i) 2
p am“‘+v, da 4 L 28 dwy L e w4 - 1 a 2 dwy + 1 —&—senﬂam‘* + 1 S 7wy r,
at ar r 88 rsend dd r-sen“#@ 54&2

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

Formas equivalentes de la Ley de Fick para difusion binaria
en funcion del empleo de densidad de flujo masico o molar

Densidad de flujo Gradiente Forma de la ley de Fick
i Vo, ia= P2,V wy (A)
Fi Vi, Yi=—cPpgVx, (B)
_ I
pv, — vp) Vw, pv, — Vg = T Vi, (E)
D yp
clv, — vp) Vx, c(vy —vg=— Vx {F
Ta¥g

Se observa que la densidad de flujo masico j, (kg/(m?s)) aparece junto a la densidad p
(kg/(m3)) y a la fraccion masica w, (-), mientras que la densidad de flujo molar J;
(kmol/(m2s)) aparece junto a la concentracion ¢ (kmol/(m3)) y la fraccion molar x4 (-).

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Aplicacion del BMic de materia

Ejemplos de condiciones limites

CONDICION LIMITE 1

La fraccion molar en una superficie es X = L — xA — XA 0
conocida !

CONDICION LIMITE 2

La densidad de flujo de materia es NA — NA 0
conocida !

CONDICION LIMITE 3
El coeficiente de transferencia de materia —
Nao = ke(Cao — Capuar)

es conocido (interfases)

CONDICION LIMITE 4
La velocidad de la reaccion en la superficie _
Nao = k(Cap)

es conocida (reaccion de primer orden)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Gas stream of  and B — Se tiene un liquido A que se evapora
YN . en un gas B. Se tiene un dispositivo
g

XA2

qgque mantiene el liquido A a una altura
z = z4. La mezcla gaseosa de Ay B se
puede asumir como ideal. La
solubilidad de B en el liquido A es
< o T despreciable. La fraccidon molar en la
\ i fase gas x4, en la superficie del
|
!
|

Ny |

2+ Az -

Az

N.“’: - . e
| liquido es la concentracion en

equilibrio con el liquido (la presion
o _ > parcial de A dividida por la presion
© L Liquiaa total). Una corriente de gas mezcla de
s Ay B fluye por la parte superior a una
1 velocidad tal que mantiene Ia
concentracion de Aen z = z, como =

xA,Z.

XB1
XAl

8]
|

_21-

21

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Plantear el balance de materia para un elemento diferencial de volumen
(elegir la ecuacion segun geometria)

e, dw, Ty dw, Fow g T ad . 1 3jon . Flaz
+ U + 8 + 0 - — L - P B.10-2
p( ot T ar r a0 * az r o ar)* T o dz * ( )

Introducir la expresion de densidad de flujo de materia (sustituir la expresion
de la densidad de flujo de materia)

0C, (10 19N, N,
ot T\5r Nar) + 2=+

GEOMETRIA CILINDRICA

El empleo de la geometria cartesiana nos llevaria a una situacion similar en
este caso particular

=RA

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



iEntendido! Por eso vemos primero
la Ley de Fick de la difusion antes
que los balances: la relacion entre
densidades de flujo de materia 'y
concentracion es fundamental para
resolver el balance microscopico de
materia, que es un balance que nos
permite conocer los perfiles de
concentracion en una determinada
geometria



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de materia

Nyor =0;Ngg = 0; Unicamente existe densidad de flujo de materia en
Ny, #0 la dimension z

B se comporta como componente estancado en la
Ng, =0 fase gas: no hay flujo neto molar de B en la columna
gaseosa sobre el liquido A

0%y =0 La fraccion molar en la fase gas para la sustancia A
ot es constante con el tiempo
No hay reaccion quimica
RA — O y .

Simplificando, las expresiones anteriores se obtiene:

ON,,
) — O
0z

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de materia

La resolucion de esta expresion seria directa si se dispusiera del valor de la
densidad de flujo de materia. En tanto que las condiciones que se conocen
son en los extremos del tubo, necesitamos la definicion de la densidad de
flujo de materia combinada, es decir, la que tiene en cuenta la contribucion
advectiva y la difusion:

0Xx 4
Ny, = Xy (NA,Z + NB,Z) — CDyp a3,

Simplificando tenemos la expresion de la densidad de flujo de materia dado
que Ny , = 0 por poder difundirse en A, ahora si en funcion de la fraccion
molar en la fase gas:

—cDyp 0x4

N —
Az 1 — X4 0z

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Puesto que hemos supuesto presion y temperatura constante, entonces
necesariamente, si tenemos gases ideales, entonces ¢ también es constante,

luego:

0 (—cDyp 0xy

0z 1—XA 0z

Como puede observarse, finalmente el perfil de concentraciones no depende
de la difusividad Dyp :

0 1 axA
0z\1—x, 0z

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Integrando la expresion de forma explicita se generan dos constantes de
integracion:

d 1 Jdxy 1 0xy4
=0 =C —In(1—-—x,) =Ciz+C
82(1—xA 02) 1—x4 0z ! A ! ?

Sustituyendo las dos condiciones limites:

CONDICION LIMITE 1
Fraccion molar en la fase gas en la Z =21 2 Xq = Xg1
superficie del liquido

CONDICION LIMITE 2
Fraccion molar en la fase gas en la Z = Zy = Xq = xA,Z
corriente de gas

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Sustituyendo y operando:

—Ln(l — xAll) — C121 + Cz

—Ln(1—xy) = Gz + C; —Ln(l — xA,z) = (12, +

Despejando los valores de las dos constantes de integracion:

—Ln(l — xA’l) - (—Ln(l - xAlz)) — C]_Zl — C122

(1 — Xz 2)
_ L 2
Ln 8 - 23 = C1(z; — 23) " (1 B xA,l)

(z1 — z)

=C1

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Ln (1 — xA’Z)
(1 — XA,]_)

—Ln(l — xAjl) — (Zl — ZZ) Z1 + CZ
Ln 8 — xA’Z%

_Ln(l — xA,]_) — xA,l 1 — Cz

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Sustituyendo y operando:

Ln 8 — xA’Z% Ln 8 — xA’Z%
—X41) — Xa1 _
Z =2, = C; —Ln(l — xA,l) — z =2, 1 =0,

Ln 8 - ﬁ% Ln 8 - ig

. —Xa1) _ _ — XA

—In(1 —x,) = = 2,) Z Ln(l XA,1) = 2,) Zq
Ln 8 — xA’Z%
—In(1 —x,) + Ln(l — xA,l) = *a1 (z —2z)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Operando: - (1 _ xA,z)
i (1 — xA,l) B (1 — xA,l) z —2)
(1—x4) B (z1 — z3) !
In (1—x4) (1 - xA,Z) (z —2z)
(1 — Xy 1) (1 — Xy 1) (Zz Zl)
(z —zq)
(1 —xy) _ <(1 - xA,Z)) (22=21)
(1 - xA,l) (1 - xA,l)
(z —2zq9)
(1 — xA) ((1 — xA,2)> (z2-21)
(1—x41) (1—x41)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Es importante destacar que el perfil de la fraccion molar en la fase gas de B
se obtiene como 1 — x,4, a partir del cual se puede calcular el valor promedio

en la altura del tubo

(z_-2;) _ (xB,Z - xB,l) _

(xB) _ (xB,Z) (z2-21) XB,avg = X5 2 = XB,Ln
(xB,l) - (xB,l) Ln(_)

XB,1
El valor de la densidad de flujo de materia en la superficie del liquido A
N, .-, sera la tasa de evaporacion de A, de tal forma que se obtiene:

CDAB
Ny,—, = X411 — X
A2 (23 — 21)Xp 1n (%41 = %42)

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001



Balances microscdpicos de materia

Caso de estudio: difusion en una columna de gas estancada

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

El valor de la densidad de flujo de materia en la superficie del liquido A N ,—,.
sera la tasa de evaporacion de A, de tal forma que se obtiene:

CDAB

(25 — Z1)xB,Ln

En esta expresion obviamente la difusividad D,z Si que aparece
efectivamente, junto con la concentracion total, la altura de la columna
estancada, la diferencia de fracciones molares en los extremos de la columna
y el valor logaritmico promedio de la fraccion molar de B. Si se hubiera
eliminado el término advectivo de la combinada, la expresion que se hubiera
obtenido seria:

Ngz=z, = (%41 — x42)

CDAB
— ( _ ) (xA,l _ xA,Z)
Z3 — 24
Esta expresion seria la obtenida si se ignorase el término convectivo del flujo molar absoluto. Es valida para

contradifusion equimolar o como aproximacion sin flujo molar total, pero no representa correctamente el tubo
de Stefan con Ny = 0 para la difusion.

NA,z=21

Bird, Stewart and Lightfoot, Transport Phenomena, Wiley 2001
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