Tema 6
BALANCES MICROSCOPICOS

Balances microscopicos de cantidad de movimiento
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Fluido newtoniano (l)

Un fluido newtoniano, de densidad constante p, y viscosidad
dinamica u circula en estado estacionario por una conduccion
e . . . AP ) iy
cilindrica vertical de radio R. Si - representa la caida de presion

modificada, se pide:

a) Obtener la expresion de la velocidad media u,
b) Obtener la expresion del caudal volumétrico Q.



Fluido newtoniano (l)

El perfil de velocidad u,(r) para este caso concreto viene dado

por:
A:P Rz 1 (7")2
u, = — =
L 4u R
. AP R?
Si creamos una constante a tal que ¢ = ~ entonces:
u

El uso de la constante
nos permite utilizar
menos términos al

agruparlos



Fluido newtoniano (|)

La velocidad promedio u, se calcula como:

Recordamos que

u= %, en forma

diferencial lo que

. Q Juzda ff foznuz.rdrde
u, =— = — =
! J A ff foznrdrdé?

hacemos es sumar
los flujos
volumétricos de
cada elemento dA
(cada elemento dA
tendra su velocidad)

2 2

0 t
Hay que recordar que el area diferencia dA es el producto r
del elemento diferencial rectangular que surge de
multiplicar dr por el lado del arco que se calcula como
rd6

R 2 R R2
an rdr = 2m [—] = 21— = TR?
0




Fluido newtoniano (l)

Operando:

Z

___  2m f: @dr
u, = >
TTRf

Al sustituir u,(r)

_ 21 fORa [1 — (%)2] rdr

yA
TR?



Fluido newtoniano (l)

Si nos centramos en la integral:
R 2 R 3 w2 4R
fo all—(ﬁ) ] rdr=a:f0 r— 23 dr = « 7_WL —

R?2  R* R2 R?] R?
—a|=——-—-0-0|=a|=———|=a—
“[2 4R ] ‘12 4] "




Fluido newtoniano (l)

_ =27T fORall—(%)Zl rdr

TR?

Zif'a%_

@
R 2

Uz

Finalmente

__ 1[APR?] APR?
Y2710 au| T L 8
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Fluido newtoniano (l)
Dado que
___APR?
Yz = 8u
yque AP R?
Uz max = Tﬂ = a
entonces
T — Uz max
‘ 2

La velocidad promedio es la mitad de la maxima
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Fluido newtoniano (l)
Dado que
Q =1uA
entonces:
B AP R? , AP R*
C=T e ™ T T sy,
Reordenando:
SuQL
pp = K
mTR*

Conocida como la ecuacion de Hagen Poiseuille
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Fluido newtoniano (ll)

Un fluido newtoniano, de densidad constante p, vy
viscosidad dinamica u, circula en estado estacionario por
el interior del anulo creado por dos conducciones
cilindricas horizontales, cuyos radios son R; (radio
externo) y R, (radio interno). Se pide obtener Ia
expresion que relaciona la velocidad en la direccion z
(longitud de las conducciones cilindricas) con el radio
u,(r), utilizando r,, en funcion de R, y R,, donde r;,, es

: ou
el valor del radio r = r;,,en el que a_rz = 0.



Fluido newtoniano (ll)

R2 es el radio
interno

R1 es el radio
externo
r eselradio en

ue Juz es nula
9 or

R2




Ral crosciicas de cantidad de movim
Fluido newtoniano (ll)
En el caso del anulo podemos asumir una geometria

cilindrica, por lo que el resultado es que Unicamente la
componente z tienen términos diferentes de cero:

"oz Hlrar\"ar )Tz a0z T azz]+sz

op [1 0 ( auz> . 1 0%u, 0%uy
Dado que p = cte; u, # 0; u,, = ug = 0 (por ser flujo
ou,
0z

axial puro) y = (0 entonces:



Fluido newtoniano (ll)

6uz

=0

Dado que p = cte; u, # 0; u, = ug —Oy
entonces:

6uz %
<%+x r 69 St
oz Ml or rz pgz
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Fluido newtoniano (ll)
Tras simplificar quedaria:

0 — 6P+ 10 au N
~ "oz M 7ar\" ar PYz

Ahora podemos agrupar los términos constantes tal que

oP 10 ( Odu,
—_ — + — p—
! 0z " P9z e K (r or ( or ))

Hay que reagrupar e integrar

ouz
—ardr =0 (r,u W)
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Fluido newtoniano (ll)

du,
—ardr =0 (ru )

ar

Al integrar aparece una constante (; luego al ser una
integral indefinida, y no queremos un valor sino el perfil

r2+C_ ou,
aZ 1_’"“ar

ou,
or O

En 7,,, se da la condicion de que

ou,

6r=0

Luego BCl:r =17, —
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Fluido newtoniano (ll)
Al sustituir:
r? L - ou,
* 2 1=K or
r2 a
_CZ?‘I'C:[:O — C1=E7"m
Por lo tanto:

r’ « ou .
ey L 2 — Z Operando:
04 5 + Zrm r(,u 67")
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Fluido newtoniano (ll)
Al operar:
r‘  a ou
gy 4 2 — z
04 5 + Zrm r<,u 6r)

Separo las diferenciales para integrar



Fluido newtoniano (ll)

o T _
—Z(T—T) or = 8uz
Al integrar

a (12
u, = —Z(?—rnzl lnr) + C,

En este caso la condicidon que aplicamos es que en la
pared no hay velocidad

BC2 r=R; 2 u, =0 luego



Fluido newtoniano (ll)




Fluido newtoniano (ll)

Sustituimos C, en la expresion integrada:
a (r* a (R
uZZ_ZM 5~ Tin Inr +2M 5~ Tin InR,

Y ahora reordenando:

Uz

=2 " rn2 InR, + 4 lnr)



Fluido newtoniano (ll)

Reordenando:

u, =

2U 2
o« R12—r2+ 2 T
Uz = o > A an

Siahoraa = —— + P9, = (61; — pgz) entonces

— 12 InR, + 12 lnr)




Fluido newtoniano (ll)

aP
0z

L« R12—r2+ 2 T
Uz = o > 'rman

dP
o E_pgz (Rlz—rz r)

Siahoraa = — ( pgz)entonces

U, = 2 + 12 In—

R

uzz_(az pgz)(zl (1‘(5)2%’”’% zni>



Fluido newtoniano (ll)

Para obtener el valor de rm necesitamos aplicar otra
condicidn de contorno:

BC3 r=R, 2u,=0

Por lo que tenemos que sustituir esta condicion en la
expresion anterior:

(ap . ) 2 2

B - PIz ) (R R R

0z — (1 - (—2) + 12 In =2
21 2 R, R,

0=



Fluido newtoniano (ll)

0=— (g_g _ pgz) (Rlz (1 — (&)2) + 757 In &)

21 2 R, R,

doP
—\97 sz) Agrupamos

R,? R,\° R
—p(2(1— (=22 2 1 —2
,8(2 (1 (R1)>+rmlnR>
1

B R\* R
0=—|R,2 1_(_2) 2 1y 2

p =
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Fluido newtoniano (ll)

_ b 2 (RZ)Z 2 R,
0—2 R-11 R, +2rmlnR1

R
0 =R,*—R,* + 212 lnR—2
1

Rl

P2
—(R* =R, =r4ln (—2)
R,



Fluido newtoniano (ll)

R 2
—(R“—R,%) =12In (—2)
Rl
- _(R12 _ RZZ) B RZZ _ R12 B R12 _ RZZ
m = R A2 = RN = R\2
m =




Fluido newtoniano (ll)

B L [T P ST

21 2 R, R,
rz B R12 _ RZZ
m 2
R,
In (R_z)
_(g_};_pgz) R, r\2) R —R?A T
U, = 1— (—) + In—
2U 2 R,



Fluido newtoniano (ll)

opP
—(——sz) R,? r\2\ RZ—R,> 7
u, = 0z . (1—(—) >+ L 22 In—
21 2 R, ln(&) R,
R,




Fluido newtoniano (ll)

U, = _(E_pgz)Rlz (1(1(L)2>+1(%) In T)

2U 2 R,




Fluido newtoniano (ll)

Comprobamos si R,=0 = Hagen Pouseuille

R,=0
oP 2
—(g—pgz)Rlz r2 1- .
— — — 1
U, ” 1 (R1) + R, n )
RZ
oP P, —Py, P, P, AP
9z P97) =TT L L




Fluido newtoniano (ll)
Record (0P (P =P AP
ecordar quea = — E—pgz ——( T 0 —pgz)_T
j) —_ :PO
j\l:lft
P=P.OTTT?
L[}1£’

Paraqueu, > 02> P, > P,



Fluido newtoniano (ll1)

Un fluido newtoniano se encuentra en estado estacionario entre dos cilindros
concéntricos giratorios. El cilindro interior tiene un radio R; (1 cm) y una
velocidad angular Q4(1 rad/s). El cilindro exterior tiene un radio R, (5 cm) y una
velocidad angular Q, (5 rad/s). Se pide:

a) Obtener la expresion de la velocidad ug en funcion del radio r

b) Representar el perfil de la velocidad ug en funcién del radio r en los
siguientes 4 casos, usando los valores enunciados cuando sea posible:

1) Q,,Q4 > 1 que es el caso general
2) Q, = 0,R, = o que es el caso de un cilindro rotando en un fluido infinito

3) Q; =0,R; =0 que es el caso de flujo en el interior de un cilindro
rotatorio

4) Q; <0,Q, >0,R,,R; >0 que es el caso de flujo en el interior de un
cilindro rotatorio
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Fluido newtoniano (ll1)

Kundu y Cohen, Fluid mechanics, Elsevier, 2004
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Fluido newtoniano (ll1)

Ecuaciones diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad de
movimiento en coordenadas cilindricas (r, 6, z) para un fluido newtoniano con
densidad y viscosidad constante

Coordenadas « dindricas (r, 8, z):

Jv, dv, vy 97, v, v} ap d (l F] )‘ 1 #v, v, 2 dv,
+7 -t Ly, — LBl L hpl—|-—0v) b +—L -5 *
P( r ” v r ,2 &HiL 322 72 ae PEr

At ar r &8 gz ¥ ar ar ar
d0g dvg Vg Vg dvgy U,V 1 dp d {1 4 1 v, azv_ﬂ_ 2 dv,
+ 0 +—= v + -—— + p |— | = —(rvg) |+ + + — +
P( at "“ar T r a0 % gz r r a6 Plar 7 &r( o) r2 a0* az%t rt 99 P&e

2
p|992 ,p 902 Ve 8¥; Uz dp 1_1(,_@1% 1 Pop Foyl
at ar r a6 Jz dz




Ralances mir‘rnenﬁpir‘ne de cantidad de movimiento

Fluido newtoniano (ll1)

Plantear el balance de cantidad de movimiento para un elemento diferencial
de volumen (elegir la ecuacion segun geometria)

Introducir la expresion de densidad de flujo de cantidad de movimiento
(sustituir la expresion de la densidad de flujo de cantidad de movimiento)

Coordenadas . dindricas (r, 8, z):

dv dv, vy AV v, vj é {1 a 1 v, v, 2 v
P(—af"”’f T aa’*”=T£‘f]“§§“‘["(?“""”)‘r= LI "”_i]*‘“**

dvg . 9Dy e Vg . vy ¥\ _ 1dp | (1 & N 10y vg 2 v,
P(at "Tar T r a0 % 4z r r - r&r(’] " PEe

dv du, vy D av d 1 ¢ dv 1 é*v v
p(af + T, a: +—:— &; +ﬂz—i§}=—)--a—i+p[————(r—~—1)+ E o4 z]+pgz

i

GEOMETRIA CILINDRICA
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Fluido newtoniano (ll1)

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

ECUACION DE CONTINUIDAD
Solo hay velocidad del fluido en la direccion 6 (ya que la densidad es
constante luego se trata de flujo incompresible)

u, =0 ug #0 u, =0

. . 6ug_
V(i-u) =0 > — =0

La velocidad es constante con el angulo 6, es decir, no hay aceleracion



Ralances mir‘rnenﬁlnir‘nc de cantidad de movimiento

Fluido newtoniano (ll1)

Simplificar las diferenciales de distribucion de densidad de flujo de cantidad
de movimiento (emplear la ECUACION DE CONTINUIDAD)

Se obtendrian las siguientes expresiones:

9,
()=
9, la(rug)

or\r or
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Fluido newtoniano (ll1)

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Resolucion de la ecuacion junto con las condiciones limite:

Ug? op 9 (10d(ruy)

P\T% )T T or 0=nri5:\7v"ar

Distribucion del perfil de presion con el radio r Resolucion de una ecuacidn diferencial de segundo orden
y condiciones limites para r=R, y r=R,

CONDICION LIMITE 1
Velocidad angular r = Rl — U,Q’l — lel

en el tubo interior (1)

CONDICION LIMITE 2
Velocidad angular r
en el tubo exterior (2)

R, — Ug 2 Rqw,

Kundu y Cohen, Fluid mechanics, Elsevier, 2004
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Fluido newtoniano (ll1)

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Resolucion de la ecuacion junto con las condiciones limite:

0 (10(rug) C,
or\r or ug—C1r+7

Resolucion de una ecuacion diferencial de segundo orden
y condiciones limites para r=R; y r=R,

CONDICION LIMITE 1
Velocidad angular r = Rl — U,g 1 — lel

en el tubo interior (1)

CONDICION LIMITE 2

Velocidad angular
en el tubo exterior (2)

=

|

v
N

\

-
D
N

1

Riw,

Cohen, Pijush, and Kundu, Fluid mechanics, 2004



Ralances mir‘rnenﬁlnir‘nc de cantidad de movimiento

Fluido newtoniano (ll1)

Integracion de ecuaciones diferenciales
(definir condiciones iniciales y condiciones limite)

Resolucion de las ecuaciones junto con las condiciones limite:

1 R\ 1.,
Uy = 7|02 = Q1| - r+—|R°(Q; — Q)]
1= (&) s
Rz - B
Caso extremo R,=o0; Q,=0 Ql R4 2
Cilindro que rota en un fluido infinito Ug = .

Caso extremo R,=0; Q,=0
Flujo dentro de un cilindro rotando Ug = Qo1

Cohen, Pijush, and Kundu, Fluid mechanics, 2004
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Fluido no newtoniano (l)

Cuando circula un fluido no newtoniano en régimen estacionario, tipo plastico de
Bingham, en una dimension z, por un tubo cilindrico, se observa experimentalmente
que la velocidad u, s6lo cambia con el radio desde r =R a r = 0, siendo u, = u,
desder =1y ar = 0. Se pide:

a) Obtener la ecuacion de continuidad al sistema.

b) Obtener la expresion no integrada resultante del balance microscépico de cantidad
de movimiento, de tal forma que se tenga la ecuacion diferencial de distribucion de
densidad de flujo de cantidad de movimiento del sistema.

c) Obtener la expresion de la velocidad en funcion del radio del tubo para régimen
laminar, suponiendo que el esfuerzo cortante t,., viene dado por:

du,
TT'Z = 7:0 - ‘Ll dT‘

Donde 1, es la tension de fluencia y u es la viscosidad dinamica.
d) Deducir en qué situacion no se mueve el fluido tipo plastico de Bingham.
e)Obtener el valor de u, = uy que se mantiene constante desder =rgar = 0.



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

Se tiene un fluido no newtoniano

que circula por el interior de una
conduccion cilindrica

Py M son constantes

Dados los valores experimentales
una expresion genérica:

ou, "
TT‘Z = TO o ST




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

a) Coordenadas cilindricas (r, 6, z)

S1 p es constante E (v,) =0




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

b) Para obtener la Ecuacidbn de Movimiento en
Coordenadas cilindricas (r, 6, z) usaremos la tercera de
las ecuaciones, ya que el resto de términos nos llevan a

0=0

“oordenadas cilindricas (r, 6, 2):F

T

2!
pravr+v avr +v_e dvr + avr _E):—EE_[E_&(?-T"_)+l_§%._fgr+6_aarzr_ﬂ:|+pgr
r Z r

z

\ gt " oor r a0 iz 7 ar Lr ar
Vg dvg Vg Iy dvg . U, Vg 1 dp 1 4,2 1 d Tor =~ Trg
:f +0 + +0 e N ] +— —Tgg+ —Tpg+ —— +
Moot " Tar T ae T e Ty J r a0 | ar T g et T |
av, Jv, Uy AU, av, ar |1 o 1 ¢ d
+0 2 40 = e | T )+ —— Ty, —T, |+
p( ot T ar r 98 * 4z az |r c}‘r( ) r ae 0t g = Pa:

I Estas ecuaciones se han escrito sin hacer la suposicion de que 7 es simétrico. Esto significa, por ejemplo, que cuando se establece
suposicién comun de que el tensor de esfuerzo es simétrico, entonces 7, — 7, = 0.



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)
b) Ecuacion de movimiento

vg OV, Op 16
&Z 7’ f ﬁ i ;§(1‘Trz)+—7f <, Yz| T P82

cont

0=_2P,
~ Tz PEzT r8r



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

c) Para obtener el perfil de velocidades uz (r) debemos
integrar a anterior expresion de tal forma que

dP 10
s ng/_Ea_(TTTZ)

“=T
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Fluido no newtoniano (l)
Reagrupando para integrar

0

ar = > —(r1,,)

No hay (-) porqgue no hemos

ardr = 0(rt,,) sustituido la expresion de t,.,

Integral indefinida porque no queremos un valor sino
un perfil. Al integrar aparece una constante C1

7"2

a7 +C1 =711, r=0; 1,,=0

BC1: r=0 - 1,,=0
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Fluido no newtoniano (l)

Por lo tanto:
a u, " _
ET =T, =Tg— U F= operando:

a 3 8uzn
2 T T TR Gy

a To (auz

——Tr+—=
or

n
) Elevo los dos términos a 1/4
2 U



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

n
_&. L0 <8uz) Elevo los dos términos a 1/4
21 u ar
1
( a TO> /4 ou,
—— T+ — =
2U u or

Y/
(_ﬁr + fo * or = du, Integral indefinida



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

o - /4
(——r + —) dr = du, Integral indefinida
u

U, =
—a (1
PTACREY

En r=R se da la condicion que uz=0

Luego BC2: r=R - uz=0



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

o - /4
(——r + —) dr = du, Integral indefinida
u

1
(Caan )
Cl =

a (1
Cuidado con el signo — 2u (ﬁ T 1)
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Fluido no newtoniano (l)

Por lo tanto, el perfil de velocidad sera:

11 11
(—ir+r—0)n (—£R+T—O)n
L= 2h M N U 2
‘ __a(l_|_1) i(l_|_1)
2U \n 2U\n
- 1
~+1
—2 a To \" a T
w=—rs|(gr ) (R
C((H-l-l)

1 —
)ﬁ-l'l




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

_ 11 1]

_Z‘Ll 94 To n 04 To n

u, = 1 —ﬂr+; — —ZR‘FF
C((ﬁ‘l- 1) -

La simplificacion para obtener expresiones conocidas seria:

FN F.N (1) F N (Il)
n=1; 7, =0 n=1; 7y 20 n=n; 7y =0
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Fluido no newtoniano (l)

Si comprobamos n=1y 7, =0 entonces:

_ Z4+1 ~4+1]
—2 04 To \" 04 To \"
7 I
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Fluido no newtoniano (l)

2
HE 2 p2 a 2(R)

= = [2—R?}=-—|R%(=) —1|=
Yz a4,u2[r | 4,11[ r

i (] -22 -



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

Si comprobamos n=ny 7, =0 entonces:

~
N
I
Q
N
S| = |
+ |2
p—
N—
I
DN
2| =
ﬁ
N———
S|
+
—
I
I
[\
t‘Q
=
Yy
_|_
p—
||
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Fluido no newtoniano (l)




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

1

 —2u aﬁ“[; ryit! ]_

_a(%*‘l) <_ﬂ> Rt (E)n —1]=
1 1

Pk [1 - (%)ﬁﬂ]

@ (R 1)
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Fluido no newtoniano (l)




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

Si comprobamos que n=1; 75 #0

1

_ ~+1
—2 a T\ a n
u, = a (——r+—0) —(——R+—

u

|
I
RI=
I
N
<
_|_
= |35
N——
N
I
I
N
=
_|_
= |35
N——
N
1




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

o2 To* ( a TO) _
—r +—+2 ——7T —
2u pu

> 04 To
—R +—+2 ——R—
2u uf| o

aTt,

= ——[—<r - R?) - —(r—m]
e

SQI"‘;




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

aT

= ——[—(r - R?) - —<r—R>]

= (@) 0-p



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

R? 2 R
=G (@) -7

du,
TT'Z:TO_H ar
du, aR? 1 , R{ 1
or  4u \ R2Z)T L \TR
a T
= —— 74—



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

du,
TT'Z=TO_1L£ ar
2# U
ar ar
:TO +__T0=_

2 2

Este seria el perfil entre r=R y r=r0



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

d) Al tratarse de un plastico de Bingham sabemos
gue para que fluya el fluido t,, > 7

Tal y como vimos con anterioridad

ardr = 0(rt,,)
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Fluido no newtoniano (l)

Al integrar
Ty = Tg MOV

. /
> =/;rz T, < To = NO MOV




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

2T o
e) En tanto que ahora ry = 7" al sustituir en

R* 2 R
= (@) ) (-7




Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)

~ aR? ) 48 ToR . 27,
Yo = 4u a?R? U aR

~ aR? (aZRZ — 4r(2,) ToR (aR — 210)

4u a’R? u aR

1 To
— 4,u_a(a2R2 — 475) — a_u(aR — 2Ty)



Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento

Fluido no newtoniano (l)
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Aplicaciones de las ecuaciones de continuidad y movimiento
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