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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 4.1.

Sea el sistema con funcion de transferencia:

3

G(s) =
) (s +3)?

Se desea calcular un regulador por medio del método algebraico de asignacion de polos
para que la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema tenga sus polos en las
posiciones:

pi, =-0.5+j0.5

y presente error nulo al escaldn unitario.

El modelo de funcionamiento de lazo cerrado sera:

k k
M(s) = 2 2 2
(s+0.5)°+0.5 s”+s+0.5

Se ajusta ahora el error de régimen permanente sabiendo que si presenta un error nulo al
escalon unitario, y teniendo realimentacion unitaria, el valor al que debe estabilizarse la salida
debe ser 1.

y,, = lims-M(s)- X(s)
s—0

Vo =lims ——— - = —

k 1 k
=0 s?4+5+05 s 05

—=1 k=05
0.5
Con lo que el modelo queda:
0.5
M(s)=——"—
s* +5+0.5

Una vez obtenido el modelo se despeja el regulador algebraicamente:

0.5-(s+3)’
3(s? +5+0.5-0.5)

E(s) =

1(s+3)°

Fe) = 6 s(s+1)

Si se comprueba la funcidn de transferencia obtenida con el regulador:
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1(s+3)* 3
M(s) = 6s(s+1)2(s+3)2
1(s+3)2 3
1+—
6 s(s+1) (s+3)°
13 13
6s(s+1) 6s(s+1) 3 0.5

M(S)= = — —
+1 3 6s(s+1)+3 652 +65s+3 sZ+s+0.5

6 s(s+1) 6s(s+1)

Que es el modelo inicial del que se partia y que cumple tener los polos en —0.5+ j0.5 y un
error nulo al escalon.

EJERCICIO 4.2.

Sea el sistema del ejercicio 4.1 se ha detectado que la funcion de transferencia de la planta
a controlar no era :

3
s = (s +3)
sino:
6
GO =616

Comprobar el funcionamiento del regulador calculado en el ejercicio 5.1 y calcular un
regulador robusto disefiado para soportar esas variaciones sin dejar de cumplir las
especificaciones.

Para el ejercicio 4.1 suponiendo ahora que la funcidon de transferencia era incorrecta y que
en realidad era:
6

GO = 3616

la funcidn de transferencia de lazo cerrado con el regulador calculado ahora sera:

Mi(s) = _FOGE)
1+ F(s)G'(s)

1 (s+3)* 6
6 s(s+1) (s+3)(s+6)
+l(s+3)2 6

6 s(s+1) (s+3)(s+6)

M'(s) =
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st st
M'(s) = ss+1)(s+6)  s(s+D(s+6) S+3
B N s+3 T s(s+D(s+6)+5+3 §3 41752 16543
s(s+1)(s+6) s(s+1)(s+6)
M'(S)Z s+3

(s +6.0966)(s> +0.9034s + 0.4921)

Lo que corresponde con un sistema con tres polos en : -2.5558 y -0.4721£0.6034j, un
cero en -3 y error nulo al escalon. Con lo que ademés de no pasar por el punto exacto deseado
de funcionamiento, se han afiadido un polo y un cero mas de lazo cerrado lo que alin va a
modificar mas la respuesta del sistema en lazo cerrado.

Graficamente puede verse en la siguiente figura la representacion de la respuesta al escalon
deseada (en linea discontinua) y la realmente obtenida (en linea continua).

1. . .

1.2 1

0.8 / ]

0.6r |

0.4- 4 1

0.2r |

0

0 5 10 15

Se plantea ahora el sistema de control mediante reguladores ajustados por asignacion de
polos robusto:

Y(s)
R T e | Fis) Gi(s) Gols) >

‘ 1

F3(s)
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Segun se ha definido se ha de separar la funcion de transferencia G(s) en dos funciones
conteniendo por separado la parte que puede sufrir variaciones:

1
G1(5)=m

Y por otro la que se conoce con seguridad:
3
G,(8)=—+
s+3

La funcidn de transferencia de lazo cerrado deseada es:

0.5
M(s) = ————
s +s+0.5
Descomponiendo esta funcion:
M,(s)=0.5
1
M,8)=——
? s +s5+0.5
Los controladores a emplear seran:
M .
F,(s) = © 05
GOI-ME] 1 s
s+3
v
M, (s 2 s+3
Fz(S): 2():S +S+0.5: :
G, (s) 3 3(s* +s+0.5)
s+3
Fy(5) =My () = 5———
’ ? s* +5+0.5

Se comprueba que si no hay variaciones en la planta el lazo cerrado sera:

RO s+3 |, 5] Y6
g 3s2+5405) | % 0.5 s+3 | |

s2+s+0.5
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R(s) | s+3 J| 057 +5+0.5) 31
+ 3(s? +s+0.5) s(s +1) s+3
R(s) 0.5 Y(s)
+ s(s+1) >
R(s) 0.5 Y(s)
—> .05
s“+s+0.5

Se comprueba ahora que ocurre con el sistema de lazo cerrado si la funcion de
transferencia de la planta era:

G'(S):L
(s +3)(s +6)
ROA 6+ b 5 T3 LI 2 : Y(i)
+ K| 3(s*+5+0.5) Py .
_
s +s+0.5
R(S) | (s+3) N 2s+3) 3 Y(i)
+'_E 3(s? +5+0.5) | + 3s+12 s+3
_
s +s+0.5
R(s) s+3 2 Y(s)
| 2( ) o 2(+3)(% +5+0.5) 3 >
T_&] 367 +s+0.5) s(3s? +15s +11.5) s+3
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R(s) 2s+3) Y(s)
> 5 >
+_ s(3s° +15s+11.5)
R(s) 2(s+3) Y(s)
> 5 >
3(s+4)(s” +s+0.5)
1 . 1 T
1.2 .
1t
0.8 _
0.6+ .
0.4r .
0.2 _
O I I
0 5 10 15
EJERCICIO 4.3.
Para el sistema del ejercicio 4.1 con funcion de transferencia: G(s) = ( 33)2
s+

Se desea calcular un regulador F(s) =K, +—+Kys por el método de asignacion de
s

polos para que el funcionamiento de lazo cerrado del sistema tenga sus polos en
p1» =—0.5%j0.5 y presente un error nulo ante una entrada escalon unitario.

Para la planta inicial:

Dy =(5+3)
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La estructura del regulador buscado es:
K.
F&) =K, +—+Kgs
S

Kgs® +K s +K;

F(s) =

Luego:

DF(S) =S

La ecuacion caracteristica del sistema de lazo cerrado con regulador sera:

P(8) = Dg()D(s) + Np Ngs)
P(s) =s(s +3)* + (Kys* +K, s +K;)3
P(s) =5’ +(6+3Ky)s” +(9+3K, )s + 3K,

Como el denominador de la planta a controlar es un polinomio de segundo grado y se va a
incluir un regulador cuyo denominador es un polinomio de primer grado, la funcién de
transferencia de lazo cerrado resultante tendra que ser de tercer orden. Esto corresponde a fijar
la posicion de tres polos. Como el regulador seleccionado tiene tres parametros ajustables,
seran suficientes para fijar las posiciones de los tres polos.

Para cumplir las especificaciones pedidas (ver ejercicio 4.1) se necesita que el lazo cerrado
tenga como polos dominantes:
p1’2 = _0.5 i JO.S

lo que corresponde al polinomio:
P(s)=s® +s5+0.5
Esto fija dos de los tres polos de lazo cerrado pero ain queda por fijar un tercero. Como se
desea que estos polos sean los dominantes, el tercer polo se situard lo suficientemente alejado

de ellos para que su influencia sea despreciable. Por ejemplo, en s=-7.

La ecuacion caracteristica queda entonces:

P(s)=(s* +s+0.5)(s +7)
P(s)=s> +s? +0.55+7s> +7s+7-0.5
P(s)=s’ +8s% +7.55+3.5

Igualando las dos expresiones obtenidas para la ecuacion caracteristica:
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s° +(6+3K)s? +(9+3K,)s+3K; =5’ +85% +7.55+3.5

Igualando los coeficientes de los términos de mismo grado se obtiene un sistema de
ecuaciones:
Coeficientes de 3°" grado: 1=1

Coeficientes de 2° grado: 6+ 3K, =8

Coeficientes de 1* grado: 9+3K , =7.5

Términos independientes: 3K, =3.5

Despejando:
2
-1.5
K =—=
P 3
K 35
3
Luego el regulador sera:
2, 15 35
3% T3 282155435

F) = 3s

La funcidn de transferencia de lazo cerrado es:

2s2-15s+3.5 3

3s s +3)?
M(s) = 5 (s+3)
28 —15s+35 3
1+ 5
3s (s+3)
2_
M(s) = 28 —1.5s+3.5

s +8s% +755+3.5

La funcion de transferencia de lazo cerrado puede verse que tiene los polos en los lugares
deseados, pero aparecen ademads dos ceros que modifican la respuesta del sistema, por lo que
el funcionamiento del regulador no va a ser exactamente el deseado.

La siguiente figura muestra la respuesta del sistema deseada (en linea discontinua) y la
respuesta obtenida con el regulador (en linea continua).
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1.4 T :

1.2¢ g

0.8

0.6

0.4

0.2

10 15

EJERCICIO 4.4.

3

(s+3)°
Se desea calcular un regulador por el método de asignacion de polos de la forma:

Para el sistema del ejercicio 4.1 con funcion de transferencia: G(s) =

s+a
s+b

F(s)=K

para que el funcionamiento de lazo cerrado del sistema tenga sus polos en las posiciones:

P, =—0.5%0.5

y error nulo al escalén unitario.

Para la planta inicial:

La estructura del regulador buscado es:

F(S)sz+a

s+b

F(S):Ks+Ka
s+b
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Luego:
N =Ks+Ka

Dgi) =s+b
La ecuacion caracteristica del sistema de lazo cerrado con regulador sera:
P(s) = Dr)Dgs) + New Nos)
P(s) = (s+b)(s +3)* + (Ks +Ka)3
P(s) = (s + b)(s? + 65 +9) + (Ks + Ka)3
P(s) = s> + 65 +9s+bs? +6bs +9b +3Ks + 3Ka

P(s) =s> + (6 +b)s” + (9 +6b+3K)s +9b + 3Ka
Como el denominador de la planta a controlar es un polinomio de segundo grado y se va a
incluir un regulador cuyo denominador es un polinomio de primer grado, la funcién de
transferencia de lazo cerrado resultante tendra que ser de tercer orden. Esto corresponde a fijar
la posicion de tres polos. Como el regulador seleccionado tiene tres parametros ajustables,
seran suficientes para fijar las posiciones de los tres polos.
Para cumplir las especificaciones pedidas se necesita que el lazo cerrado tenga como polos

dominantes:
p]’z = _0.5 i jO.S

lo que corresponde al polinomio:
P(s)=s? +s+0.5

Esto fija dos de los tres polos de lazo cerrado pero ain queda por fijar un tercero. Como se
desea que estos polos sean los dominantes, el tercer polo se situard lo suficientemente alejado
de ellos para que su influencia sea despreciable. Por ejemplo, en s=-7.

La ecuacion caracteristica queda entonces:
P(s) = (s* +s+0.5)(s+7)
P(s)=s’ +s” +0.55+7s* +7s+7-0.5

P(s)=s’ +8s% +7.5s+3.5

Igualando las dos expresiones obtenidas para la ecuacion caracteristica:

$3 +(6+b)s? +(9+6b+3K)s+9b+3Ka=s> +8s% +7.5s +3.5
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Igualando los coeficientes de los términos de mismo grado se obtiene un sistema de
ecuaciones:
Coeficientes de 3°" grado: 1=1
Coeficientes de 2° grado: 6 +b =8
Coeficientes de 1°" grado: 9+ 6b+3K =7.5

Términos independientes: 9b +3Ka =3.5

Despejando:
b=2
K = -13.5
3
14.5
a=——
13.5
Luego:
14.5
R L "T135 __y g5tL074 | 1 13554145
3 s+2 ) 3 s+2

La funcidn de transferencia de lazo cerrado es:

(1 1355+145 3 135s+145 1
Ms) = 3 s+2 (s +3)> _ s+2 (s +3)°
1 13554145 3 13554145 1
3 s+2 (s +3)> s+2 (s +3)?
13.5s+145 1
M(s) = CosH2 (543)? _ ~13.55-14.5 _ —135(s+1.074)
(133584145 1 (s+2)(s+3)% —(13.5s +14.5) s> +8s% +7.55+3.5

s+2 (s+3)?
La ganancia de régimen permanente es:

M(s) = lims 135G+ LO74) 1145

550 §3 4852 +7.5543.58 3.5

=414

Incluyendo un regulador proporcional en serie de valor inverso a la ganancia de régimen
permanente se consigue ganancia unitaria para el sistema completo.

R(s) | -1 s+1.074 3 Y(s)
Zy — 4530 . >
414 | + s+2 (s+3)
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La siguiente figura muestra la respuesta del sistema deseada (en linea discontinua) y la
respuesta obtenida con el regulador (en linea continua).Sigue existiendo un cero en la funcién
de transferencia de lazo cerrado que no permite alcanzar totalmente las especificaciones con
esta estructura.

1.4

1.2+

10 15

EJERCICIO 4.5.

Realizar un regulador robusto F(s) por el método de Asignacién de Polos para conseguir
que el sistema representado a continuacion:

R(s) Y(s)
>

-——bff>—————— Fs) G(s)
+ -

~ 9
s(s+2)(s+10)

G(s)

presente un maximo sobreimpulso del 15% y un tiempo de establecimiento de 1.57 segundos
y mantenga el tipo del sistema original.

Ademas, se sabe que la posicion del polo en el origen de Gi(s) es dudosa. El regulador
debe seguir funcionando correctamente en el caso de que este polo no se encuentre
exactamente en dicha posicion.

Calcular la nueva funcion de transferencia del sistema de lazo cerrado con el regulador
obtenido cuando el polo que se supuso en s = -2 se encuentra realmente en s = -1.

El modelo de funcionamiento de lazo cerrado se obtiene a partir de las condiciones
especificadas:
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o

M, —e ' —015  -1.897=-°F 0.3646(1 - 5%) = 57
1-38°
5=0.5169
tg=—" =1.57s 5o, =2
S,

o, =3.87 rad/s

Por tanto la posicion de los polos de lazo cerrado dominantes estaran en:
P, =-8-0,tjo,V1-8" =-2+j3.31

Con estas condiciones se puede empezar a construir el modelo del sistema de lazo cerrado
que tenga como polos los que cumplen las condiciones anteriores.

k k
M(s) = 2 2 - 2
(s+2)"+3.31 s”+4s+15

Ajustando la ganancia para presentar error ante el escalon unitario:

15

M(s) = —————
s +4s+15

Se descompone la funcion de transferencia de la planta G(s) en dos de tal forma que G,(s)
contenga a la parte de G(s) que puede sufrir variaciones:

Gl(s):s_’_%
9
G2(8) = s(s+10)

De la misma forma, al disefiar un regulador robusto, la funciéon de transferencia de lazo
cerrado se ha de descomponer en dos funciones donde M,(s) contendrd a los polos

dominantes y M, (s) se crea de forma que contenga términos poco influyentes en la respuesta
del sistema. Se afiaden las ganancias necesarias para mantener el error nulo al escalon.

20
M, (s) =
1) s+ 20
15
M,(s)=——
2(5) s +4s+15
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Los controladores a emplear seran:

20
F (S) — MI(S) — s+ 20 — 2O(S + 2)
! G,)[1-M,(s)] 1 L 20 s
s+2 s+ 20
15
F(S):Mz(s):s2+4s+15: 5s(s +10)
: G, (s) 9 3(s? +4s +15)
s(s+10)
15
Fy(s)=M,(s) = ————
O =M= G s

Si no hay variaciones en la planta se comprueba la funcion de transferencia del lazo
cerrado:

R(s) 55(s +10) N 20 9 Y(i)
+ 3(s? +4s+15) | + s+20 s(s +10)
15
s +4s+15
R(s) | _ 5s(s+10) . 20(s? +4s +15) 9 Y(i)
+ 3(s? +4s+15) s(s2 +24s +95) s(s +10)
R(s) 300 Y(s)
+'T P S(s? + 245+ 95) >
R(s) 300 Y(s)
» (s+20)(s* +4s+15) »
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La respuesta del sistema ante un escalon unitario con el regulador calculado (en linea
discontinua la respuesta ideal buscada).

1.4

1.2¢

0.8}

0.6}

0.4}

0.2}

1 1.5

2 2.5 3

3.5

4.5 5

Considerando ahora que el polo de la planta que se supuso en s = -2 se encuentra realmente
en s = -1 se tiene:

G,(8) =

Z

5s(s+10)

3(s? +4s +15)

G1(5)=L

s+1

9

s(s+10)

20(s +2)

S

s+1

Y(s)

s(s+10)

15

s? +4s+15

R(s)

5s(s+10)

3(s? +4s+15)

20(s +2)

Y(s)

s? +21s+40

15
s +4s+15

s(s+10)
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R(s) | _ 5s(s+10) S| 206+2)(s” +4s+15) 9 Y(i)
+ 3(s* +4s+15) s(s® +25s2 +139s +175) s(s +10)
R(s) 300(s +2) Y(s)
P s(sP +255 +139s5 +175) >
R(s) 300(s +2) Y(s)
P % £ 2557 113957 + 475 + 600 >

En la figura se muestra la respuesta del sistema modificado con el controlador robusto (en
linea continua) y la respuesta ideal (en linea discontinua).

1.4
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