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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.1,

Obtener la representacion interna del sistema definido por la siguiente ecuacion
diferencial:

y"(t) + 2y'(t) + 5y(t) = 10u(t)

Una ecuacion de segundo orden = 2 variables de estado:
X =y(1); X, =y'(1)
y'(1)+2y'() + 5y(t) =10u(t)
X =y(1); X, =y'(1)

Relaciones:
x;=y'(t)=x,

x5 =y"(t)=10u(t)-2x, -5x,

S S
y(®=(1 0)(:]

Obtener las variables de estado empleando el método grafico (Mason) para el sistema:

En forma matricial:

EJERCICIO 5.2.

—5s%2 + 4512
G(s) = 3 5
S +6s” +s+3

-Dividir entre la méxima potencia de s:

-5 4 12
Y 273
G(s) = (s) _ s6 s1 s3
R(s) I+—+=+=
s s s
Considerando que ha sido obtenida por Mason:
TA.
G(s) = 2T
A
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Introduccion a las Variables de Estado

Ti =Trayectos directos Entrada-Salida.
Di =Cofactor (suponer que son 1).
D =Determinante del sistema (considerar solo lazos independientes):

A=1="1+ > 1l = > 1l +...

El numerador indica los trayectos directos. El denominador bucles.

Obtenemos:

Y(s)

Punto comun

R(s) 1 / 1/s
o

Ecuaciones matriciales:

x4={ 0 0 1 ||x,|+|0f
x4 -3 -1 -6)\x, 1
X
y=(-12 4 -35)|x,
X3

También de esta forma:

R(s)

Punto comun

1/s \ 1

> o » o Y(®)

Ecuaciones matriciales:

X} -6 1 0)(x -5
x5 (=-1 0 1]|x,|+| 4 |
X5 -3 0 0)(x, -12
X
y=( 0 0)x,
X3
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.3.

Obtener la representacion en variables de estado del siguiente sistema:

X
]
4_
M
Ecuacidn diferencial:
F = Mx"
Tomando transformadas con CI nulas:
X(s) /M
F(s) s’
Dos variables de estado:
Espacio (x1).
Velocidad (x2).
X] =X, =X
x5 =x"
Y como:
X" —

En forma matricial:

o ol

+ F
X2
X
y=( 0)( 1}
X
Representacion mediante integradores:
P 1M s X 1s X
(0 P> O g O g O

Muestra la estructura interna del sistema.
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Introduccion a las Variables de Estado

EJERCICIO 5.4.

Obtener la representacion en variables de estado del siguiente sistema:

Ecuacidn diferencial:
F=Mx"+bx'+kx

Tomando transformadas con CI nulas:

Xs)_ UM
OB LIS
M

Dos variables de estado:

Espacio (x1).
Velocidad (x2).

En forma matricial:
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.5.

Obtener la representacion en variables de estado del siguiente sistema:

Ecuaciones diferenciales:
u =My} +b(y = y5)+k(y, - y,)
blyi - v5)+k(y, —y,) = M,y}
Tomando transformadas con CI nulas:
U(s) = (M, 82 + bs +k)Y,(s) - (bs + k)Y, (s)
(bs+k)Y,(s) = (M, s> + bs+ k)Y, (s)

Cuatro variables de estado:
- Desplazamiento de M1 (x1).

- Velocidad de M1 (x2).
- Desplazamiento de M2 (x3).
- Velocidad de M2 (x4).

Relaciones:

X1=Y5 X3=Y2
r_ I S A S
XI=X T YVpX3=X4 =Y,

"

1
x) =y :H[u—bxz+bx4—kxl+kx3]
1

1
X, =yy=—|[bx, -bx, +kx, —kx;]
2
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Introduccion a las Variables de Estado

En forma matricial:

(0 1 0 0 0
o B L SNl B O
X3 — M M, M M, ||X + E u
: 0 0 0 1 ||x
Sk b ok b3 |0

X
X4 MZ MZ MZ MZ ! 0

OY1

%)

-k/'M,
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.6.

Obtener la representacion en variables de estado para el siguiente sistema:

U(s) 1 Y(SL

+ > s+5

©n | O\

Seleccionando como primera variable de estado la salida del sistema:

Y(s) = X (s)
luego:

y=x1

Y como segunda variable de estado la sefial de realimentacion:
6
Xa(8) =Xy (S)g

$X5(s) = 6X (5)
luego:
X2 '= 6X1

Entonces:

[UGs) - X5 (5)]—— = X (5)

S+5
sX1(s)+5X(s) ==X, (s)+ U(s)
X1'=-5X] —Xy +u

Ordenandolo de forma matricial:
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Introduccion a las Variables de Estado

EJERCICIO 5.7.

Se dispone de una planta cuya funcion de transferencia es la siguiente:

10
$>+6s2+11s+6

G(s) =

Obtener la representacion en variables de estado para el siguiente sistema:

Y(s) 10
UGs) sP+6s”+11s+6

(s* +6s? +11s + 6)Y(s) = 10U(s)

3 2
d—3y+6d—2y+11ﬂ+6y=10u
dt dt dt

Llamando:
d2
_dy
2 dt
X3=Yy

X, =—6x, —11x, —6x5 +10u
Y representandolo de forma matricial:

x;| [-6 —-11 —-6][x;] [10
XZ =1 0 0 |- X9 [+ 0 |u
X3 0 1 0 X3 0

X1
y=[0 0 1]x;

X3
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.8.

Encontrar la funcioén de transferencia del sistema definido por las ecuaciones de estado:
X)) (-3 1)(x N 4 6\(u
xy) (=2 0){x,) (=5 0)lu,
Vi) I -1\(x
N2 (8 1 X,

Aplicando:
M(s) = C(sI-A)'B+D
Donde:
(SI_A),lz(SI—A)Ta: -2 s+3
sI-A s +3s+2
Queda:
(1 —1)(5 1)(4 6} 9s+18  6s+12
M(s) = 8 1)(=2 s+3)(=5 0) |¢435+2 s*+3s+2
2 +3s42 27s—63  48s—12

s2+3s+2 s2+3s+2

De forma mas clara:
9s+18 6s+12

Yi) |s243s+42 s2+3s+2 (Ul
Y, 275—63  48s—12

sz+35+2 s2 +3s+2

Diagrama de bloques:

u;o G, 4
G
G;

U0 Gy oy2
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Introduccion a las Variables de Estado

EJERCICIO 5.9.

Encontrar la funcioén de transferencia del sistema definido por las ecuaciones de estado:

x;] [-6 -11 =6|[x;] [10
Xy =] 1 0 O | x(+]|0|u
X3 0 1 0][x3] [0

X1
y=[0 0 1]|x;
L X3
@zc-(sl—A)—lB
U(s)
s 0 0] [-6 —11 —6] [s+6 11 6
sI-A={0 s O|-|1 0 0 |=|-1 s
0 0 s 0 1 0 0 -1 s

SI-Al=(s+6)s’ +6+11s=5" + 65> +11s+6

52 S 1
SI-A)* =|-11s-6 s(s+6) s+6
—6s -6 s(s+6)+11
s2 —11s—6  —6s
s s(s+6) -6
(sI—A)_l—(SI_A)Ta— 1 s+6  s(s+6)+11
s[—A 3 +652 +11s+6
2
s© —11s—-6 —6s 10 10
o 1] s sis+6) ~6 |0 I s+6 ss+6)+11] 0
Y(S)_ 1 S+6 S(S+6)+11 O B O
U(s) 3 +652 +11s+6 3+ 652 +11s+6
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

10
[ s+6 ss+6)+11] 0
Y(s) 0
U(s) $3 +6s2 +11s+6
Y(s) 10

U(s) - s3 +6s2 +11s+6

EJERCICIO 5.10.

Para el sistema del ejercicio 5.4 considerando M=0.5 kg, K=2 N/m y b=1 N/m/s.

- Calcular el cambio de variable para la variable correspondiente a la posicion aparezca
en cm y la velocidad en km/h.

- Calcular el cambio de variable y la nueva representacion del sistema tomando como
variables de estado la posicion y aceleracion.

Para representar las variables de estado en cm y km/h respectivamente:
Im =10cm

1m_lg 1km 36005_36@
s s 1000m Im " h

SN

Para el caso de emplear como variables de estado la posicion y aceleracion el cambio sera:

)5 )

Luego el cambio sera:

FEl sistema inicial era:

Sustituyendo los valores:
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Introduccion a las Variables de Estado
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.11.

Hallar la matriz de transicion de estados y la respuesta temporal de las variables de estado
y salida del sistema ante una entrada escalon unitario:

;' [-5 =1][x;] [1
= . + -u
X, 6 0]|xy] |O

y=[ o™
1 X2 |
d)(t)zeAt

D(s) = (sT—A) !

IA_s+51
(I-A)= -6 s

[sT—A|=(s+5)s+6 =5 +55+6 = (s+2)(s +3)

s -1
-1
o s+5 1 (s+2)(s+3) (s+2)(s+3)
-6 s+5
(s+2)(s+3) (s+2)(s+3)
-2 3 -1 1
-1 -1 2 " +3 s+2 " +3
) =L {O(s)j=L" |52 52 SHe sy
s+2 S+3 s+2 s+3
O(t) = —2e7 2t 43¢ g2ty
66_2t —66_3t _36—2t _26—3‘[

x(t) = —2e 2 43¢ et '{Xlo} 4
6e 2t —e 3t 3¢t et X20

t e 2t-1) | 3,73(t-) _ o2(t-) | o 3(t-1) 1 I
J. 6e-21-1) _go3(t-0)  _3.-2t-0) _ 5 -3(t-1) | o | T
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Introduccion a las Variables de Estado

x(t)=|

262t L3073t _gm2t o3t X10 t 2o 2t=1) | 3,-3(t-1)
_2t ~3t 2t -3t | +.[ de
6e —6e —3e —2e

X0 o= 2(t-1) _ go-3(t-1)

Suponiendo condiciones iniciales nulas:

_j [— 267 2(=1) 4 3¢ 73(t-D) ] dr
x(t) = Ot
(o109 et
0

. o2t _ 3t
1—3¢ 2t 4073t

X (1) = o2t _ o3t

Xo(t) =1-3e 72t +2¢73

=3t

y(h) = —e

EJERCICIO 5.12.

Calcular el valor de régimen permanente cuando la entrada es un escalon unitario.

X1' -2 1 0 Xl -1
X2'[=]=-3 0 1| |xp|+]| 5 |'u

X3' -4 0 0 X3 0

X1

| [t oo 1))

val |2 =2 0 Xj
2 1 0" [-1
Xest =—ABu=—{-3 0 1| |5
—4 0 0 0
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

0 -4 0
A*=10 0 -4
1 2 3
-2 10
Al=|-3 0 1/=—4
-4 0 0
| 0 0 1][-1 0
%ﬁ=z—4 0 5 |=]-1
0 -4 3 5
0
Yiest | |1 O —1._1__—5
Y2 est 2 -2 0 2
5
Yiest =3
Y2est =2

EJERCICIO 5.13.

Obtener el valor de régimen permanente ante una entrada escalon unitario para el siguiente

sistema:
X1 0 2 0 ||xg 0
X' [=] 0.5 0 05| [x9|+|0f-u
x3'| |—-266 —148 -6/ |x3 1
X1
y=[2 2 0f|x,
X3
-1
0 2 0 0
Xeg =—ABu=-{ 05 0 05| -[0]1
-266 -148 -6 1
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Introduccion a las Variables de Estado

X1 est
X2 est

X3 est

EJERCICIO 5.14.

1
| 74 12 0 | 1 260
—-130 0 0 0jl=——- = 0
260 -1
-74 =532 -1]| |1 — [
260
S
260 1
=12 2 0f| 0 |=—
Yest [ ] e 130
260

Comprobar que los autovalores del sistema en variables de estado coinciden con los polos
de la funcion de transferencia.

y'+5y +6y=u

Funcion de transferencia:

Descripcion interna:

Los autovalores:

G(s)

Y@ 1 1
T UG) 245546 (s+2)s+3)

S
= o)

=s*+55+6=(s+2)(s+3)

s -1
6 s+5
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.15.

Diagonalizar mediante los autovalores el sistema dado por las siguientes ecuaciones:

X} -1 -2 0)(x, 1
x4 =1 2 0 |[x,|+|0f
x5) (=2 -1 =3){x,) |0
X
v} (1 0 1
= X2
y,) 1 =1 0
X3
- Autovalores:
|51-A|=0
s+1 2 0
-1 s=2 0 |=s"+25s-3)=0
2 1 s+3

queda: s, =0; s, =1; s, =-3;
- Autovectores:

a) Para s, = 0; (Resolviendo por ecuaciones o por Cramer):

0+1 2 0 X, 2

-1 0-2 0 X, =0 -1

2 I 0+3)\x; -1
b) Para s, =1;

1+1 2 0 X, 4

-1 1-2 0 X, |[=0>>—>| -4

2 1 1+3)(x5 1

c)Paras, =-3;:
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Introduccion a las Variables de Estado

-3+1 2 0 X, 0
-1 -3-2 0 X, |[=0>>—>]0
2 1 -3+3)(x;
- Formar P™":
2 4 0 1 1 0
P'=|-1 -4 0|y P=|-025 -05 0
-1 1 1 1.25 -1.5 1

Vemos como queda el sistema al haber introducido el cambio de variable:

00 0
A'=PAP'=[0 1 0
00 -3
1
B'=PB=|-0.24
0.75

C'=CP_1=1 31
380

Es importante el resaltar que las variables de estado del sistema han sido cambiadas, es

decir, que ya no son las mismas que las dadas en el enunciado.

EJERCICIO 5.16.

Para el sistema diagonalizar la matriz de estados mediante el método de fracciones simples.

2
T(s) = 6s 226s+8
(s+2)(s” +2s+10)

Expandiendo en fracciones simples la funcion de transferencia se obtiene:

-2 N 44 N 4—]

T(s) = : :
(s+2) s+1+j3 s+1-33

Y la representacion grafica de esto es:
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

La expresion en variables de estado de este sistema es:

X} -2 0 0 X] 1
x4 =] 0 —-1-j3 0 Xy [+|1]r
x5) Lo 0o -—1+3)lxs) U

X1

y=(2 4+j 4-j)|x

X3

Como se ve es una representacion diagonalizada pero que contiene numeros complejos.

Para eliminar los nimeros complejos tenemos que agrupar los dos términos complejos de
la expansion en fracciones de la funcion de transferencia. Se puede ver que al realizar esto se
pierde la diagonalizacion.

-2 8 14

_ A 2
(s = 2 8s+14 - s g

—+ =
(s+2) $2+425+10 1+% 1+%+E

S S s

2

La representacion grafica es la siguiente:

Y la representacion interna al agrupar los término complejos es:

X] -2 0 0)(x 1
x5(= 0 0 1 || x5 [+|O0]r
x5) L0 —10 —2)lx3) U
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Introduccion a las Variables de Estado

S|
(-2 14 8)x,

X3

y

EJERCICIO 5.17.

Comprobar, para el siguiente sistema, si es Completamente Controlable y/o
Completamente Observable.

X} 1 0 0)(x 0
x5 [=]10 3 Of|x,|+|1]r
x5 0 0 3){x, 2
X
y=0 1 3)|x,
X3

Como el sistema esta diagonalizado la comprobacion es inmediata:

Puede verse que no es Completamente Controlable ya que la variable de estado x1 no es
afectada por la entrada.

Puede verse que no es Completamente Observable porque la salida no es afectada por
todas las variables de estado.

EJERCICIO 5.18.

Comprobar si el siguiente sistema es controlable:

X1' -2 1 2 X1 0 4 5]
Xz' =| 4 0 3 Xy [+ -5 0} Uy
X3' 1 -1 0 X3 0 0 ujg

Mc=(B AB A2B .. A™'B)
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

EJERCICIO 5.19.

-5 -8
AB=| 0 16
i 4
(20 40
A’B=|-5 -20
-5 -24

0 4 -5 -8 20 40
My=|-5 0 0 16 -5 —20
0 0 5 4 -5 —24

0 4 -5
-5 0 0]=100-0
0 0 5

Rango maximo: Completamente Controlable

Comprobar si el siguiente sistema es observable:

Xl' 2 1 0 X1 1
x2'[=[=3 0 1| |xp[+|]]|-u
X3' 4 00 X3 1
X1
y=[0 0 1]|x,
X3
o
M, =| CA
CA? |
2 1 0]
CA=[0 0 1]{-3 0 1|=[4 0 0]
4 0 0
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Introduccion a las Variables de Estado

2 10
CAZ=[4 0 0]|-3 0 1|=[8 4 0]
4 0 0

B~ O O
(e R

0
M, =4
8

00 1
My[=4 0 0/=16=0
8 4 0

Rango total: Completamente Observable.

EJERCICIO 5.20.

Comprobar si el siguiente sistema es controlable y observable:

x;| [-6 —-11 —6][x;] [10

Xp =] 1 0 0 |-|X2|+] 0 u

X1 0 1 0]|x3| |0
o

y=[0 0 1]|x,

X3

M, =B AB A’B

-6 —11 -6
A=[1 0 0
0 1 0]

10

B=|0

0
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Continuos. Reguladores y No Lineales.

-6 —-11 -6||10 -60

—6 —-11 —-6|[-6 —11 -6] [25 60 36
A’=l1 0 o1/ 1 0 0|=|-6 -11 -6
0 1 0 0 1 0 1 0 0

25 60 361[10] [250
A’B=|-6 -11 -6/ 60
1 0 01]]o0 10

-
Il

10— 60 250
h@:b MaA%F 0 10 —60
0 0 10
10— 60 250
|Mc| =(0 10 —60/=100=0 Rango total > Controlable
0 0 10
C
M, =| CA
CA®
c=[0 o 1]
-6 —11 —6
CA=[0 0 1] 1 0o o0 |=[0 1 0]
0 1 0
25 60 36
CA’=[0 0 1]-|-6 -11 -6|=[1 0 0]
1 0 0
001
M,=0 1 0
100
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Introduccion a las Variables de Estado

0 01
IM,[=]0 1 0/=1#0 Rango total > Observable
1 00
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