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Analisis de Sistemas No Lineales

EJERCICIO 6.1.

Calcular la funcion descriptiva de un elemento no lineal de dos posiciones como el que se

muestra en la figura:

yA

M

En la figura se representa la entrada senoidal x(t)=Xsen(wt) y la salida del elemento no
lineal.
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La componente fundamental de la salida desarrollando en serie de Fourier sera de la forma:
y(t) = ZBH sen(nmt)
n=1

ya que al ser la funcion impar los términos A son cero.
La componente fundamental de la salida sera:

y;(t) = B, sen(mt)

2n T T T
B, = % [y(Hsen(ot)d(wt) = % [y(Hsen(wt)d(ot) = % [Msen(t)d(ot) = % [sen(ot)d(ot)
0 0 0 0
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v =M sen(ot)
T

4M
nX

Luego la funcion descriptiva viene dada por:
Y

N=—1/p, =
x <

Puede observarse que la funcion descriptiva sélo depende del valor de la amplitud de la

sefial de entrada.
Calcular la funcién descriptiva de un elemento no lineal de dos posiciones con histéresis

EJERCICIO 6.2.
como el que se muestra en la figura:
A
y
M
o
-h h
Y r S >
X
-M
-
En la figura se representa la entrada senoidal x(t)=Xsen(wt) y la salida del elemento no
lineal.
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Tiempo

En este caso la salida no es impar y por lo tanto habra que calcular para la componente

fundamental tanto el término A; como el B;.
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y,(t)=A, cos(mwt) + B, sen(mt)

1 f2n 2 cntot
Ay ==["y(®) cos(ot)d(wt) == [ Mcos(ot)d(wt) =
T 0 TT oty

= M n:wtl cos(mt)d(wt) = 2—M(— 2sen(mt, ))
T oy T

s

1 (2n 2 entot
B, =—["y(hsen(wt)d(wt) == [ Msen(wt)d(ot) =
T 0 TC YOt

3 2M prtot,

sen(ot)d(ot) = 2—M(2 cos(at,))
T Yoty T

4M
B, =——cos(ot,)
n

Y, = A, cos(ot) + B, sen(mt) = —4—1\/Ise:n(oat1 )cos(wt) + 4_MC05(03t1 )sen(wt) =
T

- [sen(oatl )cos(mt) — cos(mt,;) sen(oot)] = M [(:os(oatl )sen(mt) —sen(mt, ) cos(oot)] =
T T

Aplicando: sen(a — ) =sena.cos —cosasen 3

y;(t) =4—Msen(03t -ot,) = 4—Msen(oat +¢,)
T T

4M
Yl e

T
Como h = Xsenmt,

h

ot, = arcsen_

h
¢, =—arcsen_
Por tanto, la funcién descriptiva N:
Y,
= ; £,
4M
o 20 4M p h
=— =—— /—arcsen—
™ q — cse
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EJERCICIO 6.3.

Calcular la funcion descriptiva de un elemento no lineal de zona muerta como el que se

muestra en la figura:

-m

yA

En la figura se representa la salida y(t) del elemento no lineal ante la entrada senoidal:

x(t)=Xsen(mt)

K(X-m)

-K(X-m)

= =
-
-

.

~o
-

y;(t)=A, cos(mwt) + B, sen(mt)

Tiempo

Como la salida y(t) es impar no existen los términos A; luego el armoénico fundamental de

la salida sera:

y1(t)=B, sen(ot)

B, =1 joz y(O)sen(ot)d(ot) = jzt k(X sen(ot) — m) sen(ot)d(ot) =
e TToeh

Pagina 284



Analisis de Sistemas No Lineales

= 4k j Et (Xsen(wt) — m)sen(wt)d(wt) == ﬁjzt [Xsen((nt)sen(wt) - msen(wt)]d(mt) =
T ‘O T Ot

T ot; T )

T
T

4kX || ot sen2mt |2 m B
=—\| =" -—[- coscot]mt =
i 2 4 ot !
4kX|m senm ot sen2mt; m T
= —— — + +—| cos——cosmt; ||=
n |4 4 2 4 2
4kX |t ot; sen2mot; m
= —— + — —cosot,
T |4 2 4 X

Como sen(mt) se transforma cos mt, y puede ponerse en funcion de m:

sen(mt,) = %

cos(wty) =4/1- senzmtl
m 2
cos(oty) =,1-| —
(ot)) (Xj

m
ot, = arcsen(—j
X
sen(2mty) = 2-sen(wt;)cos(mt;)

2

m m

sen(2ot;) =2—,|1—-| —
(Cwty) X (j

luego sustituyendo en Bi:

4kX|mt 1 m) 1Im m) m m
B, =——|———arcsen| — |+ =—,[1-| = | ——,[1-| =
T |4 2 X) 2X X X X

- 4kX Ig (sen2 (ot) — % sen(oot)jd((nt) = @{[;2[ sen’ (ot)d(wt) — % L:Zi sen(wt)d(mt)} =
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y1(t) =B, sen(ot)

2
2kX | w m m m

ty=——| ——arcsen| — |——.[1—| — sen(mt

022 )- 2 ()

2
leg T arcsen| 2|2 (2
T |2 X

Por tanto, la funcién descriptiva N:

Y
N=—L/
< 0
2kX | m) m m)’
—— | ——arcsen| — |——.|[1-| —
T |2 X) X X
N= Z£0°
X

2
N=§ T arcsen| |- (X
|2 X)) X X
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EJERCICIO 6.4.

Calcular la funciéon descriptiva de un elemento no lineal de saturacion como el que se

muestra en la figura:

yA

N e —e——

e ®

En la figura se representa la entrada senoidal x(t)=Xsen(wt) y la salida del elemento no
lineal.

r

X o -

PN A/X(t)—Xsen(cot) SN
/ /
4 \ ¢ Ly
S v ’/ L
\ \
{ N H \
ks ! L vi(t) I Y
f N / 1
b v ; \
/ \ / \
) \ / \
t T f
a7 h 4 0
A v ) P
L0 \ f l\
-ks \ f A
¥ i
-S \\ ”
\
v /
M K4
X i
- i

Tiempo

y;(t)=A, cos(mt) + B, sen(mt)

Como la salida y(t) es impar no existen los términos A; luego el armoénico fundamental de
la salida sera:

y1(t) =B, sen(ot)

B, = l J;)zn y(t)sen(mt)d(wt) = i L)TZE y(t)sen(wt)d(owt) =
T T

_4 _rml kX sen(wt) sen(wt)d(ot) + 4 I 2 kssen(wt)d(or) =
—, T Jot,
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- % h?) " sen” (ot)d(ot) + %Io:;tl Sen(wt)d(wt)} )

T

4kX | [ot  sen2wt]™ s 5 4kX || ot, sen2ot, S
=2 = +§[—cosmt]wtl = - +§[005®t1]

T 2 4 ] T 2 4

Como: s = Xsen(mt,) se transforma cos wt, en funciéon de m:

S
sen(ootl):g

2

cos((otl):wll—sen2 ot, = 1_(§)

]
ot, =arcsen| —
X

sen2mt| = 2senmt; cos mt

2
sen2mt| = 2% 1—(%)

luego sustituyendo en Bi:

Bl
2 4

3G -GS
(5] 2ol

y1(t) =B, sen(ot)

_4kX [mtl _sen2ot,
T

s
+—cosot, |=
X

2
2kX S S S

t)=——/|arcsen| — |+ —.|1—-| — sen(mt

yi () - (Xj X (Xj (wt)
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Y
N=—/
X b,
2 S S S 2
——|arcsen| — |+ —,|1—| —
T X X
N= Z0°
X

EJERCICIO 6.5.

Calcular la funcion descriptiva de un elemento no lineal como el que se muestra en la
figura:

y(t) 4
1
>
/ x(t)
bl> |blz
Para una entrada de la forma: x(t)=Xsen(mt)

Se puede representar la forma de onda de la salida y(t), para valores de la entrada
comprendidos entre 0<wt<m/2, por la siguiente serie de ecuaciones:

Xsen(wt)-b/2 para 0 < ot < 1/2
X-b/2 para t/2< ot < a
Xsen(wt)+b/2 para o < ot < 37/2
-X+b/2 para 31/2 < ot < t+o
Xsen(wt)-b/2 para nta < ot <27
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X
Entrada x(t)

X-b/2

Salida y(t)

ool \ / \

-X+b/2

2 o T 3n/2 s 3r
La componente fundamental de la forma de onda de salida y(t) es:
y,(t)= A, cos(wt)+ B, sen(wt) = Y, sen(ot + ¢, )

Donde:

Y, = A? +B?

A
=tan"'| —L

Se obtiene la expresion para el coeficiente Bi:

2n n

B, :% J.y(t)sen(cot)doat = %jy(t)sen(cot)dcot =

Il
Qo
O 0| 3

(X sen (ot) - gj sen (ot )dot + J-(X - g) sen (ot )dot + J(X sen (ot ) + gj sen (ot )dot
g a
Resolviendo las tres integrales:

T T

O o | 3

2 2
(X sen (ot)— g} sen (ot )dot = IXsen2 (ot)dwt - J.gsen (ot)dot =
0 0
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=X dot —

J’ 1-cos20t) bfeen (ot)dot = 2 o] - {sen (Zoat)} C |- E[_ cos(t)]§ =
) 2 2 2 0 2

O 0 | 7

[X sen (ot)+ %j sen (ot )dot = IX sen’(ot)dot + I g sen (ot)dot =

o a

QR =3

2

o

- XTI—%(M)‘[) dot + gIsen (cot)dcot = %{[wt] 5 = [sen (20)t)£ J +g[— coSs (cot)] =

= E(n— o+ sen(2a)j +E(1+ cosa)
2 2 2
Sustituyendo:

BI:E ﬁ—E—Xcosa+Ecosa+§ n—a+w +E(l+cosoc) =
T 2 2 2 2 2

| 4
2X[n b b n o sen2a) b b
= |~ ————coSa+——CoS0L+— — — + +—+——cosa | =
|4 2X 2X 2 2 4 2X 2X

2X| 3n b b o sen(2a)
=—/|—+coso| —1l+—+— |[-—+——|=
n| 4 2X 2X) 2 4

2X | 3n b j o sen(2a)
=—/|—+coso| ——1|-—+——
n| 4 X 2 4

El 4ngulo a se obtiene de las formas de onda de entrada y salida:

b
= 1 _—
B arcsen( j
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a=nt—P

)
o = m—arcsen| 1 —— | = arccos
X

Utilizando las expresiones anteriores:

2
B1=2—X 3—n—cosasenB—g+M =
n| 4 2 4
=z 3—n—cos(ﬁ—B)senB—7T_B+Senz(ﬁ_ﬁ) =
n |4 2 4
n |4 2 4

:2_X{(£+Ej+w_SGHB}J_XKLE} Senﬁ}:
T 4 2 2 4 0 4 2 4

:§ E+B+sen2B _B,
2 2

Se obtiene ahora la expresion para el coeficiente A:

T
2|2 b (v b T b
A= — j (Xsen (ot) - Ej cos (ot )dot + _[ (X - E] cos (wt)dot + J- (Xsen (oot )+ Ej cos (ot )dot
0 ks o
2

Resolviendo las tres integrales:
il

2
{X sen (ot)— g) cos (ot)dot = jX sen (ot )cos (ot )dot — [ = cos(ot)dot =
0

O 0 | 3
N | o

O o | 3

T

2 > 5
—sen(Z(Dt) dot — b J. cos (ot )dot = X {— M} P -2 [sen (wt)] 3
2 2y 2 2 o 2

=X

O 0 | 3

X b X b
=2 (1+1)-=(1-0)==-2
4(+)2( ) 2 2
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D[R QR

(X - g] cos (ot)dot = (X - gj Icos(a)t)dmt =

:(X—Ej [sen(mt)]i:(X—Ej (senoc—l):Xsenoc—X—EsenowE
2 3 2 2 2

Q —— 3

(X sen (ot)+ %j cos (ot)dot = .[X sen (ot)cos (ot )dot + j %cos (ot)dot =

(02

T

= X£ Mdmt + g:[cos (ot)dot = %({MT } + g[sen (0t)] 5=

2 o
X b X Xcos2a b
= (~1+cos2a)——seno = ——+ """~ ~sena
4 2 4 4
A =g z—E+Xsen0L—X—EsenocJrk—z+XLSQOL—Esenoc =
nL 2 2 2 2 4 4 2
2X | 1 b 1 cos2a b
=—/|—+sena—1-——sena ——+ ———sena |=
T 2X 4 4
2X| 3 b b cos2a | 2X| 3 b ) cos2a
=—1/|——+seno|l-———-—— 1|+ =—|——+seno|l—— |+
T 4 2X 2X 4 T 4 X 4

Utilizando las expresiones:

b

=arcsen| 1 ——

P ( X]
o =m—arcsen| 1 ——
X

a=1t—P

_x
T

A

3 cos2a
—Z+senasenB+

_x
T

{— % + sen(n - B)senB + icos 2(7: - B)} =

_x
T

{—%+sen2 [%L%(cos2 B —sen’ B)} =
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2X| 3 3 b? b) 1(.b ©b?
=2 T T — 2= |+ 2——— || =
T 4 4 X2 X/ 4| X X?

_2X ﬁ(é_lj_B(E_lj _2X| b b
n|X*\4 4) X2 2 n|2X? X

Una vez calculado A; y Bi obtenemos la funcion descriptiva:

Y
N=-Ll/
X J

Y, =+Al +B}

Al
= arctan| —
b, s 1

2 2 2
Y, =+A] +B?} _\/(Z_Xj (bz _E] +X_22[E+B+sen2[3j _

) \2x*> X w2\ 2 2

_X 4 b? —2bX 2+[n+2B+sen2Bj2_
I 2X? 2

2 2
= ﬁ\/wmz +4B2 +sen? 2[3+4[31t+(27t+4[3)sen2 2B

27 x4
2X( b° b
n|lox? X

A
¢ = arctg—1 = arctg =

B, X[n+B+Sen2BJ

T\ 2 2

2 p—
,| b 22Xb
2X ~
T+2B+sen2p
2

= arctg

2(b* — Xb)
X2 (n+ 2B +sen 2p)

= arctg
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2 v 12
N = zi\/‘”’(z)+b)+ 72+ 4% +sen 2B + 4B + (27 + 4B)sen’ 2B
T

2(b? — Xb)
X2 (n+ 2P +sen 2p)

Zarctg

EJERCICIO 6.6.

Calcular la funcion descriptiva para el elemento no lineal resultante de la combinacion de

una zona muerta y una saturacion.
A

-

Salida y(t)

Pendiente: K
/D +D S Entrada x(t)

Para una entrada senoidal x(t) = Xsen(wt), si la amplitud de la entrada estd dentro de la
zona muerta ( 0 <x< D ), no habra salida. Ademas cuando la amplitud supere el valor de
saturacion S, la salida va a mantener un valor constante.

La figura siguiente representa las formas de onda de la entrada y la salida para las
diferentes amplitudes:

X
\ Entrada = x(t)
S

K(S-D) \
+D

Salida  y(t)

0
-D \
-K(S-D) \
-S
X

a B 3 mou T 3n/2 2n 3n
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Si la amplitud de la entrada estd dentro de la zona muerta ( 0 <x< D ), no habra salida.

Ademas cuando la amplitud supere el valor de saturacion S, la salida va a mantener un valor
constante.

La salida para valores de la entrada comprendidos entre O<ot<m sera:

0 para0 <ot<a
K[X sen ot — D] parao <ot<f
K(S-D) para < ot < -3
K[Xsen ot — D] para n-B<ot<m-o

0 para m-o < ot <n

La funcidn de salida es impar, su expansion en serie de Fourier solo contiene términos de
seno. Se obtiene la expresion para el primer armoénico:

y,(t)= A, cos(wt)+ B, sen(wt) = Y, sen(ot + ¢, )

Donde:

Y, =\A?+B} = /0> + B =B,

1

¢, = arctg(%j = arctg(O) =0

Sustituyendo y(t) para obtener la expresion de Yi:

ﬂ.’

21:
Y, =B, =— Iy t)sen(wt)dot = J.y t)sen(wt)dot =

|a

B 2
_4 IK[Xsen(mt)—D] sen(ot d(ot+_|. S—D)sen(ot)dot
T
p

Resolviendo ambas integrales:

?K[X sen(ot) - D] sen(wt)dot = K(Jﬁ.Xsen2 (ot)dot — D?sen(mt)dmt} =

o o 03
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B B
= K[ijdmt - D.[sen(mt)dmt} =

= K{%[[mt]g —{@KJ — D[— cos(cot)] 5} =

| X(p_ . sen2B senla) _
—K[z(ﬁ o 5 + 5 j D( cosB+cosa)}

KX
(B_a_ sen2f3 N sen2a

5 5 j—KD(—cos[3+cosa)

K (S—D)sen(ot)dot = K (S—D) [~ cos ot] ;;: K (S-D)[cosp]=

™ | 3

=K (Scosp —Dcosp)

Sustituyendo:

B, = i{g(ﬁ—a— sen 2P + Senzaj+KDcosB—KDcosa+KScosB—KDcosB} =

n| 2 2 2
4KX sen2[3 sen2o 2D 28
B—a-— ———cosa+—cosP | =
2 2 X X

2KX B-a —SenzB+Sen2a—£(Dc0soc—ScosB)}
2 2 X

De la forma de onda de entrada obtengo las siguientes ecuaciones:
S = Xsenf3
D =Xsena

Sustituyendo en la expresion de Bi:

——(Xsenacoso — Xsen[3cos
: > x| B B)}

B, = 2KX{B_ _sen2[3+sen2(x 2

Utilizando las formulas trigonométricas del angulo doble:

B,

2KX B-a _sen2B+sen2a_2 sen2a  sen2f )| _
2 2 2 2
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2KX 2KX -
_ {B_a_sen2oc+sen2ﬁ}: {B_a_sen2a sen2B}

T 2 2 T 2

Una vez calculado Y = By obtenemos la funcion descriptiva:

Y _
N=—14(|)1:2—K l3_Ot_senZOL senZB} e
X T 2

Para X <D N=0
Para X >S-D N=2_K[B_a_sen20c—sen2ﬁ}
T 2
Para K(S—-D)>X>D N=2_K[g_ _Ser122a}
T

donde

D

oL = arcsen —
X

Ry

B = arcsen=
A

EJERCICIO 6.7.

Calcular la funcién descriptiva para el elemento no lineal de conexion-desconexion con
zona muerta e histéresis de la figura:

salida
M |-
-b -a
- »cntrada
a b
1 -M

La figura muestra las formas de onda de entrada y salida de un elemento con estas
caracteristicas.

El elemento no lineal no pone la salida a valor M hasta que la entrada supera el valor b y se
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mantiene en dicho valor hasta que la entrada se hace menor que a. En la region entre a y b, la
salida depende de la entrada y de la historia previa. El elemento funciona de forma similar

ante una entrada negativa.

Entrada x(t)

N

Salida y(t

3n

Para una entrada x(t)=Xsen(wt), puede representarse la forma de onda de la salida, para
valores de la entrada comprendidos entre O<wt<m, por la siguiente serie de ecuaciones:

0 para0 <ot<a
M para o< ot <f3
0 para B<ot<m

La componente fundamental de la forma de onda de salida y(t) es:
\z (t) = A, cos(ot) + B, sen(ot) =Y, sen(ot + ¢,)

Donde:

Y, =A] +B;}

Al
(|) = arctg| —

Se obtiene la expresion para el coeficiente Bi:
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2w T B
B, = 1 J.y(t) sen(ot)dot = 2 I y(t)sen(mt)dot = 2 I M sen(wt)dot =
Ty U T

M
_M [~ cos(wt)]P= =]~ cosp + cos a]
T T
Se obtiene la expresion para el coeficiente Aj:

2n b B
A= l I y(t)cos(ot)dmt = % I y(t)cos(ot)dmt = 2 J M cos(ot)dot =
T T Ty

_2M [sen(wt)]? = M [sen —cosa]
m T

De la forma de onda de la entrada obtengo:

b = Xsena
o, = arcsen —
X
a = Xsen(m—f})
a
= m—arcsen —
P X

Una vez calculado A y Bi se obtiene:

2 2
Y, :1/A12 +B12 :\/ [%(senﬁ—cosa)} +{%(cosa—cosﬁ)} =
T T

= M \/(senB—cosoc)z +(cosa —cosP)? =
T

M
=— \/sen2 B—2senPcosa +cos® o+ cos” o —2cosocosP +cos® P =
i

=2—M \/1+20032 o —2senfcosa —2cosa.cosfB
T

Sustituyendo los valores de o y de B:
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2 b a b
1+ 2cos”| arcsen— |— 2sen| m—arcsen — |cos| arcsen— | —
_2M X X X

Y
oI b a

— 2 COS| arcsen — |COS| 7T — arcsen —

( Xj ( X]

1+2cos? (arcsen Rj —
X

2M b a a
=—— | —2cos| arcsen — || sen mcos| arcsen — |—cosmsen| arcsen— | |— =
T X X X

b a a
—2cos| arcsen — || cos tcos| arcsen— |+ sen wsen| arcsen —
X X X

1+ 2cos? (arcsen Rj —2cos (arcsen Rj (ij —
2M X X N X

I b a

—2cos| arcsen — || — cos| arcsen —

X X

2M b a b a
=—— | 1+2cos| arcsen— || —— + cos| arcsen— |+ cos| arcsen —
X X X X X

sen| 7t —arcsen © |- cos| arcsen b
A, senf3 —cosa ( Xj ( X]
¢, = arctg B = arctg ——— = arctg =

1 cosa —cosf3 b a
cos| arcsen _ |—cos| T —arcsen
X X

a a b
senmsen| arcsen — |— COSTTCOS| arcsen — |— cos| arcsen —
X X X
=arctg = =

b a a
cos (arcsen X —| cosmcos| arcsen X +senmsen| arcsen X

a b
cos| arcsen — |—cos| arcsen —
X X

= arctg

:¢1

b a
cos| arcsen — |+ cos| arcsen —
X X
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Luego la Funcion descriptiva queda:

N=£4(|)1 =ﬁ 1+2cos arcsenR ~ 2 1 cos arcsenE + cos| arcsen—
X nX X X X X

Z arctg

COS| arcsen —

a b

cos| arcsen — |— cos| arcsen —
X X

b a

+ cos| arcsen —

X X

EJERCICIO 6.8.

En la siguiente figura se puede observar un sistema de control en el que aparece un
elemento no lineal del tipo todo nada, con histéresis.

R 1
(2@ G(s) Y6)

~ 10
(0.4s+1)(2s + 1)

G(s)

Calcular la funcién descriptiva del elemento no lineal.

Dibujar el diagrama polar de la funcion de transferencia G(s).

Analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Respuesta del sistema ante entradas escalon sin considerar y considerando la no
linealidad. Conclusiones.

el

1. El sistema en lazo cerrado presenta una no linealidad de tipo todo-nada con histéresis.

La salida del elemento no lineal sera:

Eis) |! U(s)
—> —>
-1

Suponiendo que la sefial de entrada al sistema es una entrada sinusoidal de amplitud 0.3v,
que la frecuencia es de 1 rad/sg. y que variamos la histéresis desde 0 a 0.4v:
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R —
ri |
0.8 i o
06+ h=0.1
P A
0.4 ——03*sen(?) I
021 ¢ I/ ™\ I | . \\
4 - 1
| \

Amplitud

| | h=0.3 h=0.4

AN
P U N P R B
I A 74 D ) N

0 1 2 3 4 5 6 7 8
tiempo (sg)

O
—_
el

Como se puede comprobar en la figura anterior, el efecto de este elemento no lineal es
hacer que su salida solo pueda tomar dos valores (+1 6 -1). Se observa, también, que la sefial
cuadrada a su salida tiene la misma frecuencia que la de entrada y que no varia con la
modificacion de la histéresis. A partir de del valor h=0.3, la amplitud de la sefial de entrada no
supera nunca el umbral de la histéresis por lo que la salida es siempre nula.

Periodo: T=6.283~27.

Frecuencia (Hz) f= 2L =0.1592Hz
T

(rad/sg) o=2nf= 27:2L =1 rad/sg.
T

Lo que si varia con la histéresis es el desfase que se produce entre la sefial de entrada y la
senal de salida. Se puede comprobar que el desfase que se produce es de la forma:

X -sen(wt,)=h

wt, = ArcSen(h/X)  (rad)

3 [ArcSen(h/X)]
: w
En este caso: t, = [ArcSenEO.2/0.3)] =0.73sg.
Calculo de la funcion descriptiva:
N=1 s,
X
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En cualquier caso, la transformada de Fourier de la sefial de salida del elemento no lineal
es de la forma:

y(t)=Aqy + Y (A, Cos(nwt) + B, Sin(nwt))= A, + >_(Y,Sin(nwt + ¢,,))
n=1 n=1
Siendo:

27
A, = 1 j y(t) - Cos(nwt) - d(wt)
n 0

2n
B, = 1 J.y(t) -Sin(nwt) - d(wt)
o

Y, =A2 +B?

A
= Arctang| —-
oy g( B, j
Y la componente fundamental:

y,(t) = A,Cos(wt) + B,Sin(wt) =Y, - Sin(wt + ¢,)
Siendo:

27

A, = 1 Iyl(t) - Cos(wt) - d(wt)
T
1 21

B, =— j y,(t) - Sin(wt) - d(wt)
T

En este caso, el modulo del primer armoénico serd el mismo, tenga histéresis o no, la Gnica
diferencia estara en el retardo. Entonces realizamos el calculo del modulo con el sistema sin

histéresis y luego le ponemos el desfase de la histéresis. Sin histéresis la sefial es impar, con
lo que An=0, entonces:

y1(t) = B,Sin(wt)
Calculando B1:

B, = 2 j M - Sin(wt) - d(wt) = M [Cos(wt)]} = M
T 0 Y T

Entonces, el primer armonico sera de la forma:

y, (1) = 4—MSin(wt + ) ¢ = —ArcSen(h/X)
T

El desfase de la salida corresponde con un retardo, por eso el signo negativo.
Entonces, la funcion descriptiva de este elemento:

N = M 2 — ArcSen(h/X)
X
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En la figura se muestra la respuesta del sistema para el ejemplo actual, con h=0.2, w=1
rad/sg,, M=1, y amplitud de senoidal de entrada de 0.3v:

¢~ > Primer Armonico 27N
’ Al ’ \
1 / A R \
7 X 7 X
/ \ Salida / \
J} \
) \ ! \
! \ J \
0.5 I \ ! \
/ Entrada ! \

L \ L !
0 , \\ ‘\ / ! \

~

Amplitud
\
/

] N
; ~—— I
0.5 I \\ ll
051 ) /
) \‘ ,I
/
\ !
1 A Y]
\ /
h Y /
N_~
0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
tiempo (sg)

2. Célculo del diagrama polar de la funcién de transferencia del sistema.

Gls) - 10
~ (04s +1)(2s +1)
. 10
GO = 0 aiw s D@iw 1 1)

Cuando la frecuencia w tiende a cero:

. 10
lim - -
w—0 (0.4jw +1)(2jw + 1)

=10—->10£0°

Cuando la frecuencia w tiende a infinito:

. 10
lim - -
woo (0.4jw +1)(2jw +1)
El punto de corte con el eje imaginario:

—0£-180°

10 10

G(jw) = =
(W) (0.4jw +1D(2jw+1)  2.4jw+1—0.8w>
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10(2.4jw —(1—0.8w?))

G(jw) =
(w) 2A4jw +(1-0.8w?))(2.4jw — (1 —0.8w?))

_ 1024w —(1-0.8w?)

[2.42w2 - o.8w2ﬂ

G(jw)

Haciendo la parte real igual a cero:
w =+/10/8 =1.118rad/sg

Y llevando este valor a la parte imaginaria:

10[2.4jw]

G(jw) =
" [2.42w2 +1 —O.SWZ)Z}

=3.72

w=1.118

Con lo que el diagrama polar queda de la forma mostrada en la siguiente figura.

Diagrama Polar

6 {
4
2
ke
T
£
()]
© 0 +
£
Q
ur
-2
4
-6 i i ~ i
-2 0 2 4 6 8 10
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3. Analisis de la estabilidad del sistema, en lazo cerrado:

Tratando a la funcion descriptiva como una ganancia compleja, se puede llegar a que la
ecuacion caracteristica es de la forma:

14+ N-G(s)=0; luego: G(s) :_El

Esto serian los puntos donde la ecuacion caracteristica se anula, el denominador se hace
cero, y la funciéon de transferencia de lazo cerrado tiende a infinito (Sistema Inestable).
Recordar que en los sistemas lineales esto era en el punto -1.

Entonces, lo primero es calcular la zona que haré inestable al sistema (-1/N):

Suponiendo que se varia la amplitud de la entrada entre Ov y 2v, las siguientes tablas
muestran los valores de N y 1/N para cada uno de los valores de la amplitud X, considerando
diferentes valores de la histéresis de la no linealidad.

En concreto se presentan los valores correspondientes para la no linealidad sin histéresis
(h=0), y para histéresis de valor 0.2 y 0.4. Considerando M=1, el célculo de los valores de N
de esta tabla se obtienen mediante la siguiente expresion:

N= 4 2 —arcsen(h/X)= icos —arcsen h + jisen —arcsen h
X X X

X X
Para h=0:
X N -1/N
0 - -
0.2 6.3662 -0.1571
0.4 3.1831 -0.3142
0.6 2.1221 -0.4712
0.8 1.5915 -0.6283
1 1.2732 -0.7854
1.2 1.0610 -0.9425
1.4 0.9095 -1.0996
1.6 0.7958 -1.2566
1.8 0.7074 -1.4137
2 0.6366 -1.5708
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Para h=0.2:

Para h=0.4:

N

-1/N

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.4

1.6

1.8

0.0000 - 6.36621
2.7566 - 1.59151
2.0007 - 0.70741
1.5410 - 0.39791
1.2475 - 0.25461
1.0462 - 0.17681
0.9001 - 0.12991
0.7895 - 0.09951
0.7030 - 0.07861

0.6334 - 0.06371

0.0000 - 0.15711

-0.2721 - 0.15711

-0.4443 - 0.15711

-0.6084 - 0.15711

-0.7695 - 0.15711

-0.9293 - 0.15711

-1.0883 - 0.15711

-1.2468 - 0.15711

-1.4050 - 0.15711

-1.5629 - 0.15711

N

-1/N

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.4

1.6

1.8

0.0000 - 1.70581
0.0000 - 3.18311
1.5817 - 1.41471
1.3783 - 0.79581
1.1669 - 0.50931
1.0004 - 0.35371
0.8715 - 0.25981
0.7705 - 0.19891
0.6897 - 0.1572i

0.6238 - 0.12731

0.0000 - 0.31421

0.0000 - 0.31421

-0.3512 - 0.31421

-0.5441 - 0.31421

-0.7198 - 0.31421

-0.8886 - 0.31421

-1.0537 - 0.31421

-1.2167 - 0.31421

-1.3784 - 0.31421

-1.5391 - 0.31421
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Imag
A
X =0
= »Real
=X h=0.2 | 0.157
h=0.4

- -0.314
Lugar de -1/N para diferentes valores de h.

En la siguiente figura se representa G(jw) y 1/N para localizar los ciclos limite:

0.5

X=2 X=1.8 X=1.6 X=14 X=12 X=1 X=08 XO.J%%X
0 + + + + + + + + + }
w=6-

Ww=5.96

+

+
+
+
+
+

+

-0.5
. w=2.74
-1.5
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

4. Pruebas y simulaciones

El sistema sin la no linealidad:
El esquema mostrado en la siguiente figura se ha utilizado para ver la respuesta del sistema

ante un escalon de entrada de amplitud 1 y amplitud 3 cuando éste no contiene no
linealidades.
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Senial de entrada Sefial de error
ST Sefial de salida
G(s)
A /l
" 5 T (0.4s +1)(2s +1)

La siguientes figuras muestra la evolucion de la sefial de entrada (linea de puntos), sefal de
salida (linea continua) y sefal de error (linea discontinua).

Para la entrada de amplitud 1:

I
\ N

0.8\
0.6 ‘/
04—

/ \
0.2 \
0 N /

\
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

-0.2

Para la entrada de amplitud 3:
3.

AN

A

2.5 \ /
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Se puede observar de las respuestas obtenidas que las caracteristicas dinamicas del sistema
lineal (tiempo de subida, tiempo de pico, madximo sobreimpulso, etc.) no varian con la

amplitud de la sefial de entrada.

El sistema con la no linealidad y sin histéresis
Se ha utilizado el siguiente esquema para ver la respuesta del sistema a un escalon de
entrada de amplitud 1 y amplitud 3 cuando contiene una no-linealidad del tipo todo-nada sin

histéresis (h=0).
Senial de error
Senal de salida

Senal de actuacion

G(s)

Senal de entrada

10

l}O—L G(S) =
, (0.4s +1)(2s +1)

La siguientes figuras muestra la evolucion de la sefial de entrada (linea de puntos), sefal de
salida (linea continua), sefnal de error (linea discontinua) y sefal de actuacion (linea continua

fina).
Para la entrada de amplitud 1:
1.5
1
\
\
\
0.5
\
\
\ ps
0 Nk
\ -
N/
-0.
1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
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Para la entrada de amplitud 3:

3.5

; LN

Y| E—
v/
2
N/
15 )

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Se puede observar en este caso que:

- Las caracteristicas dindmicas del sistema no lineal (tiempo de subida, tiempo de pico,
Maximo sobreimpulso, etc) si varian con la amplitud de la sefial de entrada.

- El sistema no lineal, en este caso disminuye el error (debido a la no histéresis).

- El sistema no lineal presenta unas grandes sefiales de actuacién sobre la planta, aun
cuando el error es pequefio.

- El sistema no lineal también es estable.

El sistema con la no linealidad vy con histéresis de valor 0.2

La siguiente figura muestra la evolucion de la sefial de entrada (linea de puntos), sefial de
salida (linea continua), sefnal de error (linea discontinua) y sefal de actuacion (linea continua
fina).

1.5
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La amplitud ha sido de 1v, pero no es demasiado importante.
Se produce un ciclo limite con las siguientes caracteristicas:

Frecuencia = w = 5.8 rad/sg.
Amplitud = A=042v.

Observar que esto puede obtenerse de la funcion descriptiva.

El sistema con la no linealidad vy con histéresis de valor 0.4

La siguiente figura muestra la evolucion de la sefial de entrada (linea de puntos), sefial de
salida (linea continua), sefal de error (linea discontinua) y sefal de actuacion (linea continua
fina).

2

1.5

0.5 b

La amplitud ha sido de 1v.
Se produce un ciclo limite con las siguientes caracteristicas:

Frecuencia = w = 4.4 rad/sg.
Amplitud = A=0.67v.

Observar que esto puede obtenerse de la funcion descriptiva.
Tanto de las simulaciones como del diagrama polar se puede observar que:

El sistema, debido a que la funcion descriptiva corta al diagrama polar, presenta una
oscilacion mantenida, o un ciclo limite. Este es estable ya que, si una perturbacion nos lleva
desde el punto A al punto B, este, al no estar rodeado por el diagrama polar es estable, y hace
que disminuya la oscilacion y por lo tanto la amplitud de la oscilacion. Entonces, la senal a la
entrada del elemento no lineal disminuye y vuelve al punto A.

Si, por el contrario, una perturbacion lleva al sistema al punto C, al estar rodeado por el
diagrama polar de la planta, hard al sistema inestable, haciendo que aumenten las
oscilaciones, creciendo el valor de entrada al elemento no lineal (X) y llevando al sistema al
punto A de nuevo.
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Imag
A

X
= »Real
oo<=X

X
00<= °

B A C

Lugar de -1/N para diferentes valores de h.

EJERCICIO 6.9.

En la siguiente figura se puede observar un sistema de control en el que aparece un
elemento no lineal del tipo todo nada, con histéresis.

A
R(S) 0.5 % (S)
(O |y G()
: 0.4 0.8
G(s) = 4000(s + 3)
(s+2)(s+4)(s+10)

1. Representar la salida del elemento no lineal si se le somete a una entrada senoidal de 1
voltio de amplitud y frecuencia 1 rad/s.

Calcular la funcién descriptiva del elemento no lineal.

Dibujar el diagrama polar de la funcion de transferencia G(s).

Analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Respuesta del sistema ante entradas escalon de 0.6 y 1.2 voltios de amplitud.

bl

1. Respuesta del elemento no lineal ante la entrada senoidal.

Hasta que la entrada no alcanza el valor de amplitud +0.8 v. la salida es cero, a partir de
este punto (wt), la salida es constante y vale 0.5 (respuesta en saturacion), sigue aumentando
la entrada, pasa por su valor de amplitud maxima y empieza descender hasta llegar de nuevo
al punto de amplitud +0.4 en (ot2), en el que la respuesta vuelve a valer 0 v., sigue
aumentando el tiempo y en 2n + ot,, se alcanza de nuevo el valor 0.8 v. de amplitud, instante
en el cual la respuesta vale +0.5 (respuesta en saturacion), continua aumentando el tiempo y
en 2w —ot,, la respuesta vuelve a valer 0 v. ya que la amplitud de la sefial de entrada tom¢ el
valor +0.4 y asi sucesivamente.
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X=1 _—x(t)=sen't

0.8
0.8 =Xsenot;, = ot, = arcsen ~

0.4
ot, = T—arcsen —
X
2. Laseal de salida y(t) puede expresarse por una serie de Fourier:

y(t)=A,+ Z(An cosnomt + B, sennmt)

n=1

dado que la senal y(t) no es una funcién impar [y(t) # - y(-t)], los coeficientes A, no son
nulos. Por tanto, el desarrollo en serie de Fourier tendra términos en seno y coseno. Como no
es simétrica, presentara un nivel de continua (Ao # 0):

1 oty

27
M M 0.5 0.4 0.8
A, = t) d(ot)=— | d(ot)=— (wt, —ot,)=——| T —arcsen — — arc sen —
{y()()znjmm(z D ( - X]

0 % 27
ot

1 0.4 0.8
A, =—| m—arcsen— —arcsen—
4n X X

limitando el desarrollo en serie a la componente armonica fundamental, queda:

1 21 M mtz M
A =— Jy(t)-coscot d(ot) =— Icoswt d(wt) = —[sen ot, —sen ot |=
T n T

ot

M ( 0.4} ( 0.8)
=—|sen| T —arcsen— |—sen| arcsen — | | =
T X X
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M 0.4 0.4 0.8
= —| sen mcos| arcsen — | — sen| arcsen — [COST — — | =
T X X X

M [ 04 08] 0.5 [ 0.4} 0.2 1
Ay=—0+t———|=—| - — |=——=———
T X X ]| = X X StX

1F M ‘¢ M
B, =— Jy(t)-senmtd(mt)z— jsencot d(cot):—[— cos ot , +cosoot1]:
T T T

ot

M 0.8 04
=—|cos| arcsen— |—cos| m—arcsen— || =
T X
M 0.8 04 04
=—| cos| arcsen— |—cosT-cos| arcsen— |+senT-sen| arcsen— | |=
T X X X

0.5 0.8 04 1 0.8 0.4
=——| cos| arcsen— |+ cos| arcsen— | |=— | cos| arcsen— |+ cos| arcsen —
o X X 271 X X

Luego el médulo del primer armonico vendra dado por:

Y, =/A] + B}

y el argumento, por:

®, =arc tg—-
arc
: gB1

sustituyendo en ambas expresiones los valores de A1 y B hallados anteriormente, tendremos:

2
1\ |1 0.8 0.4
Yl = _— + 44— | COS| arcsen — |+ CcOS| arcsen — =
SnX 271 X X
2

1 1 1 0.8 0.4

= — + —| COS| arcsen — |+ COS| arc sen —
n\25X2% 4 X X

-l
O, =arctg X

1 0.8 0.4
cos| arcsen — |+ cos| arcsen ——
27 X X

-2

0.8 04
5X| cos| arcsen— |+ cos| arcsen—
X X

=arc tg
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y la funcion descriptiva para el elemento no lineal es:

N:%gq

Sustituyendo, obtenemos:

1 11 0.8 ( 0.4) 2
N = — + —| COS| arcsen — |+ COS| arc sen —
nX\25x% 4 X X

Zarctg

-2
5X| cos| arcsen % + cos| arc sen 04)
X X

Sistema de tipo 0.

4000 (jo +3)
(jo+2)(jo+4)(jo +10)

3. Trazado del lugar G(jo) =

4000-3 12000
G 1 = =

w0=0+]19091=3 15" "50

arg G(jo) =-90 - tipo=0°

=150

. 1
+ |G(_](x))|=£=0
arg G(j®) = =90 - (p —z) = —90° -2 = —180°

Existen dos posibles soluciones dependiendo si corta al eje imaginario en la parte negativa
(1) o si lo corta en la positiva (2), segiin se puede observar en la figura:

Im

» Re

(1)

Suponiendo, por ejemplo, que el corte se produce en la zona negativa. Se tiene que
verificar:

arg G(jm) = -90°

arct 9—arct 9—arct 9—arct 2——90"
g3 g2 g4 glO

- J
H_/ ~"

A B
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tomando tangentes en ambos miembros:

tgA—tgB

tg(A-B)=———""—=1tg(-90° )=
g( ) I+tgA-tgB e )
luego
I+tgA-tgB=0=1+tg arctgg—arctg9 -tg arctg9+arctg2 =0
3 2 4 10
0o 0 0 o
3 2 4 10 ~ 140
143 %.4 120:oz>1+ —— =0 = 240+340’ —0' =0
1+0)7 o 240+ 340" —o
6 40

Resolviendo la ecuacion, obtenemos como una posible soluciéon ® = 5.33 rad/seg, y como
estamos en el camino (1) de 0" a ", este camino sera el valido.

El corte con el eje imaginario en esta frecuencia sera en:

4000 |5.33j+3| 24465.1262

- = =56.91
15.33j+2]|5.33j+4][5.33j+10| 5.6929-6.664-11.3318

| G(jo) |0):5.33

Con estos datos ya se puede dibujar el lugar G(jo).

Diagrama Polar

100
/‘—%\
o 50
]
C
ks))
(0]
E 0
()
in
-50
\\\—é/
-100
-50 0 50 100 150

Eje Real

4. La funcion de transferencia en lazo cerrado del sistema sera:

C(jo) _ N-G(jo)
R(jo) 1+N-G(jo)
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y la ecuacion caracteristica:

1+N-G(jw)=0y G(jw)=—§

Si se satisface esta Gltima ecuacion el sistema presentara oscilaciones mantenidas o ciclos
limites. Para ello se construye la siguiente tabla dando valores a la amplitud de la entrada
senoidal, partiendo de la funcion descriptiva:

X

N

-1/N

0.8

0.81

0.82

0.83

0.84

0.85

0.86

0.87

0.88

0.89

0.90

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2.0

0.1723 - 0.09951
0.2016 - 0.09701
0.2120 - 0.09471
0.2191 - 0.09241
0.2244 - 0.09021
0.2285 - 0.08811
0.2317 - 0.08611
0.2343 - 0.08411
0.2364 - 0.08221
0.2381 - 0.08041
0.2394 - 0.07861
0.2414 - 0.06371
0.2341 - 0.05261
0.2239 - 0.04421
0.2130 - 0.03771
0.2022 - 0.03251
0.1920 - 0.02831
0.1825 - 0.02491
0.1736 - 0.02201
0.1654 - 0.01961
0.1579 - 0.01761

0.1509 - 0.01591

-4.3531 -2.51331

-4.0269 - 1.93781
-3.9322 - 1.75581
-3.8748 - 1.63431
-3.8364 - 1.54261
-3.8100 - 1.46931
-3.7920 — 1.40851
-3.7802 - 1.35671
-3.7733 - 1.31191
-3.7702 - 1.27261
-3.7704 - 1.23771
-3.8737-1.02171
-4.0665 - 0.91401
-4.2987 - 0.84881
-4.5527 - 0.80521
-4.8204 - 0.77421
-5.0973 - 0.75111
-5.3808 - 0.73341
-5.6691 - 0.71941
-5.9613 - 0.70811
-6.2564 - 0.69891

-6.5538 - 0.69121
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Analisis de la estabilidad del sistema: la posicion relativa del diagrama YN y del diagrama
polar de G(jo) proporciona la informacion sobre la estabilidad. El criterio de estabilidad, es
que si el lugar —!/N no esta rodeado por el diagrama de G(jw), entonces el sistema es estable,
o bien no hay ciclo limite en estado estacionario. Por otro lado, si el lugar —'/x esta rodeado
por el de G(jw), entonces el sistema es inestable y la salida del sistema, cuando esta sometido
a cualquier perturbacion, aumenta hasta que se produce la ruptura. Si el lugar N y el de
G(jo) se cortan, el sistema puede presentar una oscilacion mantenida, o ciclo limite.

La siguiente figura muestra la representacion conjunta del lugar G(jo) y N

0

Si existe ciclo limite, porque se verifica en al menos un punto que:

1
G(jo) = ——
(o) =-3
y esto ocurre para:
w=29m9f

X=0.82

Los valores de o y de X son aproximados. La precision del estudio depende de cémo sea el
corte de ambos lugares: si se cortan perpendicularmente, el estudio serd mas preciso que si no
lo hacen perpendicularmente.

Ya que en este caso el corte se puede asemejar mds a una tangencia entre ambos
lugares, diremos que el estudio no es muy preciso.
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5. Para la entrada escalon de amplitud 0.6 v.

La salida sera nula ya que la tensién de entrada no es lo suficientemente grande para
superar la histéresis del elemento no lineal:

A
X=0.6 Entrada

0 volt. Salida

>

Si la entrada es ahora un escalon de amplitud 1.2 v. No envuelve: Estable.

La amplitud de la entrada ( X = 1.2 ) senoidal al elemento no lineal decrece y el punto
de funcionamiento es el punto de oscilacion automantenida o ciclo limite.

La siguientes figuras muestra la evolucion de la sefial de entrada (linea de puntos), sefal de
salida (linea continua), senal de error (linea discontinua) y sefal de actuacion (linea continua
fina).

5

o\

N\ N\
- <~ . \.Q
z,, e e e
0 ’ Re e il
1 , ! 7 1 7 1 7
1 ’ ! / 1 / \ ’
1 ’ ! ’ 1 / 1 !
i 1 ’ 1 / \ 1
-1 ! / 1 ‘ | / !
T i \ 7 ! 7 1 1
! 1 \ ’ l| \l ,I
ll H ! / ! / ! /
-2 L ! ! 1 1 / \ !
1 / L VT VT
1 1 \ oy v \ //
\ 1 \\I \.,I Ny
1\ /
G ] E—
1
\\ ,
.
-4
0 1 2 3 4 5
Tiempo
A x=12 %
> w = /\
- X=0.8

IVANARAR
JRVAVE:

g \/
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EJERCICIO 6.10.

Un relé tiene la zona muerta que se indica en la figura:

A

y (salida)

-/ +9, x (entrada)
-M

1. Representar la respuesta de dicho rel¢ ante una entrada senoidal, x(t)= Xsenot

comentando la gréfica.

2. Hallar la funcién descriptiva N, del elemento no lineal.

3. En la figura se muestra el diagrama de bloques del sistema de control no lineal. Haciendo
M=1 y d = 1, en el relé; determinar la amplitud, frecuencia y estabilidad de la posible
oscilacion mantenida.

R(s) E(s) 10 C(s)
Relé G(s)=—5
+ s(s+1)

A
\4

\4

A

1. Respuesta del elemento no lineal ante la entrada senoidal:

Hasta que la entrada no alcanza el valor de amplitud +/> v. la salida es cero, a partir de
este punto (t1), la salida es constante y vale 1 (respuesta en saturacion), sigue aumentando la
entrada, pasa por su valor de amplitud méxima y empieza descender hasta llegar de nuevo al

punto de amplitud +45 en % —t, en el que la respuesta vuelve a valer 0 v., sigue
aumentando el tiempo y en % +1t,, se alcanza el valor -9, de amplitud, instante en el cual la

respuesta vale —1 (respuesta en saturacion), continila aumentando el tiempo y en % -t

1’ la
respuesta vuelve a valer 0 v. ya que la amplitud de la sefial de entrada tom¢ el valor -9/ de
nuevo. Sigue aumentando el tiempo hasta llegar a %T+ t instante en el cual la respuesta

pasa de ser 0 v. a 1 (respuesta en saturacion), volviéndose a repetir el ciclo.

La salida esta dada por:

0 para 0<t<t,

y(t)= <1 para t) <t<Z—t,
0 para Lt <t<t

() (O]
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x(t)=Xsen ot
e N XD Xsen /‘\\
y (1)
d
T i I
()]
0
. S S F S — i
e N
2 2
h Ty, Ly 2Ty, 2L
()] Q)] ()] ()]

2. Esta senal de salida y(t) puede expresarse por una serie de Fourier:

y(t)=A, + Z:(An cosnot + B, sennmt)

n=1

Dado que la senal y(t) es una funciéon impar [y(t) = - y(-t)], los términos A, son nulos. Por
tanto, el desarrollo en serie de Fourier solo tendra términos en seno:

y(t) = ZBn sen not

n=1

y limitando el desarrollo en serie a la componente armoénica fundamental, queda:

y(t) = B, sen ot

y como:

2n
B, = 1 '[y(t) -senwtd(wt) =
To

g 403 4AM 4M
=iJ‘02 y(t) -sen ot d((,l)t) = _J.z M - sen ot d((,l)t) = —|:— COSE + Cos (’Otl :| =—CO0S O)t]
T T YOt T 2

%

como.: sen Q)t] = 1<
X

sustituyendo se tiene:

T

luego:

hos

X

;

4\ 2
y(t) = M 1- (éj sen ot
T X

T
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y la funcion descriptiva para el elemento no lineal de si / no con zona muerta es:

2
NoM (4
nX 2X

Sélo es funcion de la amplitud de la entrada X.

3. Haciendo d = 1, se tiene la funcidn descriptiva del elemento no lineal:

4 1Y
N=—[1-| —
X 2X
La funcidn de transferencia en lazo cerrado del sistema sera:

C(jw) _ N-G(jo)
R(jo) 1+N-G(jo)’

y la ecuacion caracteristica:

1+N-G(jo)=0 y G(joa):—%

Si se satisface esta Gltima ecuacion el sistema presentara oscilaciones mantenidas o ciclos
limites.

1
Trazado del lugar G(jo) = —— -
jo(l+ jo)
. 10

00" IG(J(D)|=F=OO

arg G(jo) =-90 - tipo =—-90°

. 10

o= oot |G(J®)|=;=0

arg G(jo)=-90-(p—-2)=-90° -3=-270°
Corte con el eje real:
arg G(jo) =-180°

arg 10 — arg jo — arg (1+jo)* = —180",

—g—2arctg?:—180° = arctgm=45" = o=1my

A esta frecuencia se produce el corte con el eje real, que sera:

10 10 10

olaf faf 2

| G(j('o)|w:1 = 5
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Con estos datos ya se puede dibujar el lugar G(jo).

Diagrama polar

Eje Imaginario

-20 -15 -10 -5 0
Eje Real

Se halla ahora el lugar —%, para ello se construye la siguiente tabla dando valores a la

amplitud de la entrada senoidal, partiendo de la funcion descriptiva:

X N 1

N

0.50 0 -00
0.52 0.6725 -1.4869
0.53 0.7968 -1.2551
0.55 0.9644 -1.0369
0.56 1.0239 -0.9766
0.58 1.1125 -0.8989
0.70 1.2730 -0.7856
0.71 1.2732 -0.7854
0.715 1.2729 -0.7856
0.75 1.2654 -0.7903
0.72 1.2724 -0.7859
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0.73 1.2708 -0.7869
0.8 1.2424 -0.8049
0.9 1.1763 -0.8501
2 0.6164 -1.6223
100 0.0127 -78.5408
1000 0.0013 -785.3983
+00 0 -00

En la siguiente figura se representan conjuntamente los lugares G (jo) y —1/N.

Lugares G(jo) y -1/N

2
0 ® = oo"
-1/N © — lrad/se,q
-2
0 /
S
E /
D 6 /
g /
]
o -8 /
-10
/ o)
-12 /
=0
4} .
-15 -10 -5 0
Eje Real

Puede verse que ambos lugares se cortan en el punto de frecuencia ® = 1 rad/seg para el
lugar de G(jo) y con valor de amplitud X en el lugar de —1/N, dada por:

—5:—i = N=02
N
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1

0.0025n°X? =1 - —
4X

0.01x°X* —4X? +1=0

_ [6.3464
~10.5016

Luego existen dos puntos de interseccion del lugar G(jo) con el lugar de —1/N para los
valores de la amplitud: X = 6.3464 y X=0.5016.

Es decir, existen dos puntos de ciclo limite siendo la frecuencia de ambos 1 rad/s.

Para valores de X tal que 0.5016<X<6.3463 el sistema es inestable. Esto puede verse en
que al recorrer G(jm) en el sentido de » crecientes, el lugar de puntos criticos —1/N queda a la
derecha, es decir G (jo) envuelve a —1/N.

Para valores de X tal que 6.3464<X<0.5016 el sistema es estable. Esto puede verse en que al

recorrer G(jo) en el sentido de o crecientes, el lugar de puntos criticos —1/N queda a la
izquierda, es decir G (jo) no envuelve a —1/N.

EJERCICIO 6.11.

Un sistema de control con realimentacion unitaria tiene como funcion de transferencia de
la parte lineal:
80 (s +0.25)

6 = s? (s+4)*

siendo la alinealidad un dispositivo de dos posiciones, entre —1 y +1, con una zona muerta
entre 0y 0.5.
Obtener:

1. La funcion descriptiva de la parte no lineal, y su representacion.
La representacion polar de la parte lineal.

El estudio de los posibles ciclos limites.

Eal

De existir ciclo limite: ;qué haria para evitarlo?

1. A partir del enunciado, se obtiene la curva caracteristica entrada/salida del elemento no
lineal:
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A
Salida
1
0
>
0.5 Entrada
eeeee—— 1

Se comienza hallando la respuesta del elemento no lineal ante la entrada senoidal:
x(t) = X sen ot
Hasta que la entrada no alcanza el valor de amplitud +0.5 v. la salida es cero, a partir de
este punto (mt1), la salida es constante y vale 1 (respuesta en saturacion), sigue aumentando la
entrada, pasa por su valor de amplitud méxima y empieza descender hasta llegar de nuevo al
punto de amplitud +0.5 en (m - ®ti), en el que la respuesta vuelve a valer 0 v., sigue
aumentando el tiempo y en T, se alcanza el valor 0 v., instante en el cual la respuesta vale -1

(respuesta en saturacion), continia aumentando el tiempo y en 27, la respuesta vuelve a valer
0 v. Continuando este valor hasta 21 + mt; y asi sucesivamente.

0.5 = X'sen ot

0.5 1
oty = arc sen Y =arc sen ——

ot, = T—ot, = Tt—arcsen —
2X
La senal de salida y(t) puede expresarse por una serie de Fourier:

y(t)=A, + Z:(An cosnot + B, sen nowt)

n=1

Dado que la senal y(t) no es una funcién impar [y(t) # - y(-t)], los coeficientes A, no son
nulos. Por tanto, el desarrollo en serie de Fourier tendra términos en seno y coseno.

Como no es simétrica, presentard un nivel de continua (Ao # 0):

Pagina 328



Analisis de Sistemas No Lineales

y(t) /

0.5

I |

1 27 1 ot, 1 2n 1
Ag =5 gy(t) d(mt)=% j d(c"t)‘g id(mt):E(mtz —ot; —2n+71) =

ot,

1 0.5 0.5 1 1
=—| m—arcsen— —arcsen— — T | = ——arcsen —
27 X X T X

Limitando el desarrollo en serie a las componentes armonicas fundamentales, queda:
271: (th 27[

Ay = ! fy(t)~cos ot d(wt) =l jcos ot d(wt) 1 jcos ot d(ot) =
Ty T T

ot, i

_1 [sencot2 —sencotl]—l [sen21t—sen7t]=l [sen(ﬂ:—(otl)—senootl]—0=
n T T

1
= —[senm cosmt; —cosmsenmt; —senwt; | = sen ot; —sen ot =0
T
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| 21 1 ot, 1 2n
B =— Iy(t)-sen otd(ot) =— Isen ot d(ot) —— jsen ot d(wt)
™y i I

ot, T

=l —COS Wty + Ccos mt ——l — oS 2+ cos 7| =
T T

1 2 2 1
=—;[cos oty —cos wt1]+;=;—;[cos oty —cos wtl]

Pero se tiene que:
1
sen ot] = —
2X
senz(otl + cos? ot =1

b
42

1
cos t, =cos (m—mt;) =cos T cos ot, +sen © sen ot, = —cos ot, =—_[1-
| 4x?

que sustituyéndolos en B1, tendremos:

B =2-1_ i 12— - 12 2t i- 12
L 4X 4X2 | m 4X

cosot] = [1-

Luego:
y(t) = Y] sen (ot + )
siendo:
Y, =A? +B} =B,
Ay
—arctg— =0
¢ g B,
quedando:

2 1
t)y=—|1+ [1- sen mt
y(® n[ \/ 4X2]

Y la Funcion Descriptiva N sera:

N:i I+ [1- 1
X 4X?
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2. Diagrama Polar de la parte lineal. Pasamos al dominio de la frecuencia: s — jo

. 80(jo+0.25
G(jo) = 2O +0.29)
(jo)* (jo+4)
Es un sistema tipo 2.
: 80-0.25
Go)=——-—=»
Glio) ==~
w=0"
arg G(jo) = -90° - tipo = —180°
IG(jo)| =0
o=o0w"

arg G(jo) =-90° (n°polos —n°ceros) = —90° (4—-1) = -270°

Corte con el eje Real:

arg G(jo) = —180° = arg 80 +arg (jo+ 0.25) —arg (jo)* —arg (jo+4)*

2
0° +arc tgdw—180° —(arc tg%) =-180°

arc tg4m — (arc tg 9) =arc tg @
4 4

Tomando tangentes en ambos miembros, y teniendo en cuenta que:

tg(A—B)= tgA—-tgB
I+tgA-tgB
se tiene que,
40-2
4 _o
1+do -2 4

operando:
Of = V14 rad/ seg

y sustituyendo este valor de la frecuencia de cruce de fase en la ecuacion del médulo:
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G(jo) _|80\/14+O.252|_ 300 10
! oo~ 14-(14+16) | 14:30 14

=0.7142

Corte con la circunferencia unidad:

60—y =

operando resulta:
o +320° + 2560% - 640002 —400=0

y resolviendo:
o=, =3.1192 rad/seg

Con estos datos ya se puede representar el Diagrama Polar:

Diagrama Polar de G(jw)

0.5
[0 Y| I N S S S i
[0 c. TR S N N S ]
° (O, Dl s ]
S
c
(=)
©
£
@
wr

3. Los ciclos limites se producen en la interseccion del Diagrama Polar de G(jo) con el lugar
geométrico (-1/N), es decir, se cumplird que:

co:(')+

-

Eje Real

G (jo) = -

N(X)
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A partir de la Funcidon Descriptiva y dando valores a la Amplitud X, obtenemos la
siguiente tabla.

X N “1/N(X)

0,5 1,2732 -0,7854

0,55 1,6397 -0,6099

0,56 1,6488 -0,6065

0,57 1,6531 -0,6049

0,58 1,6539 -0,6046

0,585 1,6532 -0,6049

0,6 1,6475 -0,6070

0,7 1,5459 -0,6469

0,8 1,4170 -0,7057

1 1,1879 -0,8418

1,5 0,8246 -1,2128

5 0,2540 -3,9369

10 0,1272 -7,8589

50 0,0255 | -39,2709

100 0,0127 -78,5403

1000 0,0013 | -785,3982

10000 0,0001 | -8418,2728
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Representando estos valores sobre el Diagrama Polar, obtenemos:

G(jo) y —1/N(X)

0.5
04_ ....................................... e S ST SO OO -

Eje Imaginario

2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Eje Real

Como hay interseccion entre los lugares G(jo) y —1/N(X), el sistema puede tener a su
salida una oscilacion mantenida o ciclo limite. Los posibles puntos de oscilacion mantenida
sonel Ay elB.

Se calcula la amplitud en el punto A. Sabemos que en dicho punto:

S

N(X)
N=14

Llevando este valor a la ecuacion de la Funcion descriptiva, tendremos:

ld=—2|1s o1
n X 4x?

Operando:
1936 X* -17.6 X3 +1=0
Resolviendo:
XA =0.5028
Xg =0.81295

Pagina 334



Analisis de Sistemas No Lineales

La amplitud del punto A es Xa = 0.5028 y su frecuencia de oscilacion es or. Si el sistema
funciona inicialmente en el punto A, y una pequefla perturbacion hace que aumente la
amplitud de la oscilacion, el nuevo punto de funcionamiento queda rodeado con el diagrama
Polar, siendo inestable el sistema y tendiendo a aumentar la amplitud, desplazando el punto de
funcionamiento hasta el punto B. Si la perturbacion es tal que tiende a disminuir la amplitud
de la oscilacion, el lugar G(jo) ya no rodea al nuevo punto, y la amplitud decrecera
desplazando el punto de funcionamiento hacia la izquierda. Luego el punto A corresponde a
un ciclo limite inestable.

Supongamos que ahora el sistema esta funcionando inicialmente en el punto B, al que le
corresponde una amplitud de Xg = 0.81295 y una frecuencia de oscilacion or. Una
perturbacion exterior hace que disminuya la amplitud, entonces G(jo) rodea al punto y el
sistema se hace inestable, aumentando la amplitud y volviendo al punto B. En el caso de que
la perturbacion hiciese aumentar la amplitud de la oscilacion, el lugar G(jo) no rodea al punto
luego el sistema es estable y si cesase la perturbacion el funcionamiento volveria al punto B.
Luego el punto B corresponde a un ciclo limite estable.

4. Para eliminar el ciclo limite seria suficiente con disminuir la Ganancia del sistema lineal
para que no se produzca interseccion de ambos lugares. Es decir que el médulo de G(jw)
para ® = or valga:

| K G(jo) |, =0.6046

Luego:
I e B
Despejando:
K= % = 0.84644
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EJERCICIO 6.11.

Para el sistema mostrado en la figura representar la trayectoria del error en el plano de fase

para la respuesta del sistema ante entrada escalon unitario.

R(s) E(s)

Y(s)

—()—— G6)

1
s(s+1)

G(s) =

Ys) 11
EGs) s(s+1) §2 4

(s> +5)Y(s) = E(s)
Y(s) = R(s) - E(s)
(s +$)(R(s) ~ E(s)) = E(s)
(s> +9)R(s) = (s* +s+ DE(s)
r+r=¢+¢é+e¢

Si la entrada es un escalon unitario entonces:

r=1
r=0
r=0
Con lo que la ecuacion quedara:
e+e+e=0

Para dibujar la trayectoria se buscan los puntos singulares en los que € =¢=0:

Se cumple para e = 0. Luego el punto singular estable serd el (e,&) = (0,0)

Se va a aplicar el método grafico de las isoclinas para representar las trayectorias.

Variables de estado empleadas:
X1 =¢
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Xy = ﬁ =
dt
Como:
dx,
dt _dxp _de
dx;  dx;  de
dt
y
dXZ
dt ¢
dx; ¢
dt
entonces uniendo ambas expresiones:
de_i
de ¢

expresion que representa la pendiente de la trayectoria e frente a €.
Si se obtienen las ecuaciones para las que dicha pendiente tiene un valor constante:

e_¢_N
de ¢

se obtendran las isoclinas, a partir de las cuales se puede obtener el campo de direcciones de
las trayectorias.

—é—e=N¢
-(1+N)e=e

Luego las isoclinas seran de la forma:
. 1
e=-— e
1+N

donde puede verse que son rectas que pasan por el origen y tienen pendiente —

1+ N

A continuacion se va a ir dando valores a la pendiente N para ir representando las diferentes
isoclinas.
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Arctg(N
N retg(N) Pendiente - arctg(— Lj
I+N 1+N
-4.5 -77.5° 0.2857 15.9°
-2 -63.4° 1 45°
-1.3 -52.4° 3.3333 73.3°
-1 -45° — o0 -90°
-0.7 -35.0° -3.3333 -73.3°
-0.5 -26.6° -2 -63.4°
-0.3 -16.7° -1.4286 -55.0°
-0.1 -5.7° -1.1111 -48.0°
0.1 5.7° -0.9091 -42.3°
0.4 21.8° -0.7143 -35.5°
0.9 42.0° -0.5263 -27.8°
1.5 56.3° -0.4 -21.8°
3 71.6° -0.25 -14.0°
10 84.3° -0.0909 -5.2°
Y su representacion partiendo de las condiciones iniciales: e=1 ¢=0
1 T3
\ -2
0.5 \\
-4.5
s /
\
0
|10
/ 3
1.5
-0.5 9
§§§ 04
-0.1
-0.3
-1 = -\;
-0.7
1.5
-1 -0.5 0.5 1 1.5
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EJERCICIO 6.12

Para el sistema mostrado en la figura representar la trayectoria del error en el plano de fase
para la respuesta del sistema ante entrada escalon unitario sabiendo que el umbral del

elemento no lineal es 0.2.

G(s)

R(iOE(S) 1 I_ M(s) Y(s)

1
G) = s(s+1)

YY) 11
M(s) s(s+1) §2 4

(s% +8)Y(s) = M(s)
j+y=m
La respuesta del elemento no lineal es:

m=-1 si e<-0.2
m=0 si —-02<e<0.2
m=1 st €>0.2

y=r—e
r—-e+r—é=m
r+r=€e+¢eé+m

Si la entrada es un escalon unitario entonces:

r=1

r=0

r=0
e+e+m=0

Con lo que las ecuaciones quedaran:

e+e=1 si e<-0.2
e+e=0 si —-02<e<0.2
e+e=—-1 si €>0.2
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Se trazan a continuacion las isoclinas:

©_g N
de ¢

Se analizara cada tramo de forma independiente:

Si e<-0.2

1-é=Né
(1+N)é =1

. 1
c =
(1+N)

Luego las isoclinas son rectas horizontales

N Arctg(N) Constante
1+ N
-30 -88.1° -0.0345
-8 -82.9° -0.1429
-5 -78.7° -0.2500
-3.5 -74.1° -0.4000
2.5 68.2° 0.2857
4 76.0° 0.2000
10 84.3° 0.0909
Si -02<e<0.2
€=—¢
fo_1=N
€
N Arctg(N)
-1 -45°

Toda trayectoria en esta zona tiene pendiente de — 45°
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Si =02

0.6

0.4

0.2

e=—(1+¢)
c__l+e_
¢ ¢
l+¢é=-N¢
.o -1
c =
1+N
Luego las isoclinas son rectas horizontales
N Arctg(N) Constante —
1+N
0.25 14.0° -0.8000
0.5 26.6° -0.6667
0.9 42.0° -0.5263
1.5 56.3° -0.4000
3 71.6° -0.2500
6 80.5° -0.1429
40 88.6° -0.0244
25 /4 N\
4 / / i
/
|
e N AN
30 ! f 40
o l '
8 \ / 6
| | i
5 \ / 3
\ [
35 \ / 15
3.5 \ 7 15
\ £ 89
/ i
0.5
. N7, o2
-0.5 -02 0 0.2 0.5 1
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EJERCICIO 6.13

Para el sistema de la figura:

R(s) : E(s) Ge) Y(s)

10

G(s) =
(0.4s+1)(2s + 1)

Representar el diagrama del plano de fase del sistema para la variable e.

Y(s) 10 ~ 10
E(s) (0.4s+D1)(2s+1) 0.8s%2 +2.4s+1

(0.8s% +2.45 + )Y (s) = 10E(s)
0.8y +2.4y+y=10e

Como:
e=r—-y y=r-—e¢
entonces:
0.8(r—¢e)+24(r—-¢)+r—e=10e

0.8¢+2.4e+11e=0.8t+2.4r+1

Para entrada escaldn unitario:

Luego:
0.8e+2.4e+1le=1

Para dibujar la trayectoria se buscan los puntos singulares en los que € =¢=0:
Se cumple para ¢ = 11—1 =0.09

Luego el punto singular estable serd el (e,¢) = (0.09,0)

Se va a aplicar el método grafico de las isoclinas para representar las trayectorias.

Variables de estado empleadas:
X1 =¢
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Xm .
X2 :EZC

de & . . .
Como . = — representa la pendiente de la trayectoria e frente a €.
e ¢

Si se obtienen las ecuaciones para las que dicha pendiente tiene un valor constante:

©_f N
de ¢

se obtendran las isoclinas, a partir de las cuales se puede obtener el campo de direcciones de
las trayectorias.

Para el caso considerado:
0.8 =-2.4¢—-11le+1

€_ —2.4e—1.le+1 N
€ 0.8¢

—24¢—-11e+1=0.8¢eN

—1le+1=(0.8N +2.4)é

Con lo que la ecuacion de las isoclinas es:

P —
0.8N+2.4  0.8N+2.4

N Arctg(N) Pendiente _ - Constante . Angglo

0.8N + 2.4 0.8N+2.4 | isoclina
-20 -87.1° 0.8088 -0.0735 39.0°
-10 -84.3° 1.9643 -0.1786 63.0°
-5 -78.7° 6.8750 -0.6250 81.7°
-2 -63.4° -13.7500 1.2500 -85.8°
-1 -45° -6.8750 0.6250 -81.7°
1 45° -3.4375 0.3125 -73.8°
3 71.6° -2.2917 0.2083 -66.4°
10 84.3° -1.0577 0.0962 -46.6°
20 87.1° -0.5978 0.0543 -30.9°
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2.5

: A\

\\ //'5 L

o.; \\ \X =z -20/

0 \\ﬁ |

-0.5 /V X\\ZO

) P / \< \\ ~H1o

AN NN

_2 N A

LN

- -0.8 -06 -04 -02 0 02 04 0.6 0.8 1
EJERCICIO 6.14

En la siguiente figura se puede observar un sistema de control en el que aparece un
elemento no lineal del tipo todo nada, con histéresis.

R(s) E(s)|1 M(s) Y(s)
—() G(s)
T 1
10
&= asn@s )

Representar el diagrama del plano de fase del sistema con la no linealidad con un valor de
histéresis de 0.2.

Y(s) 10 ~ 10
M(s) (0.4s+1)(2s+1) (.8s% +2.4s+1

(0.85% +2.45 + )Y (s) = 10M(s)
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0.8y +2.4y+y=10m
Como:
e=r—-y y=r—e
entonces:
0.8(r—-¢€)+24(r—¢€)+r—e=10m
0.86+24¢+e=0.8t+24r+1r—-10m
Para entrada escaldn unitario:
Luego:
0.8¢+24¢+e=1-10m

El funcionamiento del elemento no lineal es:
Siée>0:

m=-1 si e<0.2

m=1 si €>0.2
Sié<0:

m=1 si e>-0.2

m=-1 si e<0.2

Luego existen cuatro zonas de funcionamiento del sistema:

Sie>0ye<0.2:
0.8¢+2.4¢+e=11

Sie>0ye>0.2:
0.8¢+2.4¢+e=-9

Sie<0ye>-02:
0.8¢+2.4¢+e=-9

Sié<0ye<-02:
0.86+2.4é+e=11

En cada tramo la trayectoria tenderd hacia un punto singular:
Si é>0y e<0.2 tiende hacia el (11,0)
Si ¢>0 y e>0.2 tiende hacia el (-9,0)
Si ¢ <0y e>-0.2 tiende hacia el (-9,0)

Si é<0y e<-0.2 tiende hacia el (11,0)
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Calculo de las isoclinas:

Sie>0yye<02 6 sie<0ye<-0.2 laecuacion es:

luego:

0.8¢+2.4e+e=11

0.8e=-24¢—-e+11

€
(&

:—2.4e—‘e+11 N
0.8¢

—24¢—-e+11=N-0.8¢

~(2.4+0.8N)e=e—11

-1

11

€= e+
24+0.8N 2.4+0.8N

N Arctg(N) Pendiente————— | Constante ———— .Angl.ﬂo
0.8N +2.4 0.8N+2.4 | isoclina
-40 -88.6° 0.0338 -0.3716 1.9°
-15 -86.2° 0.1042 -1.1458 5.9°
-10.5 -84.6° 0.1667 -1.8333 9.5°
-8.5 -83.3° 0.2273 -2.5000 12.8°
-7.5 -82.4° 0.2778 -3.0556 15.5°
1.8 60.9° -0.2604 2.8646 -14.6°
3 71.6° -0.2083 2.2917 -11.8°
5 78.7° -0.1562 1.7188 -8.9°
10 84.3° -0.0962 1.0577 -5.5°
40 88.6° -0.0291 0.3198 -1.7°

Sie>0ye>02 6sie<0ye>-0.2 laecuacion es:

0.8¢+24¢+e=-9

0.8 =—24¢—-e—-9

€
€

0.8¢

_ —246—-e-9 -N

—24¢-e-9=N-0.8¢

~(24+08N)é=¢+9
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&= ~1 e+ -9
2.4+ 0.8N 2.4+ 0.8N

N Arctg(N) Pendiente————— | Constante ————— Angglo
0.8N +2.4 0.8N+2.4 | isoclina
-40 -88.6° 0.0338 0.3041 1.9
-15 -86.2° 0.1042 0.9375 59
-10 -84.3° 0.1786 1.6071 10.1
-8 -82.9° 0.2500 2.2500 14.0
-7 -81.9° 0.3125 2.8125 17.4
0.5 26.6° -0.3571 -3.2143 -19.7
1.3 52.4° -0.2907 -2.6163 -16.2
2.5 68.2° -0.2273 -2.0455 -12.8
5 78.7° -0.1562 -1.4062 -8.9
10 84.3° -0.0962 -0.8654 -5.5
40 88.6° -0.0291 -0.2616 -1.7
4 T r
-7
-8 i
-10 ]
-15
-40 _
] 40
10
/ 5
2.5 1
1.3
0.5
4 . .
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Puede observarse que el sistema no llega a ningiin punto estable sino que presenta un ciclo
limite.
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EJERCICIO 6.15

En la figura se muestra el diagrama de bloques de un sistema de control:

R(s) C(s)
» F(s) —» G(s) >

H(s)=1 |¢——

Se sabe que G(s) (reactor quimico) ante una entrada escalon unitario tiene una respuesta:

3 /

Respuesta
o
w
N

0 1 2 3 4 5
Tiem po (seg.)

Para regular el proceso, se utiliza un regulador F(s) de la forma:

K

Calcular la funcién de transferencia de la Planta y del Regulador.
Obtener graficamente el efecto de la red de compensacion para K = 10.

Se comienza hallando cada uno de los bloques que constituyen el sistema.
F(s): Por la representacion, se trata de una red de avance de fase. Su funcion de
transferencia es:

V. 1+sT
G =2 g 1
V,(s) 1+saT
o R, _ 25 kQ

R, +R, 25+25kQ

siendo:

1
2 b
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y T:RIC:25kQ-10pF:25-103-10-10"QFzO.ZSz%

sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacién anterior, se tiene:

148 4+s
Gl T4 14 18544 s+d
” 1 I 28+s 24s+8 s+8
+s—— —
8
Luego el regulador F(s), sera:
F(s):Ks+4
s+38

G(s): puede verse en la grafica que la respuesta presenta un retardo de valor t¢ = 0.4
segundos. La respuesta tiene un valor final de 0.5 y la podemos aproximar a la un sistema de
1¢" orden ante un escaldn unitario, luego:

63.2% - Vi =0.632-0.5=0.316, y entrando en la grafica con este valor:

A

0.5
0.316

0.4 1.1 tiempo (seg.)

Luego la constante de tiempo del sistema serd: t=1.1-1;,=1.1-0.4=0.7

La funcién de transferencia del sistema de 1°f orden, sera:

, K’ 0.5 0.5 5
l+ts 1+0.7s 10+7s 10+ 7s
10

por lo que la funcion de transferencia de la planta quedara:

5 -0.4s

G(s) =
®) 10+7s

quedando entonces el diagrama de bloques del sistema de control:
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R(s) o4s C(s)
K s+4 S5e >

T s+8 10+ 7s

La funcidn de transferencia del sistema sin compensar, es:

5 -0.4s

G(s) =
®) 10+ 7s

Se halla su respuesta en frecuencia haciendo el cambio: s — jo.

: 5.¢7 040 5e70M0
Glo) = 7jo B joO
10 —+1 —+1
( 10 j 1%

Se obtiene Kgode = 0.5
Frecuencia de corte: '%/5.

A continuacion se incluyen las tablas de pendientes para el trazado de los diagramas de
Bode asintoticos. El término de retardo no afecta al diagrama de amplitud.

DIAGRAMA DE AMPLITUD
Factores que intervienen Intervalo Aportacion (dB) Pendiente (dB/dec)
Kp=0.5 (0.1,'%/7] * 220 * tipo =0
0.5 [1%/7, 100) -20 -20

jo
——+1
10

%

* Aportacion = 20 -[logK g 4. — tipo-log o, | =20 [log 0.5]=-6.0206 dB
DIAGRAMA DE FASE

Ahora se debe tener en cuenta el término de retardo:

/e ® = 573.0.4-0(grados) = 22920 (°)
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Factores que Interva Aportacion Pendiente
intervienen lo ) (°/dec)
0.5 (0.01, - 90° * tipo 0°
1/7] — Oo
0.5 ['/4, - 45° - 45°
100/,]
jo
—— +1
10
%
0.5 [19%77, + 45° 0°
100)

Se calcula el valor de la fase del término de retardo en los puntos mas significativos del
intervalo del diagrama y se suma al valor de fase que tendria el sistema sin el retardo del

sistema:

o =0.01

-04-0.01-573=-0.2292°

-04-0.1-573=-2292°

-04-1/7-573=-3.2743°

-04-04-573=-9.168°

-04-0.8-57.3=-18.336°

o=10/7

-0.4-10/7-57.3=-32.743°

o = 50/7

-0.4-50/7-57.3=-163.7143°

o =100/7

-0.4-100/7 - 57.3 =-327.43°

o =200/7

-0.4-200/7 - 57.3 =- 654.8571°

o =40

-04-40-573=-916.8°

o =80

-0.4-80-573=-1833.6°

Con estos datos, podemos dibujar los diagramas asintéticos de Bode:
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Modulo (dB)

-6.0206 — MG
20 ?g\\\I ®) ni/
- i ~\_4\LD G C
1 \\
-40 i !C(]u | ~——
-60 :
-2 10 2
10 10 1 /7 10 rad/s 10
Fase (Grados)
0 —————— : : :
=52 - e L S B e i T e e Rt
-77.743 - "“"“"“'“““;L“'“““J;"""*;"x‘" it * -";L" B S B
L IREREIIIREEEREI IR YR
B BRI N Zd0e T
417437 """"""'"""i“"""'"*i""' *i""'i*""" .\ ]
-540 : ! : : : : i
0.01 0.1, 04 08 ' 07, 100 rad/s 100

Ahora se introduce la red de avance, quedando la funcién de transferencia en lazo abierto

del nuevo sistema compensado:
10(s+4) 5S¢ 50(s+4)e™*
Gcomp (S) = (S ) : © = (S )e

© (s+8) 10+7s (s+8)(7s+10)

Haciendo el cambio s — j, se tiene:

50.4[ 3P 11 ]e04i0 95 [IQ ] o04je
4 B 4
8[J(D+1)10 o (J“)Hj jo
8 107 8 197

Frecuencias de corte: g, 4, 8

Gcomp (J(D) =

K’Bode = 2.5

El término de retardo no afecta al diagrama de amplitud.

DIAGRAMA DE AMPLITUD
Factores que intervienen Intervalo Aportacion (dB) Pendiente (dB/dec)
Kp=2.5 (0.1,1977] * -20 * tipo=0
2.5 [1977, 4] -20 -20

(%
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- 4,8 +20 0
2.5[“%1) 4. 8]
_\4 )
j—O)Jrl
197
[8 100) - 20 20

2.5({?+1j
(1];3 + lj[J;) + 1)

* Aportacion = 20 - [log K'p, 4. —tipo- log o, ] = 20 - [log 2.5]=7.9588 dB

DIAGRAMA DE FASE:
Factores que intervienen Intervalo Aportacion (°) Pendiente (°/dec)
2.5 (0.1, /7] -90° * tipo = 0°
-90° * 1 =-90°
2.5 [1/7,0.4] - 45° - 45°
1%
i 0.4,0.8 + 45° 0°
2.5 (J(” + 1) [ )
_\4 )
1%
jo [0.8, - 45° - 45°
2.5( 2 + lj 100/,]
Jjo +1 (j(o + lj
19/ g
i 1007740 + 45° 0°
2.5(1“’ + 1} (77, 40]
N
(51
2.5 [40, 80] - 45° - 45°
(%)
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2.5 [80, 100) +45° 0°

Al igual que antes, para dibujar el diagrama de fase, se debe sumar en cada punto la fase
que aporta el retardo.

Estos valores, ya estaban calculados.

A continuacion se representan los diagramas asintoticos de Bode del sistema completo.

Modulo (dB)
-0.9844 : ] ‘*F:\
! : TN -
| i N
1 I 1 N
1 ! 1 \\N
R |
230 | l l
0.01 0.1 1%, 4 810 rads 100
9.3 0 Fase (Grados)
3r rr— ~.‘..; _\1:\ l +4-48.4
o2 b N !
227 : R - - -
: N :
- | | | 1 aii l 2
04| SRl NARALiB -
-540 I l l I N 1
0.01 0.1 '/, 04 08 "% 0,10 "9, rad/s 80
EJERCICIO 6.16
Para el sistema de control dado en la figura:
R(s) Rcs)

—»( —p K. P > >
10s+1 O > s+1

0.5¢

Para T¢=0 y K¢=1 dibujar los diagramas de Bode asintdticos.

La ganancia K. se incrementa hasta que el sistema se hace oscilante a una frecuencia de 3
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rad/min.. Con esta informacion calcular el retardo de transporte Ta.

1
s+1 s+1 s+1
G'(S)Z Sl+1 1 — 5 ==
14— 1 (+D"+1 s +2s+2
s+1s+1
G(s) =K, —2—G'(s) =K, —2——S*1
10s +1 10s+1s? +2s+2
H(s)=0.5
K 1
G()H(s) =K, —— "1 g5= 5+
10s+1s° +2s+2 (10s +1)(s” +2s+2)
o K, (jo+1) K, (jo+1)
G(jo)H(jo) = U2FD 2
10jo+1)((Jo)” +2jo+2) (e jo jo
412 =] ++1
0.1 V2 1
L 0.5K, (jo+1)
G(joH(jo) = — AR
jo jo jo
—+1l|| =] +—+1
[0.1 j[(\/ij 1 }
. . 0.5(jo+1
G(io)H(jo) = (o2

()

KB = 05
Frecuencias de corte: 0.1, 1 y V2

Diagrama de amplitud:

Factores que intervienen Intervalo Aportacion (dB) Pendiente (dB/dec)
0.5 (0,0.1) H 0
0.5 (0.1, 1) -20 -20

D
0.1
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0.5(jo+1) (1, v2) +20 0
(o)
0.1
0.5(jo+1) (72 ,0) -40 -40
; N2 .
Jo Jo Jo
41| = +—+1
[0-1 j[(\/ij 1
H =20(logKg —0-10g0.01) = —6.0206
Diagrama de Fase:
Factores que intervienen Intervalo Aportacion (dB) Pendiente (dB/dec)
0.5 (0, 0.001) 0° 0
0.5 (0.01, 0.1) -45° -45°
(o)
0.1
0.5(jo+1) (0.11,0.141 +45° 0
; 4
(53] |
0.1
0.5(jo+1) (0.1414,1) -90° -90°
. N2 .
Jo Jo Jo
41| = +—+1
(0.1 )[(ﬁj 1
0.5(jo+1) (1,10) +45° -45°
. N2
Jo Jo
| +——+1
(] e
0.5 (10, 14.14) -45° -90°
N2
jo jo
= + —+1
i
0.5 (14.14,0) +90° 0°

Pagina 356




Analisis de Sistemas No Lineales

En la figura de la pagina siguiente puede verse la representacion de los diagramas de Bode
asintdticos para la magnitud y la fase.

En dicha figura puede verse que como los diagramas de amplitud y fase no cortan a las
lineas de 0dB y —180° respectivamente, el margen de ganancia es infinito y el margen de fase

180°.

Médulo (dB)

-10

N

A\

7

10

10

10’

10
Frecuencia (rad/s)
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-20 \

-100

Fase (Grados)
e

-120 \

-140 ™

-160

\

10 10 10 10
Frecuencia (rad/s)

Se incrementa la ganancia:

® = 3rad/min = %rad/s =0.05rad/s

Sistema oscilante

. —joT, _ o
ZGH(J®)|Q,:0.05 +Ze ©=005 180

ZGH(j)|,_, s =45 log% =-31.454°

T

Ze_jde —
©=0.05 T

El retardo de transporte debe aportar:
—180°+31.454°= —148.546°

luego
180°
T

0.05T4 =—148.546°
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_148.546i
d770.05 180

Td =51.85s
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