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Transformada Z

Transformada Z

1.1. INTRODUCCION

Una de las herramientas matematicas mas utilizada en el analisis de los sistemas de control en
tiempo discreto es la transformada Z. La transformada Z permite trabajar con los sistemas
discreto de forma similar a como la transformada de Laplace lo hace en los sistemas
continuos.

Mientras que mediante la transformada de Laplace se convierten las ecuaciones integro-
diferenciales que definen el comportamiento de un sistema en una funcidon de transferencia
algebraica en s, mediante la transformada Z se transforman las ecuaciones en diferencias en
una funcién de transferencia algebraica de variable z. Esto permite una representacion de las
funciones de transferencia en forma de polos y ceros, y por tanto realizar un analisis similar al
estudiado para sistemas continuos.

Se presentan en este capitulo la definicion y propiedades bésicas de la transformada z para
su aplicacion a los sistemas discretos de control.
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

1.1. DEFINICION

La transformada Z de una funcion x(t), donde T es el periodo de muestreo, se define mediante
la siguiente expresion:

X(z) = Z[x(t)]= Z[x(kT)] = ix(kT) 77K
k=0

que para una secuencia de nimeros x(k), quedara:

o0

X(z) = Z[x(0)]= Y x(k)-z™

k=0

EJEMPLO 1.1

Calcular la funcion de transferencia discreta de la secuencia impulso unidad.

Xy t={10,00....}

Aplicando la definicion de Transformada z:

X(z) = Z{xy } = Zsz_k
k=0

X(z)=1z"" =1

EJEMPLO 1.2

Calcular la funcidn de transferencia discreta de la secuencia escalon unidad.

x = {LLLL...}

X(z)=1+1z"+122 +127 +...
Como:

1 .
1—=1+x+x2+x3+... S1 |x|<1
-X

1 z
x(z)= =
1-z7!

z—1
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EJEMPLO 1.3

Calcular la funcion de transferencia discreta de la secuencia rampa.

i }={0.1,2,34,..}
X(z)=0+1z"+222+323 +....

Haciendo z X(z)-X(z):
zX(z)—>1+ 22714322 + 423 4527 + .

X(z) > 712772 37 347

Queda:
zX(z)—X(z) = 14z 422423 424+
Como:
L:1+x+x2 +x3 4. si |x|<1
1-x
1 z
zX(z)—X(z) = =
-z z-1
Entonces:
X(z)=——
(z-1)
EJEMPLO 1.4

Calcular la funcion de transferencia discreta de la secuencia exponencial.

xk=ak vk=>0

X(z):1+az'1 +alz?+a’z3 1+
Como:
1 )
=1+X+X2 +X3 +... sl |x|<1
1-x
1 z
l—az~ z—a
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

EJEMPLO 1.5

Comprobar la relaciéon z = e*' para la sefial continua f(t) =e¢™; t > 0.

Tiene como transformada de Laplace:

1
F(s)=——
s+a

Lo que corresponde a un polo en s = -a.

a

La secuencia obtenida al muestrear f(t), f(kT)=¢"~ kT , tiene la siguiente transformada z:

1
F(z) =
1 _ e—aTZ—l

Tiene un polo en z=¢ 1.

La transformada z de un sistema se relaciona con la transformada de Laplace, de ese
mismo sistema, mediante la relacion:

1.3. PROPIEDADES

1.3.1. Multiplicacion por una constante:

|Z{axk}= a Z{xk}= aX(z)|

1.3.2. Linealidad:

[z +bZlyy }= Zaxy 1oy

1.3.3. Desplazamiento:

Zixin )= 27" X(2)|

n-1 .
Z{Xin | = Zn|:X(Z)— DX Z-I:I
i=0

EJEMPLO 1.6

Calcular la transformada de la secuencia {X K +3}

-

Z{Xys3} = 23 (X(2) — Xp — %1271 —x,277%)
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EJEMPLO 1.7

Calcular la transformada de la secuencia escaléon unidad, cuando estd desplazada cuatro
muestras hacia la derecha.

Xk = X(z)=

Zixy_a}= Z_4X(Z) L

1.3.4. Traslacion Compleja

X = X(2)

k

e™x, > X(e™? - 2)

EJEMPLO 1.8

Encontrar la transformada Z de la funcion x, =k e*

Como Z[k] S 5
(z-1)
e 2z

Zxy]=———

(e “z-1)

1.3.5. Diferenciacion
X = X(2)

Z[k Xk ] =-z dX(z)

dz

EJEMPLO 1.9

Calcular la transformada de la secuencia rampa.

k —0,1,2,3,4,5,..
x> LLLL L.
u, —0,1,2,3,4,5,..
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le =ka
d =z
Z[uk]:_zaz—l
z—1-2z z

A= ey

EJEMPLO 1.10

Calcular la transformada de la secuencia parabdlica.

k —0,1,2,3,4,5,...
xi —0,1,2,3,4,5,.
u —0,1,4,9,16,25,...

uk = ka
2oy ]=-2 S
dz (z-1)
2 2 A2
Z[uk]:_z(z—l) —2(:—1)2 :_ZZ —2z+1 iz +2z
(z-1) (z-1)
2
- - 1
Z[uk]zz z 14:Z(Z 1)(2:1):z(z+§
(z-1) (z-1) (z-1)
z(z+1)
Z[uy = 3
(z-1)
1.3.6.- Teorema del valor inicial
xo = IImX(z)
72—

Indice positivo

1.3.7.- Teorema del valor final

X, = lim 1-z1)X(2)|
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EJEmMpPLO 1.11

Calcular el valor final de la secuencia cuya transformada es la siguiente:

X[z]z — =

: -1 1 1
X, = lim 1-z -
Pl {( )(l—z_1 1—e 2T, ﬂ

-1
X =lim |[1-—0Z2 ) ||
z—1 l_e_aTZ_l

1.4. TRANSFORMADA INVERSA

14.1. METODO DE LA DIVISION

EJEMPLO 1.12

Calcular la transformada inversa de:

1
X(z) = 0z+5
(z-1)(z-0.2)
X(2) = 10z+5 10271 45272
22122402 1-12z"1 402272
1027} 45,72 21-1221 402272
10z 412272 =273 102 417272 4184273 + ..
1722 -2773

17224204773 -3.427°
18.42z73 —3.47,7%
-18.4273 +22.08274 —3.6827°

18.682* —3.6827°
El resultado:

X(z) =020 +10z7 1 +17272 +18.42 73 +18.682 % +..

La secuencia:

xi }=10,10,17,18.4,18.68,... |
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Problemas de Ingenieria de Sistemas: Sistemas Discretos

EJEmMPLO 1.13

Calcular la transformada inversa de:

—aT
Te % 2
X(z) = )
(z—e ™)
T —aT T —aT_-1
X(2) = 5 eTZ 2aT 7Tele—2T72
z- -2 % z4+e " 1-2¢% 7z +e "%z
Llamando: e T =2
aTz ™!
X(2) = 1, .2 2
1-2az +a‘z
Taz™! A1-2az" +a%z72

Taz' +2Ta’z? —Ta’z> Taz'+2Ta’z ? +3Ta’z> +...
2Ta’z 2 —Ta’z™>
-2Ta’z? +4Ta’z> —2Ta*z™*
3Ta’z® —2Ta'z™*
-3Ta’z > +6Ta%z* —3Ta’z>

4Ta*z™* —3Ta’z™>

X(z) = 02° + Taz ! +2Ta%z 2 +3Ta%z 3 +4Ta%z 4 +..

o0
X(z) = ZkTakz_k — xj =kTe Tk
k=0
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1.4.2. METODO DE EXPANSION EN FRACCIONES
Tabla de transformadas Z
X(z) Xk
1 1 1 para k=0 5(k)
0 para k=0
2 7K 1 para k=n 8(n-k)
0 para k#n
3 z 1
z—1
4 z o akT
7 — e—aT
5 Tz kT
(z—1)°
6 T z(z+1) (kT)?
(z-1)°
7 T32(z> + 4z +1) (kT)3
(z-1*
8 (-2 [—e kT
(z-1)(z—e")
9 (T —e™ ™)z o KT _ o =bkT
1 0 TeiaT 7z kTe —akT
(Z _ e—aT )2
1 z(z—(1+aT)e ") (1-akT)e ™"
(Z _ e—aT )2
12 T?’e ™ (z+e")z (kT)?e T
(Z _ e—aT )3
13 (@T-1+e*N)z+1-e™ —aTe™)z akT —1+¢ T
(z-D*(z-e™)
14 sen(oT)-z sen(wkT)

z> —2cos(oT)-z+1
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15 (z—cos(wT))-z cos(mkT)
z* —2cos(wT)-z+1
16 e T sen(owT) -z e *Tsen(wkT)
z> = 2¢ T cos(@T)-z+e T
17 (z—e ™ cos(wT)) -z e cos(wkT)
2> —2e T cos(wT)-z+e *T
18 z a®
z—a
19 1 a*! k=123...
z—a
20 V4 kaX?!
(z-a)°
21 z(z+a) k2ak!
(z—a)’
22 2(z% +4az+a?) K3ak!
(z—a)*
23 2(z° +11az® +11a’z+a’) k*ak!
(z—a)’
24 Z a® cos(km)
zZ+a
25 z k(k—1)
(z-1)? 2
26 z k(k—=1)---(k—m+2)
(z-D" (m—1)!
27 V4 k(k — 1) k=2
3 ———~a
(z—a) 2
28 z k(k—=1)---(k—m+2) kol
(z—a)" (m-1)!
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EJEmMPLO 1.14

Calcular la transformada inversa de:

X(2) 10z

T (2-1)(z-02)

POLOS REALES SIMPLES

x(z) A N B Az-02A+Bz-B
z z—-1 z-0.2 (z-1)(z-0.2)

A =125 B=-125;

x(z)=12.5-2 1252
z—1 z—-0.2

Tablas:

xy =12.5(1-0.2%)

EJEmMPLO 1.15

Calcular la transformada inversa de:

3
X(z) = 2z 2+ z
(z-2)%(z-1)
POLOS REALES MULTIPLES
x(z) 227 +1 A B C

= + +
z  (z-2%z-1) (z-2)? (@z-2) (z-))

x(z) Az—A+Bz? -3Bz+2B+Cz? —4Cz+4C

z (z-2)*(z-1)

A=9; B=-1;, C=3;

x(z) _ 9 1 N 3
z  (z-2)? (z-2) (z-))
Tablas:

xp =9k2K T2k 3
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EJEMPLO 1.16

Calcular la transformada inversa de:
22 +62
(z% —2z+2)(z-1)

X(z) =

POLOS COMPLEJOS CONJUGADOS

X(Z): A N Mz +N
z (z-1) (22—2z+2)

A=7, M=-7, N=§;

z (72-8)z
x(z)=17 -
(z-1) (22 -2z+2)
-1
x(z)="7 ! -7 (-1.14z ) =T7(X] +X3)

-z  (1-2z"1+227%)
Comparando con 16 y 17 de la tabla de transformadas z:

1-e Tz 'Cos(WT)

e *TCos(kwT) —
( ) 1-2e Tz 'Cos(WT) + ¢ 21272

e Tz 'Sin(wT)

1-2¢ Tz 'Cos(wT) +e 2122

¢ *TSin(kwT) —

o (-z7h 1 27!
1-2z""+2272) Ta-22"1+2272)

X2

Comparando con 16 y 17 de la tabla de transformadas z:
e 4T =\ 5 wT:% H

Cos(wT) =Sin(wT) = L

V2
L L 1 4
. (1 \E\Ez) N \E\Ez
Y- S A T AP~ SR R |
a1 2\5\62 +2z7%) 'q 2\Eﬁz +2272)

Entonces:
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1.4.3. METODO DE LOS RESIDUOS

xk = 2 (Residuosde X(z))
V polos

Residuos de Polos Simples:

‘Re siduo| _ = l(Z ~2)X(2)z""! Jz:a

Residuos de Polos Multiples:

m-1
Residuo|z=a: 11){;m ((z a) X(z)zk 1):]
" dz

(m-
EJEMPLO 1.17
Calcular la transformada inversa de:
z
X(z)=————
@) (z=1)(z-2)
xk = 2 (Residuosde X(z))
V polos
Dos Polos Simples, Dos Residuos:
Residuo _ = [(z —a)X(2)z" ] _,
Re siduo|Z {( — )— k-1 =-1
(z-1)(z-2) 1,0
Re sidu0|z_ [( — )— k-1 — ok
= (z—-1)(z—-2) 1,00

x =251
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EJEMPLO 1.18

Calcular la transformada inversa de:
V4

(z—1)°

X(z) =

xg = > (Residuosde X(z))
V polos

Un Polo Multiple, Un Residuo:

Residuo| _ = L 4™ (( - )mX(z)zk_l)—
qu:a_(m_l)! dZm—l z-a

2-1
Residuo|z_1:ﬁ{d2 1((2—1)2 z le]
e rayl =

Secuencia Rampa
EJEMPLO 1.19

dz=1

Calcular la transformada inversa de:

Z2

X(7) =
o (z-D*(z—-eT)

Xk = 2 (Residuosde X(z))
V polos

Dos Residuos:
Re sidu0|Z:a1 = [(Z —a)X(z)z k- Jz:a

2
_ z _
aT Zk 1

(z-1)*(z-eT)

Re sidu0|Z:e_aT =|(z—e

z=€
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