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Respuesta en Frecuencia

11.1. INTRODUCCION

Otra de las técnicas que se puede aplicar a los sistemas de control en tiempo discreto es el
andlisis de la respuesta en frecuencia del sistema.

Por tanto igual que para sistemas en tiempo continuo a la hora de disefiar reguladores los
métodos de respuesta en frecuencia permiten obtener reguladores aplicando criterios sencillos.

La principal ventaja del método de Bode es que nos permite obtener una representacion de
la respuesta en frecuencia del sistema en lazo abierto de una forma rapida y mediante graficas

realizadas a mano.

Ventajas de la representacion mediante los graficos de Bode:

1) Las gréficas de los sistemas en serie simplemente se suman.

2) Se puede mostrar un amplio espectro del comportamiento en frecuencia (alta y baja).
3) Las graficas de Bode se pueden obtener experimentalmente.

4) Se pueden disefiar compensadores a partir de las Graficas de Bode.
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11.2. RESPUESTA EN FRECUENCIA PARA UN SISTEMA DISCRETO

La respuesta en frecuencia de un sistema discreto cuya funcion de transferencia es G(z) se

puede obtener sustituyendo z =e!®". En este caso al realizar la sustitucion en la funcién de
transferencia se pierde la simplicidad que se obtenia en sistemas continuos para su resolucion:

Por ejemplo, dado un sistema cuya funcion de transferencia discreta sea:

G(z) = ——

si realizamos el cambio z = e’®T obtenemos:

joT
dOT _ 0 1 _ae7 70T 1—acos(wT)+ j-asen(wT)

En esta expresion la funcion de transferencia ya no viene definida por una funcioén racional y
por tanto pierde la simplicidad de andlisis que se tenia en los sistemas continuos.

Donde la amplitud vendra dada por:

i 1
A=|G(eh)| = =
‘ ‘ \/(1 —-a cos(oaT))2 +(a sen(coT))2

1 1
\/1 —2acos(oT)+(a cos(coT))2 +(a sen(oaT))2 \/1 +a’-2a cos(oT)

Y la fase sera:
a-sen(oT)
¢p=-arctg—————
1-a-cos(wT)

Dada la complejidad a la que se llega en estas expresiones, se desechard la aplicacion directa
de los métodos de respuesta en frecuencia para los sistemas discretos.

Una forma de simplificar el estudio y poder utilizar los métodos clasicos de respuesta en
frecuencia sera aplicar la transformacion bilineal al sistema discreto. De esta forma se
transforma en un sistema continuo equivalente en el plano w al que si se puede aplicar la
teoria clasica. Es decir, aplicando la transformacion bilineal transformamos el plano z en el
plano w para poder trabajar con si se tratara del plano s.

La transformacion bilineal esta definida como: zZ=

donde T es el periodo de muestreo.

Mediante este cambio de variable, transformamos el interior del circulo unidad en el
semiplano real negativo. La funcion de transferencia G(w) resultante es de fase no minima
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Pero aunque estas correspondencias nos permiten aplicar al plano w la teoria definida para el
plano s, existen diferencias entre ambos planos. La principal es que la escala de frecuencias
aparece comprimida.

Esto es debido a que cuando aplicamos la transformada z s6lo se transforma la banda primaria
: . 1 1 o , o
del semiplano izquierdo del plano s (— 5 0g <O< 5 Oy ] , al interior del circulo unitario en el

plano z, y en cambio al transformar del plano z al plano w si se transforma la totalidad del
plano (—oo < v< o).

Plano s “j wco Plano z 4 Plano w "
iy 7
B % /
(o} Re Re
. g
—] 7

Una vez se ha transformado el sistema al plano w se pueden utilizar las técnicas
convencionales de respuesta en frecuencia y las de disefio mediante la respuesta frecuencial
del sistema.

La frecuencia v representa una frecuencia ficticia. Aunque el plano w se parece
geométricamente al planos, el eje de frecuencias en el plano w estd distorsionado. La
frecuencia ficticia v y la frecuencia real o estan relacionadas mediante la siguiente expresion:

T o —j-oT
W=jV J T Z+1 Z:ejO)T T ejmT +1 T _]*(OT _]l(DT T 2
e +e 2
luego:
2
V=—tanm—T
T 2

Para oT pequetio, la frecuencia ficticia se parece mucho a la frecuencia real.

11.2.1. Pasos para dibujar el diagrama de Bode

1.- Obtener el equivalente discreto de la funcion de transferencia de lazo abierto de la planta
utilizando un mantenedor: G(z)

2.- Aplicando la transformacion bilineal a la funcion G(z) se obtiene G(w).

3.- Sustituir w por jv

4.- Trazar el diagrama de Bode
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11.3. RESUMEN DEL TRAZADO DE BODE ASINTOTICO

En este apartado recordaremos las técnicas de Bode para sistemas continuos.

Para la respuesta frecuencial de la amplitud se emplea una escala logaritmica y para la
respuesta frecuencial de la fase se emplea una escala lineal. De esta forma es posible dibujar
la respuesta en frecuencia de cualquier FTLA, por muy alto orden que tenga, mediante la
adicion grafica de las aportaciones de cada término por separado.

- Amplitud: Decibelios en funcion del logaritmo de la frecuencia.

- Fase: Lineal en funcion del logaritmo de la frecuencia.

11.3.1. Representacion asintotica

Se ha de poner la FTLA de la forma siguiente:

KH(1+JwT)H[1+26 Gw/w, )+ (Gw/w, )]
G(jW)H(jW)—

(jw) H(1+JWTk)Hl1+25 Gw/w, )+ Gw/w, )?]

En la FTLA vamos a encontrar cuatro tipos de términos diferentes:

1- Ganancia: K.
2- Polos u Ceros en el origen: (jw)™"

3- Polos y Ceros en el eje real: (1 + jWT)in
4- Polos y Ceros complejos conjugados: [l +28(jw/w )+ (jw/ wn)z].

Vemos a continuacion las aportaciones en fase y modulo de cada uno de los términos:

1) Ganancia: K.
Modulo:

M =20logK =cte
Fase:

0 0
Arg =arctgl — |=0
. g(Kj

Vemos, entonces, que la ganancia contribuye con:

- una recta horizontal de valor constante para la magnitud
- un argumento nulo para la fase.
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2) Polos y Ceros en origen: (jw)™".

Modulo: Cero: M =20 log‘(jw)n =20nlog(w) Son (+20n dB/dc).
Polo: M =20 log‘( iw) ™| =—20nlog(w) Son (-20n dB/dc).
w 0
Fase: Cero: Arg= arctg(gj =90

Polo: Arg=- arctg[%j =-90°

Frecuencia esquina : 1 _rad/sg.

- Un cero en el origen aporta, en Modulo, una linea recta de pendiente +20n_dB/dc y en
Fase una recta horizontal de +90°.

- El polo en el origen aporta una linea recta de pendiente -20n_dB/dc y en Fase una recta
horizontal de -90°.

- Vemos también que la frecuencia esquina esta en 1 rad/sg ya que para esta frecuencia es
cuando el modulo es nulo y pasa por el punto de 0 dBs.

En la figura se pueden ver las graficas de modulo y fase para un cero y polo simple en el
origen.

Cero simple en el origen Polo simple en el origen

Moédulo 40 Modulo 20
dB dB
20 0
0 -20
20 40
Fase Fase
Grados Grados
90 -90
10" 10° 10’ radls - 10° 10" 10° 10' radis 10°

En la figura podemos ver las graficas de médulo y fase de un polo doble en el origen.

Cero doble en el origen Polo doble en el origen
Madulo 80 Médulo 40
dB 40 B 2
40 0
20 -20
0
-20 -60
-40 -80
Fase Fase
Grados Grados
180 -180
10" 10° 10' radls 10° 10" 10° 10' radis 10°
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3) Polos y Ceros en eje real (1+jwT)™"

MODULO:
Cero: M = 2010g‘(l +jwT)"

=20n log(\/l +w?T? )= 10n log(l + W2T2)

Para pequeios valores de frecuencia, wT<<I : M=O0. Son (0dB/dc)
Para grandes valores de frecuencia, wIT>>1 : M = 20nlog(w). Son (+20dB/dc).

=-20n log(\/l +w?’T? ): ~10n 1og(1 - w2T2)

Para pequeios valores de frecuencia, wT<<I : M=O0. Son (0dB/dc)
Para grandes valores de frecuencia, wIT>>1 : M = —20nlog(w). Son (-20dB/dc).

Polo: M =20 log‘(l +jwT)™

FASE:
wT
Cero: Arg=n arctg[Tj

Para pequeios valores de frecuencia, wT<<I : Arg = 0.
Para grandes valores de frecuencia, wT>>1 : Arg=90°n.

Para w = Weq = % : Arg=arctg(1) =45°n
T
Polo: Arg=-n arctg(wTJ

Para pequeios valores de frecuencia, wT<<I : Arg = 0.
Para grandes valores de frecuencia, wT>>1 : Arg=-90°n.

Paraw=w_ = /F . Arg = —arctg(l) = —45°n.

Frecuencia esquina: w = A

Entonces vemos que los ceros en el eje real nos proporcionan:

a) En modulo:
Dos asintotas, una de 0 dB/dc (por debajo de la frecuencia esquina) y otra de
+20n dB/dc (por encima de la frecuencia esquina).

b) En fase:
0° para frecuencias menores de que una década por debajo de la esquina.
90° para mayores de una década por encima de la esquina.
45° entre una década por debajo y por encima.

En la figura pueden verse las gréaficas para cero y un polo simple en el eje real.

Cero simple en el eje real Polo simple en el eje real
Madulo 40 Médulo O
dB dB
30 R
20 -2
10 -3
0 -40
Fase Fase
Grados 80 Grados 2
60 -4
40 -6
20 -8
0 -90
0.1/T 1T 10/T rad/s 0.1/T 1T 10/T rad/s
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. .N\2
3) Polos v Ceros Complejos Conjugados |1+ ZSKﬂ] +(ﬂj

Wa Wi

En este caso solo vamos a ver el caso de un polo complejo conjugado de orden 1.
MODULO:

2\? 2 ,\2 2
M =-201log (1—W—2) +[281] =-10log [1—W—2J +[261J
Wn W, Wn W,

Para frecuencias muy bajas, w/wp<<l: M =-10log(1) =0.

Para frecuencias muy altas, w/wp>>1: M = —1010g[w4] =—40log(w).

Para la frecuencia esquina, w=wn: M =—20log[23].

FASE:

La fase viene dada por: Arg = arctg

Para bajas frecuencias, w/wn<<l: .Arg = arctg[0] = 0°
Para frecuencias muy altas, w/wn>>1: Arg = arctg[—0] = —180.
Para la frecuencia esquina, w=wn: Arg = arctg[—o]=—-90°.

Entonces vemos que nos aporta el término complejo conjugado:

a) En Modulo:
Se observan dos asintotas. La primera, de 0dB, es para frecuencias por debajo de la
esquina, y la segunda, de -40 dB/dc, para frecuencias por encima de la frecuencia esquina.

b) En fase:
Podemos pensar que existen dos asintotas, una de 0° para frecuencias una década por
debajo de la esquina y otra de -180° para frecuencias por encima de una década de la esquina.

Polos complejos conjugados
0

-20

Médulo-40
dB

-60

-80

Fase O
Grados

-90 |

-180

/10 N 10w, rad/s
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